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1 .2   Πρό σθ εσ η   κ α ι   α φα ίρε ση   δ ια νυ σμ άτων  

1ο          Δ  Ι  Α  Ν  Υ  Σ  Μ  Α  Τ  Α 

1 .2   ΠΡ ΟΣ ΘΕ Σ Η  ΚΑ Ι   Α ΦΑ Ι ΡΕ Σ Η   Δ Ι ΑΝΥ Σ ΜΑ Τ ΩΝ  

Π ρ ό σ θ ε σ η   Δ ι α ν υ σ μ ά τ ω ν  

Έστω δύο διανύσματα α  και β . Με αρχή ένα σημείο Ο παίρνουμε διάνυσμα OA α
⎯⎯→

=  και στη 

συνέχεια με αρχή το Α παίρνουμε διάνυσμα AM β
⎯⎯→

= . Το διάνυσμα OM
⎯⎯→

 λέγεται άθροισμα ή 

συνισταμένη των διανυσμάτων α  και β   και συμβολίζεται με α β+ . 

Το άθροισμα δύο διανυσμάτων βρίσκεται και με το λεγόμενο κανόνα του παραλληλόγραμμου. 

Δηλαδή, αν με αρχή ένα σημείο Ο πάρουμε τα διανύσματα OA α
⎯⎯→

=  και OB β
⎯⎯→

= , τότε το άθροισμα 

α β+  ορίζεται από τη διαγώνιο  ΟΜ του παραλληλόγραμμου που έχει προσκείμενες πλευρές τις  

ΟΑ και ΟΒ. 
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1 .2   Πρό σθ εσ η   κ α ι   α φα ίρε ση   δ ια νυ σμ άτων  

Ι δ ι ό τ η τ ε ς   Π ρ ό σ θ ε σ η ς   Δ ι α ν υ σ μ ά τ ω ν  

Για την πρόσθεση των διανυσμάτων ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες της πρόσθεσης πραγματικών 

αριθμών. Δηλαδή, αν α,β, γ  είναι τρία διανύσματα, τότε: 

1.       α β β α+ = +                 ( Αντιμεταθετική ιδιότητα ) 

2.       (α β) γ α (β γ)+ + = + +      ( Προσεταιριστική ιδιότητα ) 

3.       α 0 α+ =          α ( α) 0+ − = . 

Α φ α ί ρ ε σ η  Δ ι α ν υ σ μ ά τ ω ν  

 

 

 

 

Η διαφορά α β−  του διανύσματος β  από το διάνυσμα α  ορίζεται ως άθροισμα των διανυσμάτων 

α   και  β− . Δηλαδή :     α β α ( β)− = + −  

Δ ι ά ν υ σ μ α  Θ έ σ ε ω ς  

AB = OB OA
⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

−  

“Κάθε διάνυσμα στο χώρο είναι ίσο με τη  

διανυσματική ακτίνα του πέρατος μείον  

τη διανυσματική ακτίνα της αρχής”. 

 

Μ έ τ ρ ο  Α θ ρ ο ί σ μ α τ ο ς  Δ ι α ν υ σ μ ά τ ω ν  
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1 .2   Πρό σθ εσ η   κ α ι   α φα ίρε ση   δ ια νυ σμ άτων  

1 . 2  Π Ρ Ο Σ Θ Ε Σ Η   Κ Α Ι   Α Φ Α Ι Ρ Ε Σ Η   Δ Ι Α Ν Υ Σ Μ Α Τ Ω Ν   ( 1 )  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.2            2 2 0 55  

Δίνονται δύο τρίγωνα ΑΒΓ  και Α΄Β΄Γ΄ για τα οποία ισχύει  ΒΑ Β΄Α΄=  και ΑΓ Α΄Γ΄=  . 

 

α. Να εξηγήσετε γιατί: 

i. το μήκος της πλευράς ΒΑ  είναι ίσο με το μήκος της πλευράς Β Α   και 

ii. το μήκος της πλευράς ΑΓ  είναι ίσο με το μήκος της πλευράς Α Γ  . 

β. i. Να αποδείξετε ότι:  ΒΓ Β Γ =  . 

ii. Να εξηγήσετε γιατί το μήκος της πλευράς ΒΓ  είναι ίσο με το μήκος της πλευράς Β Γ  . 

γ. Θα μπορούσε η ακόλουθη πρόταση να ήταν κριτήριο ισότητας τριγώνων;  

«Αν για δύο τρίγωνα ΑΒΓ  και Α Β Γ    ισχύει ΒΑ Β΄Α΄=  και  ΑΓ Α΄Γ΄= , τότε τα τρίγωνα 

ΑΒΓ  και Α Β Γ    είναι ίσα».  

Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 3 + 3 ) + ( 1 0 + 3 ) + 6 ] = 2 5  
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1 . 2   Πρό σθ εσ η   κ α ι   α φα ίρε ση   δ ια νυ σμ άτων  

1 . 2  Π Ρ Ο Σ Θ Ε Σ Η   Κ Α Ι  Α Φ Α Ι Ρ Ε Σ Η  Δ Ι Α Ν Υ Σ Μ Α Τ Ω Ν  ( 1 )  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   1.2            2 2 0 68  

Σε ένα υλικό σημείο O  εφαρμόζονται τρεις δυνάμεις 1 2 3F ,   F ,   F  οι οποίες σχηματίζουν ανά δύο 

γωνία ο120 , έτσι ώστε το υλικό σημείο O  να ισορροπεί. 

 

α. Ποια σχέση ανάμεσα στα διανύσματα 1 2 3F ,   F ,   F   εκφράζει την συνθήκη ισορροπίας; 

β. Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα  1 2F F+   και  3F   είναι αντίθετα. 

γ. Αν Α,  Β,  Γ,Δ  είναι τα πέρατα των διανυσμάτων 1 2 3F ,   F ,   F  και 1 2F F+ , αντίστοιχα 

(θεωρούμενων ως διανυσμάτων με αρχή το σημείο Ο ), τότε να αποδείξετε ότι: 

i. οΑΟΔ ΒΟΔ 60= = . 

ii. οΟΔΒ 60= . 

δ. Να αποδείξετε ότι:  1 2 3F  F F= = . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 5 + 5 + ( 5 + 5 ) + 5 ] = 2 5  
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1 .3   Πο λ λαπ λ ασ ιασ μό ς  α ρ ιθμο ύ  μ ε  δ ιά ν υσμα  

1.3  ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ  ΑΡΙΘΜΟΥ   ΜΕ  ΔΙΑΝΥΣΜΑ  

Ορ ισμ ός   Πο λ λα π λα σ ια σμο ύ   Α ρ ιθ μού   με   Δ ιά ν υσμ α  

Έστω λ ένας πραγματικός αριθμός με λ    και α  ένα μη μηδενικό διάνυσμα. Ονομάζουμε 

γινόμενο του λ με το α  και το συμβολίζουμε με λ α  ή λα  ένα διάνυσμα το οποίο:  

• είναι ομόρροπο του α , αν λ    και αντίρροπο του α , αν λ    και 

• έχει μέτρο | λ || α | . 

Αν είναι λ =   ή α 0= , τότε ορίζουμε ως λ α  το μηδενικό διάνυσμα 0 . 

 

Ιδ ιότητες   Πολλαπλασιασμού   Αρ ιθμού   με   Δ ιάνυσμα  

Για το γινόμενο πραγματικού αριθμού με διάνυσμα ισχύουν οι επόμενες ιδιότητες: 

1. λ α β λα λβ( + ) = +   2. (λ μ)α λα μα+ = +   3. λ(μα) (λμ)α=  

Ως συνέπεια του ορισμού του γινομένου αριθμού με διάνυσμα και των παραπάνω ιδιοτήτων έχουμε: 

 i. λα 0 λ 0=  =    ή    α 0=  

 ii. ( λα) λ( α) (λα)− = − = −  

 iii. λ(α β) λα λβ− = −  

 iv. (λ μ)α λα μα− = −  

 v. Αν   λα λβ=    και   λ 0 ,   τότε   α β=  

 vi. Αν   λα μα=    και   α 0 ,   τότε   λ μ= . 

Σ υ ν θ ή κ η   Π α ρ α λ λ η λ ί α ς   Δ ι α ν υ σ μ ά τ ω ν  

Αν α,β  είναι δύο διανύσματα, με   β 0 , τότε   α / /β  α λβ= , λ R . 

Δ ια νυ σμα τ ικ ή  Α κτ ί ν α  Μέ σου  Τ μ ήμ ατο ς  

OA OB
OM

2

⎯⎯→ ⎯⎯→
⎯⎯→ +

=  
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1 .3   Πο λ λαπ λ ασ ιασ μό ς  α ρ ιθμο ύ  μ ε  δ ιά ν υσμα  

1.3 ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ ΑΡΙΘΜΟΥ ΜΕ ΔΙΑΝΥΣΜΑ  (4) 

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.1            1 5 0 10  

Δίνονται τα μη συνευθειακά σημεία του επιπέδου , ,    και τα διανύσματα 
→

  και 
→

  

τέτοια ώστε 
→ → →

 = +  και 
→ → →

 = + . 

 α. i. Να δείξετε ότι  =  και 
→

 =  . 

  ii. Να δείξετε ότι τα διανύσματα 
→

  και 
→

  είναι αντίθετα. 

β. Να δικαιολογήσετε γιατί τα σημεία ,   και   είναι συνευθειακά. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.1            2 0 9 14  

Στο παρακάτω σχήμα, δίνονται τα διανύσματα α ,  β .  

 

 

 

 

 

 

 

α. Να σημειώσετε πάνω στο σχήμα τα διανύσματα ΟΑ α= ,  ΟΒ β=  όπου Ο   η αρχή των  
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1 .3   Πο λ λαπ λ ασ ιασ μό ς  α ρ ιθμο ύ  μ ε  δ ιά ν υσμα  

β. Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων  ΟΑ α= ,  ΟΒ β=   και ΑΒ . 

 γ. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΟΑΒ  είναι ορθογώνιο.   

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 8 ) = 2 5  

3.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.2            2 1 1 65  

Θεωρούμε το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και έστω   ΑΒ α=   και ΑΔ β.=    

 

 

 

Τα σημεία Ε και Ζ είναι τέτοια ώστε  
1

AE AΒ 
2

= −    και   
1

AZ AΔ
3

= . 

α. Να αποδείξετε ότι: 
1 1

ΕΖ α β
2 3

= +   και ΖΓ  = 
2

α β
3

+ . 

β. Να αποδείξετε ότι: ΖΓ =2 ΕΖ  . 

γ. Να δείξετε ότι τα σημεία Ζ, Ε και Γ είναι συνευθειακά. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 9 + 6 ) = 2 5  

4.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.1            2 2 0 42  

Στο σχήμα φαίνεται ορθογώνιο 

παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με κέντρο Ο. Τα 

σημεία Κ, Λ, Μ χωρίζουν την πλευρά ΔΓ 

σε τέσσερα ίσα τμήματα. 

Αν ΔΚ α=   και ΔΑ β=   να εκφράσετε 

καθένα από τα ακόλουθα διανύσματα ως 

γραμμικούς συνδυασμούς των α  και β . Να αιτιολογήσετε τις απαντήσεις σας. 

α. ΔΓ                    β. ΜΑ                 γ. ΟΔ  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  ΦΡΟ
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1 .3   Πο λ λαπ λ ασ ιασ μό ς  α ρ ιθμο ύ  μ ε  δ ιά ν υσμα  

1.3 ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ ΑΡΙΘΜΟΥ ΜΕ ΔΙΑΝΥΣΜΑ ( 1 )  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   1.3            2 1 8 85  

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Δ,Ε σημεία εσωτερικά των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα τέτοια 

ώστε  κΑΒ ΑΔ=    και λΑΓ ΑΕ=   , όπου  κ και λ θετικοί πραγματικοί αριθμοί. Αν ΑΒ= α  

και ΑΓ  = β , τότε: 

α. Να εκφράσετε τα διανύσματα ΔΕ  και ΒΓ  ως γραμμικό συνδυασμό των α και  β . 

β. i. Αν κ λ= , να αποδείξετε ότι ΒΓ  // ΔΕ  και   ΒΓ κ ΔΕ= . 

ii. Aν  κ λ 2= = , να γράψετε τη σχέση που συνδέει τα διανύσματα  ΔΕ  και ΒΓ  και να 

διατυπώσετε λεκτικά ποιο γνωστό θεώρημα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας έχει 

αποδειχθεί. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 8 + ( 1 0 + 7 ) ] = 2 5  
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1 .4   Συ ντ ε τ αγ μέ ν ες   στο  επ ίπε δο  

1 . 4  Σ Υ Ν Τ Ε Τ Α Γ Μ Ε Ν Ε Σ  Σ Τ Ο  Ε Π Ι Π Ε Δ Ο  

Σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  Δ ι α ν ύ σ μ α τ ο ς  

“Κάθε διάνυσμα α  του επιπέδου γράφεται κατά μοναδικό τρόπο στη μορφή    α xi yj= + ”. 

“Δύο διανύσματα είναι ίσα αν και μόνο αν οι αντίστοιχες συντεταγμένες τους είναι ίσες”. 

 

 

 

 

Συντεταγμένες  Γραμμικού  Συνδυασμού  Διανυσμάτων  

Aν  
1 1α (x , y )=    και   2 2β (x , y )= , τότε έχουμε: 

1 2 1 2α β (x x , y y )+ = + +        και       
1 1λα (λx ,λy )=  

Γενικότερα, για το γραμμικό συνδυασμό λα μβ+  έχουμε: 

1 1 2 2 1 2 1 2λα μβ (λx ,λy ) (μx ,μy ) (λx μx ,λy μy )+ = + = + + . 

Σ υ ντ ε τ α γμέ ν ες   Μέ σο υ   Τμή μα το ς  

Ας θεωρήσουμε δύο σημεία 
1 1Α(x , y )  και 

2 2Β(x , y )  του 

καρτεσιανού επιπέδου και ας υποθέσουμε ότι (x, y)  είναι οι 

συντεταγμένες του μέσου Μ του ΑΒ. 

Τότε :     

1 2x x
x

2

+
=      και    1 2y y

y
2

+
=  ΦΡΟ
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1 .4   Συ ντ ε τ αγ μέ ν ες   στο  επ ίπε δο  

Σ υ ντ ε τ α γμέ ν ες   Δ ια νύ σμα το ς   μ ε   Γ νω στ ά   Άκ ρα  

Οι συντεταγμένες (x, y)  του διανύσματος με άκρα τα σημεία 1 1A(x , y )  και 
2 2Β(x , y )  δίνονται 

από τις σχέσεις      

2 1x x x= −     και    
2 1y y y= − . 

Δηλαδή          

( )2 1 2 1AB x x , y y
⎯⎯→

= − −  

 

 

 

 

 

 

 

Μ έ τ ρ ο   Δ ι α ν ύ σ μ α τ ο ς  

Αν α (x, y)= ,    τότε  
2 2| α | x y= +  

 

Η απόσταση των σημείων 1 1Α(x , y )  και 
2 2Β(x , y )  είναι ίση με 

2 2

2 1 2 1(ΑΒ) (x x ) (y y )= − + −  
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1 .4   Συ ντ ε τ αγ μέ ν ες   στο  επ ίπε δο  

Σ υ νθ ήκ η   Παρα λ λη λ ίας   Δ ια νυ σμ άτω ν  

Έστω  
1 1α (x , y )=  και   2 2β (x , y )=  δύο διανύσματα του καρτεσιανού επιπέδου. 

1 1

2 2

x y
α / /β    0

x y
 = .     ή     α / /β  det(α,β) 0 =  

 

 

Σ υ ντ ε λε στή ς   Δ ι εύ θυ νσ ης   Δ ια ν ύσμ ατ ος  

y
λ εφφ

x
= =     και    0 φ 2π   

• Αν  y 0= , δηλαδή αν   α / /x x , τότε λ 0=  

• Αν x 0= , δηλαδή αν α / /y y , τότε δεν ορίζεται συντελεστής 

διεύθυνσης του διανύσματος α . 

• Ας θεωρήσουμε τώρα δύο διανύσματα 
1 1α (x , y )=  και  

2 2β (x , y )=  με συντελεστές διεύθυνσης 1λ  και 2λ  αντιστοίχως.  

Τότε έχουμε τις ισοδυναμίες: 

1 1 1 2
1 2 2 1 1 2

2 2 1 2

x y y y
α / /β 0 x y x y λ λ

x y x x
 =  =  =  = . 

Επομένως, η συνθήκη παραλληλίας για δύο διανύσματα α  και β  με συντελεστές διεύθυνσης 1λ  

και 2λ  διατυπώνεται ως εξής : 

1 2α / /β λ λ =  
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1 .4   Συ ντ ε τ αγ μέ ν ες   στο   επ ίπ εδ ο  

1.4 Σ Υ Ν Τ Ε Τ Α Γ Μ Ε Ν Ε Σ   Σ Τ Ο   Ε Π Ι Π Ε Δ Ο   ( 1 8 )  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            1 4 6 66  

Δίνονται τα διανύσματα  ( )α 1, 3   και  β ( 2, 1)= − = − −  

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων   

 u 3α 5β   και   v 5α 9β= − = −  

β. Αν w 2u v= − , να γράψετε το w   ως γραμμικό συνδυασμό των α,β . 

γ. Αν τα  β ,  w,  u   είναι τα διανύσματα θέσης των σημείων Κ, Λ, και Μ αντιστοίχως, να 

αποδείξετε ότι τα σημεία αυτά είναι συνευθειακά. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 9 + 7 ) = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            1 5 0 02  

Δίνονται τα σημεία ( )Α 0,5  και ( )Δ 4,5  και τα διανύσματα ( )ΑΒ 3, 3= −  και ( )AΓ 3,1= . 

α. Να αποδείξετε ότι το σημείο Γ  έχει συντεταγμένες ( )Γ 3,6 . 

 β. i. Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος ΓΔ . 

ii. Να αποδείξετε ότι AΒ/ /ΓΔ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 1 + 6 + 8 ) = 2 5  
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1 .4   Συ ντ ε τ αγ μέ ν ες   στο   επ ίπ εδ ο  

3.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            1 5 0 43  

Ένα γραφείο μελετών έχει αναλάβει την αναμόρφωση μιας οικιστικής περιοχής, η οποία 

αποτυπώνεται σε τοπογραφικό σχέδιο με ένα καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων. Τα σημεία 

( ) ( ) ( )Α 0,5 ,  Β 4,1   και  Γ 6, 1−  παριστάνουν τη θέση τριών οικισμών στο χάρτη. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α. i. Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων ΑΒ  και ΒΓ .  

 

ii. Nα αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ  είναι συνευθειακά και ως εκ τούτου υπάρχει η 

δυνατότητα να σχεδιασθεί ένας ευθύγραμμος δρόμος που να συνδέει τους τρεις 

οικισμούς. 

β. Να αποδείξετε ότι η απόσταση του οικισμού Β  από τον οικισμό Α  είναι διπλάσια από την 

απόσταση του οικισμού Β  από τον οικισμό Γ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 7 + 1 2 ) = 2 5  
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1 .4   Συ ντ ε τ αγ μέ ν ες   στο   επ ίπ εδ ο  

4.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            1 5 8 54  

 Δίνονται τα διανύσματα  ( )α 2,1 =  και ( )β 8,  4 .= − −  

 α. Να δείξετε ότι  α / /β . 

 β. Να δείξετε ότι για τα διανύσματα  α,  β   ισχύει  β 4α= − . 

γ. Να αποδείξετε ότι το μέτρο του διανύσματος β  είναι τετραπλάσιο του μέτρου του 

διανύσματος α . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 7 + 8 ) = 2 5  

5.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            1 6 1 47  

Δίνονται τα διανύσματα :   ( )α 3i 3 3 j, β 2 i, γ 3 j και δ 1, 1 .= + = = − = −  

α. Να βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης καθενός από τα διανύσματα  α, β και δ . 

β. Να γράψετε τη γωνία που σχηματίζει καθένα από τα διανύσματα  α, β , γ και δ  με το 

θετικό ημιάξονα Ox. 

γ. Να βρείτε τα μέτρα των διανυσμάτων  α και γ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 1 0 + 6 ) = 2 5  

6.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            1 6 1 51  

Δίνονται τα διανύσματα   α (3,3)=    και   β ( 3,1)= − . 

α. Να βρείτε το συντελεστή διεύθυνσής των διανυσμάτων α⃗⃗  και β⃗   καθώς και τη γωνία που 

σχηματίζει καθένα από αυτά με τον άξονα x΄x. 

 β. Να βρείτε τη γωνία   (α,⃗⃗⃗  β⃗ ̂). 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 6 + 9 ) = 2 5  
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1 .4   Συ ντ ε τ αγ μέ ν ες   στο   επ ίπ εδ ο  

7.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            1 6 5 79  

Δίνονται τα σημεία Α(2,1)  και Β(6,7)  του καρτεσιανού επιπέδου Οxy . 

α. Να σχεδιάσετε το διάνυσμα AB . 

β. Αν v AB=  να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος v . 

γ. Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα u ( 8, 12)= − −  και v  του β) ερωτήματος είναι αντίρροπα. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 8 + 1 0 ) = 2 5  

8.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            1 6 5 80  

Σε καρτεσιανό επίπεδο Οxy δίνονται τα σημεία  ( ) ( ) ( )Α 2, 4 , Β 11, 5 , Γ 3, 7   και ένα σημείο Δ 

ώστε το ΑΔ⃗⃗⃗⃗  ⃗ να είναι ίσο με το άθροισμα των  καιΑΒ ΑΓ . 

 

 

 

 

Να υπολογίσετε τις συντεταγμένες: 

α. των διανυσμάτων  καιΑΒ ΑΓ . 

β. του διανύσματος  ΑΔ . 

γ. του σημείου Δ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 8 + 5 ) = 2 5  

9.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            1 6 5 81  

Σε καρτεσιανό επίπεδο Οxy  δίνονται τα σημεία Α( 1,  6)− , Β(1,  2)  και Γ(3,  2)− . 

α. Να υπολογίσετε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων  καιΑΒ ΑΓ . 

β. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά. 

γ. Να αποδείξετε ότι το Β είναι μέσο του ευθύγραμμου τμήματος ΑΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 6 + 7 ) = 2 5  ΦΡΟ
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1 .4   Συ ντ ε τ αγ μέ ν ες   στο   επ ίπ εδ ο  

10.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            1 7 0 70  

Στο καρτεσιανό επίπεδο Oxy δίνονται τα σημεία   ( ) ( ) ( ) ( )Α 3, 4 , Β 2, 1 , Γ 3, 1 και Δ 4, 2− . 

α. Να σχεδιάσετε τα παραπάνω σημεία Α, Β, Γ και Δ. 

β. Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ και ΔΓ⃗⃗ ⃗⃗  . 

γ. Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 9 + 8 ) = 2 5  

11.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            1 8 8 78  

Ένας εξερευνητής ξεκίνησε από την κατασκήνωσή του (σημείο Ο ) τρείς μέρες πριν, για ένα ταξίδι 

μέσα στη ζούγκλα. Στο τέλος της πρώτης ημέρας έφθασε στο σημείο Α , στο τέλος της δεύτερης 

ημέρας έφθασε στο σημείο Β  και στο τέλος της τρίτης ημέρας έφθασε στο σημείο Τ . Οι τρεις 

ημέρες του ταξιδιού του μπορούν να περιγραφούν από τα παρακάτω διανύσματα  

( ) ( ) ( )ΟΑ 1,1 ,    ΑΒ 2, 4 ,    ΒΤ 2, 5 3 5= = = − , 

όπως φαίνονται στο σχήμα:  
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1 .4   Συ ντ ε τ αγ μέ ν ες   στο   επ ίπ εδ ο  

Αν οι αποστάσεις εκφράζονται σε χιλιόμετρα, τότε: 

α. Να αποδείξετε ότι ( )ΟΤ 5, 5 3= . 

β. Να υπολογίσετε την απόσταση ( )ΟΤ  του εξερευνητή από την κατασκήνωση στο τέλος της 

τρίτης ημέρας. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 3 + 1 2 ) = 2 5  

12.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            1 9 0 38  

Δίνεται τα διανύσματα  α (2,3), β ( 1,1) και γ ( 5, 5)= = − = − − . 

α. Να υπολογίσετε τη γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα β⃗  με τον άξονα x΄x. 

β. Να αποδείξετε ότι  | γ | 5 | β |= . 

γ. Να υπολογίσετε τους πραγματικούς αριθμούς λ, μ ώστε το διάνυσμα γ  να γραφεί στη 

μορφή  γ λα μβ= + . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 8 + 8 ) = 2 5  

13.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            2 1 6 81  

 Θεωρούμε τα σημεία ( ) ( ) ( )Α 1, 2 , Β 3, 4 , Γ 2, 5− . 

 α. Να βρείτε σημείο Δ ώστε ΔΓ ΑΒ= . 

 β. Να αιτιολογήσετε γιατί το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. 

 γ. Να βρείτε το κέντρο Ο του παραλληλογράμμου. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 8 + 7 ) = 2 5  

14.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            2 2 0 38  

Δίνεται το διάνυσμα ( )α 5,  12= − . 

α. Να βρείτε ένα διάνυσμα β  που να είναι ομόρροπο στο  α  και να έχει μέτρο 1. 

β. Να βρείτε ένα διάνυσμα γ  που να είναι αντίρροπο στο  α  και να έχει μέτρο 7. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5  

ΦΡΟ
ΝΤΙ

ΣΤ
ΗΡΙ

Α 
ΑΡ

ΓΥ
ΡΗ

 Σ
ΙΡ

ΔΑ
ΡΗ



 

20 

1 .4   Συ ντ ε τ αγ μέ ν ες   στο   επ ίπ εδ ο  

15.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            2 2 0 44  

Δίνονται τα σημεία ( ) ( )A 0,0 ,  B 4,0  και ( )Γ 5,1 . 

α. Να σχεδιάσετε ένα ορθοκανονικό σύστημα αξόνων και να τοποθετήσετε σε αυτό τα σημεία 

Α,  Β,  Γ  

β. Να βρείτε τις συντεταγμένες ενός τέταρτου σημείου Δ  έτσι ώστε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ  

να είναι παραλληλόγραμμο. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 5 ) = 2 5  

16.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            2 2 0 52  

Δίνονται τα διανύσματα ( )α 2,5= −  και  ( )β 1, 3= − . 

α. Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα α,   β   δεν είναι παράλληλα. 

β. Να εκφράσετε το διάνυσμα ( )v 8,   21= −  ως γραμμικό συνδυασμό των διανυσμάτων α  και β  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5  

17.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            2 2 0 60  

Δίνονται τα σημεία ( ) Α 0,  2 , ( )Β 3,   0 , ( )Γ 6, 2  και ( )Δ 3, 4 . 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων ΑΔ , ΒΓ , ΒΑ  και να επιβεβαιώσετε ότι:  

ΑΔ ΒΓ= . 

β. Να δείξετε ότι ΒΑ ΒΓ= . Ποιο είναι το σχήμα του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ ; 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5  
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1 .4   Συ ντ ε τ αγ μέ ν ες   στο   επ ίπ εδ ο  

18.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            2 2 5 57  

Το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  έχει βάση ΒΓ  και ύψος ΑΟ . Η κορυφή Α  είναι σημείο του 

θετικού ημιάξονα Οy  και οι κορυφές Β  και Γ  είναι σημεία του άξονα x'x  , όπως φαίνεται 

στο παρακάτω σχήμα. Έστω ( )ΒΓ 12=  , ( )ΑΟ 8=  και Μ  το μέσο της πλευράς ΑΓ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

α. Να αποδείξετε ότι:    

i. ( )Α 0 ,  8 , ( ) Β 6 ,  0−  και ( )Γ 6 ,  0 .        

ii. ( )Μ 3 ,  4  

β. Να βρείτε το μήκος της διαμέσου ΒΜ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 9 + 7 ) = 2 5  
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1 . 4   Συ ντ ε τ αγ μέ ν ες   στο   επ ίπ εδ ο  

1.4 Σ Υ Ν Τ Ε Τ Α Γ Μ Ε Ν Ε Σ   Σ Τ Ο   Ε Π Ι Π Ε Δ Ο   ( 3 )  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   1.4            1 7 0 76  

Δίνονται τα σημεία   Α( 3, 1), Β(0,3) και Μ(x, y)− −   του καρτεσιανού επιπέδου Oxy. 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες των  διανυσμάτων  ΑΜ ΜΒ, και ΑΒ . 

β. Να βρείτε τα μέτρα των  διανυσμάτων  ΑΜ ΜΒ, και ΑΒ . 

γ. Να αποδείξετε ότι   ΑΜ ΜΒ 5+  . 

δ. Θεωρήστε τον ισχυρισμό: «Υπάρχει ζεύγος πραγματικών αριθμών (x, y) τέτοιο ώστε να 

ισχύει 

( ) ( ) ( )
2 2 22x 3 y 1 x y 3 4+ + + + + − =  

Είναι αληθής ή  ψευδής ο παραπάνω ισχυρισμός; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 7 ) = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   1.4            1 7 0 77  

Στο καρτεσιανό επίπεδο  Oxy τα σημεία Α και Β έχουν διανύσματα θέσεως   

( ) ( )ΟΑ 2i λj και ΟΒ λ 1 i λ 3 j, με λ= + = + + +   

α. Να αποδείξετε ότι  ( )ΑΒ λ 1 i 3 j= − + . 

β. Να βρείτε την απόσταση των σημείων Α και Β ως συνάρτηση του λ. 

γ. Για ποιές τιμές του λ η απόσταση των σημείων Α και Β είναι ίση με 5;  

δ. Θεωρήστε τον ισχυρισμό: «Υπάρχει πραγματικός αριθμός λ τέτοιος ώστε η απόσταση των 

σημείων Α και Β να παίρνει τη μικρότερη δυνατή τιμή.»  

  Είναι αληθής ή  ψευδής ο παραπάνω ισχυρισμός; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 7 + 7 + 5 ) = 2 5  ΦΡΟ
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1 . 4   Συ ντ ε τ αγ μέ ν ες   στο   επ ίπ εδ ο  

3.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   1.4            2 0 9 38  

Θεωρούμε τρίγωνο OAB,  με  ΟΑ α= ,  ( )ΟΒ 6,8= .  Για το διάνυσμα α  γνωρίζουμε  

ότι  ( )α α 4,  α 2= − −  

α. Να δείξετε ότι α 2= . 

β. Να βρείτε σημείο Γ   έτσι, ώστε το τετράπλευρο OAΓB  να αποτελεί παραλληλόγραμμο. 

γ. Να βρείτε την γωνία που σχηματίζει η πλευρά ΟΑ   με τη διαγώνιο ΑΒ  του     

παραλληλογράμμου OAΓB. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 8 + 7 ) = 2 5  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΦΡΟ
ΝΤΙ

ΣΤ
ΗΡΙ

Α 
ΑΡ

ΓΥ
ΡΗ

 Σ
ΙΡ

ΔΑ
ΡΗ



 

24 

1 .5   Εσω τε ρ ικό   γ ι νό με νο   δ ια ν υσμ άτ ων  

1 . 5   Ε Σ Ω Τ Ε Ρ Ι Κ Ο   Γ Ι Ν Ο Μ Ε Ν Ο  Δ Ι Α Ν Υ Σ Μ Α Τ Ω Ν  

 

Ονομάζουμε εσωτερικό γινόμενο δύο μη μηδενικών διανυσμάτων α  και β  και το συμβολίζουμε 

με α β  τον πραγματικό αριθμό   

α β | α | | β | συνφ =   ,  όπου φ  η γωνία των διανυσμάτων α  και β . 

• Αν  α 0=  ή  β 0= , τότε ορίζουμε    α β 0 =  

Άμεσες συνέπειες του παραπάνω ορισμού είναι οι εξής: 

• α β β α =            (Αντιμεταθετική ιδιότητα)  

• Αν   α β⊥ , τότε α β 0 =    και  αντιστρόφως.  

• Αν   α β ,   τότε      α β | α | | β | =    και  αντιστρόφως.  

• Αν    α β ,  τότε      α β | α | | β | = −   και αντιστρόφως. 

Το εσωτερικό γινόμενο α α  συμβολίζεται με 2α  και λέγεται τετράγωνο του α .  

Έχουμε: 2 2α | α |= . 

Α ν α λ υ τ ι κ ή   Έ κ φ ρ α σ η   Ε σ ω τ ε ρ ι κ ο ύ   Γ ι ν ο μ έ ν ο υ  

1 2 1 2α β x x y y = +  

Δηλαδή: 

“Το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων είναι ίσο με το άθροισμα των γινομένων των ομώνυμων 

συντεταγμένων τους”. 
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1 .5   Εσω τε ρ ικό   γ ι νό με νο   δ ια ν υσμ άτ ων  

Με τη βοήθεια της αναλυτικής έκφρασης του εσωτερικού γινομένου  αποδεικνύεται ότι ισχύουν οι 

επόμενες ιδιότητες: 

• λα β α (λβ) λ(α β), λ R =  =    

• α (β γ) α β α γ + =  +        (  Επιμεριστική Ιδιότητα ) 

• 1 2α β  λ λ 1⊥  = −           όπου     
1 α

λ λ=   και  2 β
λ λ= ,     ( α,β y y ) 

 

Σ υ νη μ ί τ ον ο   Γω ν ία ς   δ ύο   Δ ια ν υσμ άτ ων  

1 2 1 2

2 2 2 2

1 1 2 2

x x y y
συνθ

x y x y

+
=

+  +
 

Πρ ο βο λή   Δ ια νύ σμ ατ ος   σε   Δ ιά ν υσμ α  

Το διάνυσμα 1OM
⎯⎯→

 λέγεται προβολή του ν  στο α  και συμβολίζεται με α
προβ ν .  

Για το εσωτερικό γινόμενο των α  και ν  έχουμε: 

α
α ν α προβ ν =   
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1 .5   Εσω τε ρ ικό   γ ι νό με νο   δ ια ν υσμ άτ ων  

1.5 ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ  Γ ΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ   (27)  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 4 5 86  

Δίνονται τα σημεία Α(1,2), Β(3,4) και Γ(5,-2). 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων AB,    AΓ   και να αποδείξετε ότι η γωνία Α̂  

είναι ορθή. 

β. Αν Μ είναι το μέσο του ΒΓ, να βρείτε τα μέτρα των ΑΜ  και  ΒΓ . 

γ. Να γραφεί το ΒΓ  ως γραμμικός συνδυασμός των ΑΓ  και ΑΜ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 8 + 8 ) = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 4 9 53  

Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ με   Α(  2,  5),  Β(7,  8),  Γ(1,   4)− − . 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων  καιΑΒ ΑΓ . 

β. Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόμενο   ΑΒ ΑΓ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 5 + 1 0 ) = 2 5  

3.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 5 0 38  

Θεωρούμε διανύσματα α , β   τέτοια ώστε  α 3, β 4= =  και ( ) π
α,β  

3
= . 

α. Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων α ,  β . 

β. Να βρείτε τα 2α  και 
2β . 

γ. Να αποδείξετε ότι  ( ) ( )3α β α 3β 15−  − = . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 6 + 1 0 ) = 2 5  
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4.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 5 0 73  

 Δίνονται τα διανύσματα  α (1, 2) και β (2,3)= = . 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος  γ 2α β= + . 

β. Να βρείτε το μέτρο του διανύσματος γ⃗ . 

 γ. Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο α⃗⃗ ⋅ γ⃗ . 

  Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

5.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 5 1 86  

Δίνονται τα σημεία ( )Α 2,1 , B(6,3) , ( )Δ 1, 2−  και ( )Γ 9, 2 . 

Να αποδείξετε ότι: 

α. Tο μέσο Μ  του τμήματος ΑΒ  έχει συντεταγμένες (4,2)  και το μέσο Ν  του τμήματος ΓΔ  

έχει συντεταγμένες (5,0) . 

 β. ΜΝ (1, 2)= −  και ( )ΔΓ 8,4= . 

 γ. ΜΝ ΔΓ⊥ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

6.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 5 2 52  

Δίνονται τα διανύσματα ( )ΑΒ 2,1=   και  ( )ΑΓ 3, 1= − . 

α. Να δείξετε ότι ( )ΒΓ 1, 2= − .  

β. Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές με υποτείνουσα την ΑΓ.  

γ. Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 9 + 8 ) = 2 5  
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7.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 5 3 17  

Δίνονται τα διανύσματα ( )v 3,0=  και ( )w 3,4= − . 

α. Να δείξετε ότι τα διανύσματα δεν είναι παράλληλα. 

β. i. Στο παρακάτω σύστημα συντεταγμένων να σχεδιάσετε τα διανύσματα v  και w . 

  

 

 

 

 

 

 

 

ii. Να προσδιορίσετε το είδος της γωνίας θ  που σχηματίζουν τα διανύσματα.  

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 1 2 + ( 1 0 + 3 ) ] = 2 5  

8.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 5 3 79  

Δίνονται τα διανύσματα ( )α 1,3 ,  β (3, 1)= = −  

Να υπολογίσετε: 

α. το εσωτερικό γινόμενο α⃗⃗ ∙ β⃗  και την γωνία μεταξύ των δύο διανυσμάτων α⃗⃗ , β⃗ . 

β. το διάνυσμα γ⃗ = 2α⃗⃗ − β⃗  . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 3 + 1 2 ) = 2 5  
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9.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 5 4 63  

Δίνονται τα διανύσματα  ΑΒ (2,1)=  και ΑΓ (3, 1)= − .  

α. Να αποδείξετε ότι  ΒΓ (1, 2)= − .  

β. Να αποδείξετε ότι  ΑΒ ΒΓ⊥ .  

γ. Να αποδείξετε ότι  ΑΒ ΒΓ= .  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 9 + 8 ) = 2 5  

10.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 5 8 25  

Θεωρούμε τα διανύσματα α , β  με α 2=  , β 4=  ,  
π

(α , β)
3



=  και το γ α β= − . 

α. Να αποδείξετε ότι α β 4 = . 

β. Να αποδείξετε ότι α γ 0 = . 

γ. Να βρείτε τη α , γ
 

 
 

.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 1 0 + 7 ) = 2 5  

11.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 5 8 52  

Δίνονται τα διανύσματα ( ) ( )α 3, 2 ,   β 2,1 .= = −  

Να υπολογίσετε: 

α. το διάνυσμα v 2α 3β= + .   

β. το εσωτερικό γινόμενο α β  και το μέτρο του διανύσματος α  . 

γ. το εσωτερικό γινόμενο α v . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  
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12.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 5 9 96  

Δίνονται τα σημεία ( ) ( )Α 6, 1 ,  Β 8,7 ,   Γ( 10,6)− − − , τα οποία ορίζουν τρίγωνο ΑΒΓ . 

 

 

 

 

 

 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων ΑΒ,   ΒΓ  και του αθροίσματος τους 

ΑΒ ΒΓ+ . 

β. Ένας μαθητής βλέποντας το τρίγωνο ΑΒΓ  ισχυρίστηκε ότι είναι ορθογώνιο. Να ελέγξετε 

την αλήθεια του ισχυρισμού. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 5 ) = 2 5  

13.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 6 1 41  

Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς 10 και το μέσο 

Μ της πλευράς ΒΓ. 

α. Να βρεθούν τα μέτρα των γωνιών: 

i. ( )ΑΒ,  ΑΓ   

ii. ( )ΑΜ,  ΒΓ  

iii. ( )ΑΜ,  ΓΑ  
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iv. ( )ΒΜ,  ΓΜ  

v. ( )ΓΜ,  ΓΒ  

β. Να υπολογιστούν τα εσωτερικά γινόμενα: 

i. ΑΜ   ΒΓ  

ii. ΑΜ   ΓΑ  

iii. ΓΜ   ΓΒ  

 Μ ο ν ά δ ε ς  ( 1 0 +  1 5 ) = 2 5  

14.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 6 1 44  

Δίνεται ρόμβος ΑΒΓΔ με κέντρο Ο, πλευρά 4 και Α̂ = 60ο. 

Να υπολογίσετε τα εσωτερικά γινόμενα : 

α. ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗  ΑΔ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

β. ΑΔ⃗⃗⃗⃗  ⃗  ΒΓ⃗⃗ ⃗⃗   

γ. ΟΔ⃗⃗⃗⃗  ⃗  ΑΟ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

δ. ΟΔ⃗⃗⃗⃗  ⃗  ΟΒ⃗⃗  

ε. ΑΔ⃗⃗⃗⃗  ⃗  ΓΔ⃗⃗ ⃗⃗  

Μ ο ν ά δ ε ς  2 5 )  

15.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 6 4 26  

Δίνονται τα διανύσματα α  = (2 , -1)   και  β  = (-3 , 2). 

 α. Να υπολογίσετε το γινόμενο α ·(2 α  - β ). 

β. Να βρείτε το διάνυσμα γ  = (x , y) όταν  γ  ⊥     και | γ  |= 5 .         

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 5 ) = 2 5  
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16.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 6 4 27  

Δίνονται τα σημεία  Α(-2 , 3),  Β (0 , 8), Γ (5 , 3) και Δ (10 , 5). Να υπολογίσετε:  

α. το εσωτερικό γινόμενο   ΑΒ ∙ ΓΔ .  

β. τη γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα   u  = ΑΒ  + ΓΔ  με τον άξονα x’x.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5  

17.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 6 4 28  

Δίνονται τα διανύσματα  α β α
3 1

και με , β
2 2

= =    και 
3

3 2β 2β
2

α α+ = = − . 

 α. Να αποδείξετε ότι: α⃗⃗  ∙ β⃗   = 
3

8
− . 

β. Να υπολογίσετε τη γωνία των διανυσμάτων  α βκαι . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 5 + 1 0 ) = 2 5  

18.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 7 0 75  

Στο παρακάτω σχήμα δίνονται τα διανύσματα  καιΑΒ ΑΓ   του καρτεσιανού επιπέδου Oxy. 

 

 

 

 

 

 

 

α. Να αποδείξετε ότι   ΑΒ (4 ,  3) και AΓ (0 ,  2)= − = − . 
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β. Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων  καιΑΒ ΑΓ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5  

19.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            2 0 6 85  

Δίνονται τα διανύσματα u (1,1)= , w ( 10,2)= −  και τα σημεία Α( 1,2)− , Β(β,0) , Γ(0, γ) . Τα 

διανύσματα u , ΑΒ  είναι κάθετα και το διάνυσμα w  είναι παράλληλο στο διάνυσμα ΑΓ .  

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος ΑΒ  και να αποδείξετε ότι β 1= .  

β. Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος ΑΓ  και να αποδείξετε ότι 
9

γ
5

= .  

γ. Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόμενο ΑΒ ΑΓ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 9 + 7 ) = 2 5  

20.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            2 0 7 32  

 Δίνονται τα διανύσματα ( )α 2,1 =  και  ( )β 8,  4 .= − −  

 α. Να δείξετε ότι τα διάνυσμα α,β   είναι αντίρροπα και ότι β 4 α= .  

β. Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζουν τα διανύσματα α,β  και να δικαιολογήσετε την  

απάντησή σας.  

 γ. Να δείξετε ότι α β 0  . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 6 + 7 ) = 2 5  

21.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            2 0 7 33  

Δίνονται τα μη μηδενικά διανύσματα α⃗⃗  , β⃗ , με |α⃗⃗ | = |β⃗ | και ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = α⃗⃗ − β⃗  και ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = α⃗⃗ + β⃗ . 

α. Να εκφράσετε το διάνυσμα ΒΓ⃗⃗ ⃗⃗   συναρτήσει του διανύσματος β⃗  . 

β. Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόμενο ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗  ∙ ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗.  

γ. Να αιτιολογήσετε γιατί τα διανύσματα  ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ και ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗ είναι κάθετα. 
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22.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            2 0 7 73  

Δίνονται τα διανύσματα α (1 , 2)= − και β (2 , 3)=  

α. Να βρείτε το διάνυσμα  u 2α β= + .   

β. Αν u (4 , 1)= −  να βρείτε την τιμή του κ R  ώστε το διάνυσμα u  να είναι κάθετο στο  

διάνυσμα v (1 , κ)= .  

 γ. Για κ 4= να υπολογίσετε το μέτρο του διανύσματος ν
→

του προηγούμενου ερωτήματος. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 9 + 8 ) = 2 5  

23.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            2 0 8 88  

Δίνονται τα διανύσματα α , β  και γ , για τα οποία ισχύουν:  

| α |= 4, |β |= 5, ( α,  β ) =
2π

3
    και   γ  = 2 α  + 3β . 

Να υπολογίσετε: 

α. το εσωτερικό γινόμενο α ∙β  . 

β. το μέτρο του διανύσματος γ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 5 ) = 2 5  

24.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            2 1 6 82  

 Έστω α, β  δυο διανύσματα για τα οποία ισχύει  ( )α β 11, 2+ =    και   ( )α β 5, 10− = − − . 

 α. Να αποδείξετε ότι ( )α 3, 4= −  και να βρείτε το διάνυσμα β . 

 β. Να αποδείξετε ότι  α β⊥   και  | β | 2 | α |= . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 4 + 1 1 ) = 2 5  
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25.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            2 2 0 40  

Δίνεται το διάνυσμα ( )α 4,  3= − . 

α. Να βρείτε ένα διάνυσμα β  που να είναι κάθετο στο  α . 

β. Να βρείτε ένα διάνυσμα γ  που να είναι κάθετο στο  α  και να έχει μέτρο 1.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5  

26.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            2 2 1 70  

Δίνονται τα διανύσματα ( ) ( )21
 α 1,3 ,  β 2,    και    v x , x 1 .

2

 
= − = − − = − 

 
 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος u α 2β= − . 

 β. Να βρείτε τους αριθμούς  x  για τους οποίους τα διανύσματα ( )u 3,4=  και v  είναι κάθετα. 

 γ. Να βρείτε τους αριθμούς  x  για τους οποίους τα διανύσματα v  και β  είναι συγγραμμικά; 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

27.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            2 2 5 54  

Στο καρτεσιανό επίπεδο Οxy , με μοναδιαία διανύσματα των αξόνων x x  , y'y  τα i ,   j  

αντίστοιχα, τα σημεία Α  και Β  έχουν διανύσματα θέσεως ΟΑ 3i 2 j= +   και ΟΒ 6i j= − .   

Έστω Μ  ένα σημείο τέτοιο ώστε ΟΜ =  
1

5
 ( )2ΟΑ ΟΒ − .         

α. Να αποδείξετε ότι: 

i. ΑΒ 3i 3 j= −  ,                       ii. ΟΜ j=  .  

β. Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο  ΑΒ ΟΜ  . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  
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1.5 ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ  Γ ΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ  (5)  

 

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   1.4            1 5 3 20  

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΟΑΓΒ  με ΟΑ α=  και ΟΒ β= , όπου α  και β  είναι μη μηδενικά 

διανύσματα. 

α. Να δείξετε ότι: 

i. 
2 22

ΟΓ α 2α β β= +  + . 

ii. 
2 22

ΑΒ α 2α β β= −  + . 

β. Αν ΟΓ ΑΒ= , να δείξετε ότι το ΟΑΓΒ  είναι ορθογώνιο.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 9 + 7 ) = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   1.4            1 8 5 20  

α. Να αποδειχθεί ότι για όλα τα διανύσματα α, β  ισχύει: ( )
2 2 22

2  α   1β α β 2 α β+ + − = +     

β. Δίνεται το παραλληλόγραμμο ΟΑΓΒ  με ΟΑ α και ΟΒ β= = . 

i. Να σχεδιάσετε τα διανύσματα α β+   και  α β− . 

ii. Να δώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία της ισότητας (1). 

γ. Ένα σώμα σύρεται πάνω σε λείο επίπεδο από δύο ανθρώπους, 

οι οποίοι εξασκούν πάνω σε αυτό δυνάμεις 1 2F   και  F  

αντίστοιχα, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Οι δυνάμεις 

έχουν ίσα μέτρα 10 N (Newton)  και η γωνία που σχηματίζουν 

είναι 60 . Να σχεδιάσετε την συνισταμένη δύναμη F  και να 

βρείτε το μέτρο της.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 5 + 4 + 1 0 ) = 2 5  ΦΡΟ
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3.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   1.4            1 8 5 47  

Δίνονται τα σημεία    ( ) ( ) ( )Α 0, 1 , Β λ, 1 και Γ λ 2, λ 3 όπου λ− − −  . 

α. Να βρείτε τις τιμές του λ  R ώστε : 

i. Tα σημεία Α, Β και Γ να είναι κορυφές τριγώνου. 

ii. Το τρίγωνο ΑΒΓ να είναι ορθογώνιο με Α̂ = 90ο. 

β. Για λ = - 2 ,να βρείτε: 

i. Το εσωτερικό γινόμενο  ΑΒ ΑΓ . 

ii. Το εμβαδό του τριγώνου  ΑΒΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 8 + 7 ) + ( 4 + 6 ) ] = 2 5  

4.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   1.4            2 2 0 63  

α. Έστω α,   β  δύο μη μηδενικά διανύσματα. Να αποδείξετε ότι: 

i. α β α β α β+ = +   . 

ii. α β α β α β+ = −   . 

β. Θεωρούμε τρία διανύσματα α,   β,   γ   για τα οποία ισχύουν ότι: 

α β γ 0+ + = ,      α 1= ,     β 2= ,      γ 1= . 

Να αποδείξετε ότι: 

i. α γ                    ii. α β                  iii. α γ=   και  β 2α= − . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 5 + 5 ) + ( 5 + 5 + 5 ) ] = 2 5  
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1 .5   Εσω τε ρ ικό   γ ι νό με νο   δ ια ν υσμ άτ ων  

5.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   1.4            2 2 0 64  

α. Αν ΑΒ,   ΑΓ,   ΑΔ   είναι τρία διανύσματα, τότε οι ποσότητες ΑΒ ΑΓ   και ΑΒ ΑΔ  : 

i. είναι αριθμοί  ή  διανύσματα;    ii) μπορούν να συγκριθούν;  

β. Για τα διανύσματα του παρακάτω σχήματος να επιλέξετε την σωστή απάντηση: 

i. ΑΒ ΑΓ ΑΒ ΑΔ               ii. ΑΒ ΑΓ ΑΒ ΑΔ       iii. ΑΒ ΑΓ ΑΒ ΑΔ=   

 

 

 

 

 

 

 

γ. Για τα διανύσματα του παρακάτω σχήματος (η διακεκομμένη γραμμή είναι τμήμα κύκλου 

με κέντρο Α ) να επιλέξετε την σωστή απάντηση: 

  i. ΑΒ ΑΓ ΑΒ ΑΔ                ii. ΑΒ ΑΓ ΑΒ ΑΔ              iii. ΑΒ ΑΓ ΑΒ ΑΔ=   

 

Σε όλα τα ερωτήματα, να αιτιολογήσετε τις απαντήσεις σας. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 1 0 + 1 0 ) = 2 5  
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2 .1   Ε ξ ίσωσ η   ε υθ ε ία ς  

 

2ο        Ε Υ Θ Ε Ι Α  Σ Τ Ο  Ε Π Ι Π Ε Δ Ο 

2 . 1  Ε Ξ Ι Σ Ω Σ Η   Ε Υ Θ Ε Ι Α Σ  

Ε ξ ί σ ω σ η  Γ ρ α μ μ ή ς  

Μια εξίσωση με δύο αγνώστους x, y  λέγεται εξίσωση μιας γραμμής C, όταν οι συντεταγμένες 

των σημείων της  C, και μόνο αυτές, την επαληθεύουν. 

Σ υ ντ ε λε στή ς  Δ ι ε ύθ υν ση ς  Ευθε ίας  

• Έστω Oxy  ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο και  ε  μια ευθεία που τέμνει τον 

άξονα x x  στο σημείο Α. 

 

 

 

 

 

 

Τη γωνία ω που διαγράφει ο άξονας x x  όταν στραφεί γύρω από το Α κατά τη θετική φορά μέχρι 

να συμπέσει με την ευθεία  ε  τη λέμε  

γωνία που σχηματίζει η  ε  με τον άξονα x x . 

Αν η ευθεία ε είναι παράλληλη προς τον άξονα x x , τότε λέμε ότι σχηματίζει με αυτόν γωνία ω 0= .  

Σε κάθε περίπτωση για τη γωνία ω ισχύει 0 00 ω 180   ή σε ακτίνια 0 ω π  .  

Ως συντελεστή διεύθυνσης μιας ευθείας  ε  ορίζουμε την εφαπτομένη της γωνίας  ω  που 

σχηματίζει η  ε  με τον άξονα x x .  
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2 .1   Ε ξ ίσωσ η   ε υθ ε ία ς  

Προφανώς ο συντελεστής διεύθυνσης μιας ευθείας είναι θετικός, αν η γωνία  ω  είναι οξεία και 

αρνητικός, αν είναι αμβλεία.  

Αν η ευθεία σχηματίζει με τον x x  μηδενική γωνία, δηλαδή είναι παράλληλη στον άξονα x x , ο 

συντελεστής διεύθυνσης είναι ίσος με μηδέν.  

Στην περίπτωση που η γωνία της ευθείας  ε  με τον άξονα x x  είναι 090 , δηλαδή η ευθεία  ε  είναι 

κάθετη στον άξονα x x , δεν ορίζουμε συντελεστή διεύθυνσης για την ευθεία αυτή. 

• Έστω τώρα ένα διάνυσμα δ  παράλληλο σε μια ευθεία  ε.  

“Όταν μια ευθεία και ένα διάνυσμα είναι παράλληλα, έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης”. 

 

 

 

 

 

Αν 1 1A(x , y )  και 
2 2B(x , y )  είναι δύο σημεία της ευθείας  ε, τότε ο συντελεστής διεύθυνσης της  ε 

είναι ίσος με το συντελεστή διεύθυνσης του διανύσματος  

2 1 2 1AB (x x , y y )
⎯⎯→

= − − , 

δηλαδή ίσος με  

2 1

2 1

y y

x x

−

−
. 

1 2x x . 
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2 .1   Ε ξ ίσωσ η   ε υθ ε ία ς  

Σ υ νθ ήκ ες  Καθε τό τη τα ς  κα ι  Πα ρα λ λη λ ία ς  Ευθ ε ιώ ν  

Αν οι ευθείες 1ε  και 2ε  έχουν συντελεστές διεύθυνσης 1λ  και 2λ  αντιστοίχως, τότε:  

1 2 1 2ε / /ε λ λ =       

και  

1 2 1 2ε ε λ λ 1⊥  = −  

 

Ε ξ ί σ ω σ η   Ε υ θ ε ί α ς  

Μια ευθεία στο επίπεδο καθορίζεται, όταν δίνονται ένα σημείο 

της και ο συντελεστής διεύθυνσής της ή δύο σημεία της. Θα 

βρούμε την εξίσωση της ευθείας σε καθεμιά από τις δύο αυτές 

περιπτώσεις. 

• Η εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από το σημείο  

0 0A(x , y )  και έχει συντελεστή διεύθυνσης  λ είναι:  

                                
0 0y y λ(x x )− = −             (1) 

 

 

• Η εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από τα σημεία 

1 1A(x , y )  και 
2 2B(x , y )  είναι : 2 1

1 1

2 1

y y
y y (x x )

x x

−
− = −

−
  (2) 

Οι εξισώσεις (1) και (2) δεν μπορούν να χρησιμοποιηθούν, 

όταν η ευθεία  ε  είναι κατακόρυφη, αφού στην περίπτωση 

αυτή δεν ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας. 
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2 .1   Ε ξ ίσωσ η   ε υθ ε ία ς  

Όμως η εξίσωση μιας κατακόρυφης ευθείας που διέρχεται από το σημείο 0 0A(x , y )  μπορεί να βρεθεί 

αμέσως, αφού κάθε σημείο της Μ έχει τετμημένη 0x  και άρα η εξίσωσή της είναι:  
0x x=  

Ειδικές  περιπτώσεις 

• Η εξίσωση ευθείας που τέμνει τον άξονα y y  στο σημείο A(0,β)  και έχει συντελεστή  

διεύθυνσης  λ  είναι:  

y λx β= + . 

• Αν μια ευθεία διέρχεται από την αρχή των αξόνων και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ, τότε  

η εξίσωσή της είναι: 

y λx=  

  Έτσι,  

οι διχοτόμοι των γωνιών x O y


 και y O x


  έχουν εξισώσεις  y x=  και y x= −  αντιστοίχως. 

• Τέλος, αν μια ευθεία διέρχεται από το σημείο 0 0A(x , y )  και είναι παράλληλη στον άξονα x x , 

δηλαδή είναι όπως λέμε μια οριζόντια ευθεία, έχει εξίσωση :
0y y=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΦΡΟ
ΝΤΙ

ΣΤ
ΗΡΙ

Α 
ΑΡ

ΓΥ
ΡΗ

 Σ
ΙΡ

ΔΑ
ΡΗ



 

43 

2 .1   Εξ ίσωσ η   ε υθ ε ία ς  

2.1 ΕΞΙΣΩΣΗ  ΕΥΘΕΙΑΣ   (15)  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.1            1 5 0 27  

Δίνονται τα σημεία   ( ) ( )Α 1, 1 και Β 3, 5−  όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.  

 

 

 

 

 

 

α. Να βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας ΑΒ. 

β. Να βρείτε τις συντεταγμένες του μέσου Μ του τμήματος ΑΒ.  

γ. Να βρείτε την εξίσωση της μεσοκαθέτου του τμήματος ΑΒ.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 8 + 1 0 ) = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.1            1 5 0 44  

Δίνονται τα σημεία ( )Α 0,5  και ( )Β 6, 1− . 

α. i. Να βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία  

Α και Β . 

ii. Να αποδείξετε ότι το μέσο του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ , είναι το σημείο ( )Μ 3, 2 .  

β. Να βρείτε την εξίσωση της μεσοκάθετης ευθείας ( )ε  του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 5 + 5 ) + 1 5 ] = 2 5  
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2 .1   Εξ ίσωσ η   ε υθ ε ία ς  

3.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.1            1 5 2 71  

 Δίνονται τα σημεία Α( 3, 2), Β(1, 6)− και Γ( 13, 7)− − . 

 α. Να βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας που διέρχεται από τα Α, Β.  

 β. Να αποδείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται από τα Α, Β έχει εξίσωση y x 5= + . 

 γ. Να αιτιολογήσετε γιατί το σημείο Γ δεν είναι πάνω στην ΑΒ.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 7 + 1 0 ) = 2 5  

4.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.1            1 5 6 57  

Δίνονται οι ευθείες: 1ε : 2x y 6+ =    και   
2ε : x 2y 2− = − . 

α. Να βρείτε το κοινό τους σημείο Μ . 

β. Να δείξετε ότι οι ευθείες 
1 2ε ,ε  και 3ε : 3x y 4− =  διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5  

5.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.1            1 6 0 02  

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α(3, 2)−  και Γ(5, 2) . Αν το σημείο 
1

Μ 3,
2

 
 
 

είναι το μέσο της ΒΓ, 

τότε: 

 α. Να αποδείξετε ότι Β(1, 1)− . 

 β. Να βρείτε το μήκος της πλευράς ΒΓ. 

 γ. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΑΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 6 + 1 0 ) = 2 5  

6.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.1            1 6 7 66  

Δίνονται οι ευθείες  ( ) ( )1 2ε και ε   με εξισώσεις  x 3y 4 και 9x 3y 6− = + =  αντίστοιχα. 

α. Να αποδείξετε ότι οι ευθείες  ( ) ( )1 2ε και ε  είναι κάθετες. 

β. Να αποδείξετε ότι οι ευθείες  ( ) ( )1 2ε και ε  τέμνονται στο σημείο Α(1, − 1). 

γ. Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από το σημείο Α και είναι κάθετη στον 

άξονα x΄x.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  ΦΡΟ
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2 .1   Εξ ίσωσ η   ε υθ ε ία ς  

7.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.1            1 8 2 36  

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι A( 1, 5)−  και B(2, 1) . Αν οι πλευρές ΑΓ και ΒΓ βρίσκονται πάνω στις 

ευθείες 
1ε : y x 4= − + και 

2

1
ε : y x 2

2
= − +  αντίστοιχα, τότε:  

 α. Να αποδείξετε ότι Γ(4, 0) . 

 β. Να βρείτε: 

  i. το συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας ΑΓ 

  ii. την εξίσωση του ύψους ΒΔ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 6 + 7 ) = 2 5  

8.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.1            1 8 3 51  

Δίνονται τα σημεία  ( ) ( )Α 1, 5 , Β 3, 3− . Να υπολογίσετε: 

α. Τις συντεταγμένες του μέσου Μ του τμήματος ΑΒ. 

β. Τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας ΑΒ. 

γ. Την εξίσωση της μεσοκαθέτου (η) του τμήματος ΑΒ. 

 Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

9.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.1            2 0 8 68  

Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται τα σημεία ( ) ( )Α 1,1 , Β 3, 2  και Γ  μιας ευθείας ( )ε . 
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2 .1   Εξ ίσωσ η   ε υθ ε ία ς  

α. Να βρείτε την κλίση λ  της ευθείας ( )ε . 

β. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας ( )ε  είναι η 
1 1

y x
2 2

= +  . 

γ. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Γ , στο οποίο η ευθεία ( )ε  τέμνει τον άξονα x΄x  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 5 + 1 0 ) = 2 5  

10.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   2.1            2 1 9 64  

Δίνονται το σημείο Α(4,-2) και η ευθεία (ε1) με εξίσωση: x – y +2 = 0. Να βρείτε: 

α. την ευθεία (ε2) που διέρχεται από το σημείο Α και είναι κάθετη στην ευθεία (ε1). 

β. το σημείο τομής Β, των ευθειών (ε1) και (ε2): y = -x + 2. 

γ. το συμμετρικό Γ του σημείου Α, ως προς την ευθεία (ε1). 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 8 + 1 1 ) = 2 5  

11.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   2.1            2 1 9 65  

Δίνονται τα σημεία Α(2, -4) και Β(0, -2) 

α. Να βρείτε το μέσο Μ του τμήματος ΑΒ. 

β. Να βρείτε την εξίσωση της μεσοκαθέτου (ζ) του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ. 

γ. Αν (ζ): y = x – 4 και (ε): y = 2·x-6, τότε να βρείτε το σημείο τομής των ευθειών (ζ), (ε). 

δ. Να δείξετε ότι η εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από τα σημεία Α, Β και το κέντρο του 

ανήκει στην ευθεία (ε) είναι η ( ) ( )
2 2

x 2 y 2 4− + + = .  

Μ ο ν ά δ ε ς    ( 4 + 5 + 9 + 7 ) = 2 5  
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2 .1   Εξ ίσωσ η   ε υθ ε ία ς  

12.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   2.1            2 2 0 47  

Δίνεται το τετράγωνο του σχήματος με κορυφές 

1 2 3 4Α ,Α , Α ,Α .  Έστω 1 2 3 4,  ,   λ ,  λ λ λ οι κλίσεις των ευθειών 

1 2   2 3   3 4   4 1Α Α , Α Α , Α Α , Α Α   αντίστοιχα. 

α. Να βρείτε όλα τα ζεύγη των παράλληλων πλευρών του 

τετραγώνου. Ποια σχέση συνδέει τις κλίσεις κάθε δύο 

παράλληλων πλευρών; 

β. Να αποδείξετε ότι:    1 2

3 4

λ λ
2

λ λ
+ =  . 

  Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 5 + 1 0 ) = 2 5  

13.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   2.1            2 2 0 49  

Δίνεται το τετράγωνο του σχήματος με κορυφές 

1 2 3 4Α ,Α , Α ,Α .  Έστω 1 2 3 4,  ,   λ ,  λ λ λ οι κλίσεις των ευθειών 

1 2   2 3   3 4   4 1Α Α , Α Α , Α Α , Α Α   αντίστοιχα. 

α. Να βρείτε όλα τα ζεύγη των πλευρών του τετραγώνου που 

είναι κάθετες μεταξύ τους.  Ποια σχέση συνδέει τις κλίσεις 

κάθε δύο κάθετων πλευρών; 

β. Να αποδείξετε ότι:     

1 2 2 3 3 4 4 1λ λ λ λ λ λ λ λ 4+  + + = −  . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 5 + 1 0 ) = 2 5  

14.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   2.1            2 2 0 71  

Οι πλευρές ΑΒ και ΑΔ ενός παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ έχουν εξισώσεις x+2y+1=0 και 

2x+y+5=0 αντίστοιχα και το κέντρο του παραλληλογράμμου είναι το σημείο Κ(1,2).  

α. Να αποδείξετε ότι: 

i. Η κορυφή Α του παραλληλογράμμου έχει συντεταγμένες Α(-3, 1). ΦΡΟ
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2 .1   Εξ ίσωσ η   ε υθ ε ία ς  

ii. Η κορυφή Γ του παραλληλογράμμου έχει συντεταγμένες Γ(5, 3). 

β. Να βρείτε τις εξισώσεις των άλλων δύο πλευρών του ΒΓ και ΓΔ.  

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 8 + 7 ) + 1 0 ] = 2 5  

15.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   2.1            2 2 1 73  

Δίνεται το τετράγωνο ΑΒΓΟ με κορυφές τα σημεία 

( ) ( ) ( ) ( )Α 0,4 ,  Β 4,4 ,  Γ 4,0 ,  Ο 0,0 . Στην διαγώνιο 

ΑΓ παίρνουμε σημείο Ζ, τέτοιο ώστε  
3

Α
4

Ζ ΑΓ= . 

Επίσης, θεωρούμε το μέσο Δ της ΒΓ.     

α. i. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Δ.                                                                   

ii. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Ζ. 

β. Αν το σημείο Δ είναι το  ( )4, 2  και το σημείο Ζ 

το ( )3,1 , να αποδείξετε ότι η ευθεία ΖΔ είναι κάθετη στην ευθεία ΑΓ.    

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 7 + 9 ) + 9 ] = 2 5  
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2 .1   Ε ξ ίσωσ η   ε υθ ε ία ς  

2 . 1   Ε Ξ Ι Σ Ω Σ Η   Ε Υ Θ Ε Ι Α Σ   ( 7 )  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.1            1 4 9 70  

 Σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων θεωρούμε το σημείο M(2, 1) . 

 α. Μια ευθεία (ε) με συντελεστή διεύθυνσης λ διέρχεται από το Μ. Να βρείτε: 

  i. Την εξίσωση της. 

  ii. Για ποιες τιμές του λ η ευθεία σχηματίζει τρίγωνο με τους άξονες. 

 β. Έστω ότι  η ευθεία (ε) τέμνει τους άξονες x x  και y y στα σημεία Α, Β αντίστοιχα. 

  i.  Να βρείτε, με τη βοήθεια του λ, τα μήκη των τμημάτων ΟΑ, ΟΒ. 

  ii. Να βρείτε για ποιες τιμές του λ η ευθεία σχηματίζει με τους άξονες ισοσκελές τρίγωνο. 

   iii. Να υπολογίσετε, σε κάθε περίπτωση, το εμβαδόν του ισοσκελούς τριγώνου που  

    σχηματίζεται. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 2 + 4 ) + ( 6 + 7 + 6 ) ] = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.1            1 5 0 29  

Στο παρακάτω σχήμα δίνονται τα σημεία  Ο(0,0) , Α(1, 3) , Β( 3 1, 3 1)+ − . 

 

 

 

 

 

 

α. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΟΑ  καθώς και τη γωνία ω  που σχηματίζει με τον 

άξονα x x . 
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β. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΑΒ  καθώς και τη γωνία f  που σχηματίζει με τον 

άξονα x x  

γ. Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές με Α̂ 90= . 

δ. Να δείξετε ότι 
3 1

εφ15
3 1

−
=

+
. 

  Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 7 + 6 ) = 2 5  

3.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.1            1 5 2 75  

 Σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων θεωρούμε το σημείο M(2, 1) . 

 α. Μια ευθεία (ε) με συντελεστή διεύθυνσης λ διέρχεται από το Μ. Να βρείτε: 

  i. Την εξίσωση της. 

  ii. Για ποιες τιμές του λ η ευθεία σχηματίζει τρίγωνο με τους άξονες. 

 β. Έστω ότι  η ευθεία (ε) τέμνει τους άξονες x x  και y y στα σημεία Α, Β αντίστοιχα. 

  i. Να βρείτε, με τη βοήθεια του λ, τα μήκη των τμημάτων ΟΑ, ΟΒ. 

  ii. Να βρείτε για ποιες τιμές του λ η ευθεία σχηματίζει με τους άξονες ισοσκελές τρίγωνο. 

 iii. Να υπολογίσετε, σε κάθε περίπτωση, το εμβαδόν του ισοσκελούς τριγώνου που  

σχηματίζεται. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 2 + 5 ) + ( 6 + 6 + 6 ) ] = 2 5  

4.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.1            1 5 6 58  

Δίνονται τα διανύσματα ( )α 2, 2= −  και ( )β 1,1=  τα οποία έχουν κοινή αρχή το σημείο ( )Κ 2,1  

α. Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα α  και β  είναι κάθετα. 

β. Αν το σημείο Α  είναι το πέρας του διανύσματος α , Β  είναι το πέρας του διανύσματος β  

και ( )Γ ΓΓ x , y  ένα τυχαίο σημείο της ευθείας ΑΒ , 

i. να δείξετε ότι οι συντεταγμένες των σημείων Α  και Β  είναι ( )Α 4, 1−  και ( )Β 3, 2 .  

ii. να δείξετε ότι 
Γ Γ3x y 11+ = . ΦΡΟ
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iii. να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου ( )Γ ΓΓ x , y , αν ισχύει ότι το Γ  είναι 

εσωτερικό σημείο του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ  και 
1

ΚΓ ΑΒ
2

= . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 4 + ( 5 + 6 + 1 0 ) ] = 2 5  

5.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.1            1 7 0 78  

Δίνονται τα σημεία  ( ) ( ) ( ) ( )Α 3,  2α ,   Β 4,α ,   Γ α 1,1 α και Δ α, 1 με α+ −  . 

α. Να αποδείξετε ότι: 

i. Η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία Α και Β έχει εξίσωση  y αx 5α= − + . 

ii. Τα σημεία Γ και Δ ανήκουν στην ευθεία  ΑΒ αν και μόνο αν α
5 21

2
=


.  

iii. Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο όταν  α
5 21

2



.  

β. Θεωρήστε τον ισχυρισμό: «Υπάρχει πραγματικός αριθμός α ώστε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ να 

είναι τετράγωνο.» Είναι αληθής ή  ψευδής ο παραπάνω ισχυρισμός; Να αιτιολογήσετε την 

απάντησή σας.  

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 6 + 7 + 7 ) + 5 ] = 2 5 )  

6.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.1            1 8 5 68  

Δίνονται τα σημεία   ( ) ( ) ( )Α 2, 4 , Β 1, 0 και Γ 3, 2 .− −   

 α. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ αποτελούν κορυφές τριγώνου ΑΒΓ. 

β. Αν η ευθεία ΑΒ τέμνει τον άξονα y’y σε ένα σημείο Δ και η ευθεία ΑΓ τέμνει τον άξονα 

x’x σε ένα σημείο Ε, τότε: 

i, Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Δ και Ε. 

ii. Να αποδείξετε ότι  2 καΑΔ ΔΒ Αι Ε 2ΕΓ= =    

γ. Να αποδείξετε ότι  η ευθεία ΔΕ είναι παράλληλη της ΒΓ.  

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 4 + ( 1 0 + 6 ) + 5 ] = 2 5  ΦΡΟ
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7.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.1            2 2 0 65  

Δίνονται τα σημεία ( ) ( ) ( ) ( )Α 0,0 ,   Β 8,0 ,   Γ 10,4 ,   Δ 2,4 . Τα σημεία Μ  και Ν  είναι τα μέσα 

των πλευρών ΑΒ  και ΒΓ  αντίστοιχα, ενώ Κ  και Λ  είναι τα σημεία που τέμνουν τα τμήματα 

ΔΜ  και ΔΝ  την διαγώνιο ΑΓ  αντίστοιχα, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

 

 

 

 

 

α. Να δείξετε ότι το τετράπλευρο  ΑΒΓΔ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Να  βρείτε   τις  συντεταγμένες   των σημείων Μ  και Ν . 

γ. Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών ΑΓ,  ΔΜ,  ΔΝ  και  στη συνέχεια  τις συντεταγμένες 

των σημείων Κ  και Λ.  

δ. Να δείξετε ότι τα σημεία Κ  και Λ  τριχοτομούν την διαγώνιο ΑΓ , δηλαδή την χωρίζουν 

σε τρία ίσα τμήματα. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 5 + 1 0 + 5 ) = 2 5  
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2 . 2   Γ Ε Ν Ι Κ Η  Μ Ο Ρ Φ Η   Ε Ξ Ι Σ Ω Σ Η Σ  Ε Υ Θ Ε Ι Α Σ  

Η  Εξίσωση  Αx Βy Γ 0+ + = ,  με  Α 0   ή  Β 0  

Κάθε ευθεία του επιπέδου έχει εξίσωση της μορφής 

Ax By Γ 0+ + =     με    A 0     ή    B 0                      (1) 

και αντιστρόφως, κάθε εξίσωση της μορφής (1) παριστάνει ευθεία γραμμή. 

 

Διάνυσμα  Παράλληλο  ή  Κάθετο  σε  Ευθεία 

Η ευθεία με εξίσωση Ax By Γ 0+ + =  είναι παράλληλη στο διάνυσμα δ (B, A)= − . 

Η ευθεία με εξίσωση Ax By Γ 0+ + =  είναι κάθετη στο διάνυσμα  n (A,B)= . 
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2 . 2  Γ Ε Ν Ι Κ Η   Μ Ο Ρ Φ Η  Ε Ξ Ι Σ Ω Σ Η Σ   Ε Υ Θ Ε Ι Α Σ  ( 7 )  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.2            1 5 9 86  

Δίνονται τα σημεία  ( )Α 1,1   και  ( )Β 2,3 . 

α. i. Να βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας που διέρχεται από τα  Α, Β. 

ii. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας  ΑΒ  είναι η  ( )ε : y 2x 1.= −  

β. Να εξετάσετε αν το σημείο  ( )100Γ 2 ,5   ανήκει στην ευθεία (ε). 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5 )  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.2            2 1 1 62  

Δίνονται τα σημεία A(3,2)  και Β( 1, 6)− − . Να βρεθούν: 

α. Οι συντεταγμένες του μέσου Μ του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ. 

β. Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία Α και Β. 

γ. Η εξίσωση της μεσοκαθέτου ευθείας (ε) του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

3.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.2            2 1 6 62  

Δίνεται η ευθεία ε:  −x + y−2 = 0 και τα σημεία  Α(−5,1) και Β (−3,5).  

α. Να βρείτε το συμμετρικό του σημείου Α ως προς το σημείο Β. 

β. Να βρείτε: 

i. την εξίσωση της ευθείας ε’ που διέρχεται από το Β και είναι κάθετη στην ε.  

ii. το σημείο τομής των ευθειών ε και ε’. 

iii. το συμμετρικό του σημείου Β ως προς την ευθεία ε. 

Μ ο ν ά δ ε ς  [ 1 0 + ( 5 + 5 + 5 ) ] = 2 5  
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4.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.2            2 2 0 59  

Δίνεται το σημείο ( )Α 1, 3−  και η ευθεία ε : 4x 6y 1+ = . 

α. Να εξηγήσετε γιατί το Α  δεν είναι σημείο της ευθείας ε . 

β. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο Α  και είναι παράλληλη 

στην ευθεία  ε . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 5 ) = 2 5 )  

5.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.2            2 2 0 72  

Δίνονται οι εξισώσεις   (1): λ x+(λ −1 ) y −4 =0  και (2): ( 3λ +1 )x −2 λy −7 =0  με λ ϵ R. 

α. Να αποδείξετε ότι οι εξισώσεις (1) και (2) παριστάνουν εξισώσεις ευθειών για κάθε λR. 

β. Να βρείτε τις τιμές του λR, ώστε οι ευθείες με εξισώσεις τις (1) και (2) να είναι μεταξύ 

τους κάθετες. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 5 + 1 0 ) = 2 5  

6.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.2            2 2 0 92  

Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ με κορυφή Α(1,4) . Η πλευρά ΑΔ έχει εξίσωση 3x 2y 5 0− + =  και 

η διαγώνιος ΒΔ έχει εξίσωση y x 2= + .  

α. Να αποδείξετε ότι η κορυφή Δ έχει συντεταγμένες Δ( 1,1)− . 

β. Αν οι διαγώνιοι ΑΓ και ΒΔ του τετραπλεύρου τέμνονται κάθετα, να βρείτε την εξίσωση 

της διαγωνίου ΑΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5    

7.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.2            2 2 1 71  

Δίνονται οι ευθείες  
1ε :  3x y 5− =     και   

2ε :  x – y  1 0.+ =  

α. Να βρεθεί το σημείο τομής τους  Μ. 

 β. Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το ( )Μ 3, 4  και είναι κάθετη στην ( )2ε .  

 γ. Να βρεθεί ένα διάνυσμα παράλληλο στην ( )1ε .  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 0 + 5 ) = 2 5                 
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2 . 2  Γ Ε Ν Ι Κ Η   Μ Ο Ρ Φ Η  Ε Ξ Ι Σ Ω Σ Η Σ   Ε Υ Θ Ε Ι Α Σ ( 1 0 )  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.2            1 4 9 78  

Δίνονται τα σημεία  ( ) ( )Α 1, 1 , Β 3, 3 . 

α. Αν  ( )Μ x, y   σημείο του επιπέδου, να βρείτε τις αποστάσεις  
1 2d , d   του Μ από τα Α και 

Β αντίστοιχα. 

β. Να γράψετε τη σχέση που πρέπει να πληρούν οι  
1 2d , d , ώστε το σημείο Μ να ανήκει στη 

μεσοκάθετο του ΑΒ. 

γ. Να βρείτε την εξίσωση της μεσοκαθέτου του ΑΒ. 

δ. Να βρείτε σημείο Σ τέτοιο ώστε το τρίγωνο ΣΑΒ να είναι ισόπλευρο. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 4 + 8 + 7 ) = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.2            1 5 0 04  

α. Να  βρείτε την εξίσωση της ευθείας 1ε  που διέρχεται από τα σημεία ( )Α 4, 2  και ( )Β 8,5  

β. Αν 
1ε :3x 4y 4 0− − = , να δείξετε ότι η οξεία γωνία που σχηματίζει με την ευθεία  

2ε :7x y 1 0− − =  είναι oφ̂ 45= .  

 γ. Να βρείτε το σημείο τομής των 1ε  και 2ε . 

 δ. Να βρείτε την εξίσωση ευθείας 3ε  τέτοιας ώστε η 2ε  να διχοτομεί τη γωνία που      

σχηματίζουν οι ευθείες 1ε  και 3ε . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 4 + 8 + 7 ) = 2 5  

3.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.2            1 5 2 53  

Δίνεται η εξίσωση 2 2 2(μ 1)x (3μ 2μ 1)y 5μ 4μ 1 0− + − − − + + =  (1), όπου μ . 

α. Να βρείτε για ποιες τιμές του μ  η (1) παριστάνει ευθεία ε . 

β. Να βρείτε για ποιες τιμές του μ  οι ευθείες ε :  

i. είναι παράλληλες στον xx . ΦΡΟ
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ii. είναι παράλληλες στον yy . 

iii. διέρχονται από το (0,0) . 

γ. Να δείξετε ότι όλες οι ευθείες ε  που προκύπτουν από την (1) διέρχονται από σταθερό 

σημείο. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 5 + ( 4 + 4 + 4 ) + 8 ] = 2 5  

4.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.2            1 5 4 39  

Μία φωτεινή ακτίνα διερχόμενη από το σημείο Α(2,3)  και προσπίπτουσα στην ευθεία (ε)  με 

εξίσωση x y 1 0+ + = , μετά την ανάκλασή της διέρχεται από το σημείο Μ(1,1) .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α. i. Να αποδείξετε ότι η προβολή του σημείου Α  πάνω στην ευθεία (ε)  είναι το σημείο  

Π( 1,0)− . 

ii. Να αποδείξετε ότι το συμμετρικό του σημείου Α  ως προς την ευθεία (ε) , είναι το 

σημείο Α (́ 4, 3)− − . 

β. i. Αν γνωρίζετε ότι η ανακλώμενη ακτίνα είναι η ευθεία (
2ε ) , η οποία διέρχεται από τα  

σημεία Α ,́  Σ,  Μ , τότε να βρείτε την εξίσωσή της. 
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ii. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου πρόσπτωσης Σ  της φωτεινής ακτίνας ( 1ε )  

πάνω στην ευθεία (ε) .  

γ. Αν 
2 1

 Σ ,
3 3

 
− − 
 

, τότε να βρείτε την εξίσωση της προσπίπτουσας ακτίνας ( 1ε ) . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( ( 7 + 5 ) + ( 4 + 5 ) + 4 ] = 2 5  

5.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.2            1 5 4 75  

Δύο εργοστάσια  Α και Β   τα οποία σε ένα σύστημα 

συντεταγμένων έχουν συντεταγμένες  ( ) ( )Α 2, 1 , Β 4, 3  

βρίσκονται κοντά σε μια ακτή που πρόκειται να 

κατασκευαστεί μια αποβάθρα και θα εξυπηρετεί τα δύο 

εργοστάσια.  

α. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που συνδέει τα δύο εργοστάσια.   

β. Αν η ακτή είναι ευθύγραμμη με εξίσωση ε: y 2x 7= − , να βρείτε τις συντεταγμένες του 

σημείου της ακτής στο οποίο πρέπει να τοποθετηθεί η αποβάθρα ώστε να απέχει εξ ίσου 

από τα δύο εργοστάσια.   

γ. Αν το ζητούμενο σημείο του ερωτήματος β) είναι  ( )Ν 4, 1 , να βρείτε πόσο απέχει το κάθε 

εργοστάσιο από το σημείο αυτό. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 1 0 + 7 ) = 2 5  

6.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.2            1 6 0 03  

 Θεωρούμε την οικογένεια των ευθειών   

αε : (α 4)x 2αy α 4 0, α− − + + =  . 

 α. Να βρείτε τις ευθείες που προκύπτουν όταν α 0=  και όταν α 1=  και κατόπιν να 

προσδιορίσετε το κοινό τους σημείο Μ. 

 β. Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες της οικογένειας διέρχονται από το Μ. 

 γ. Έστω ότι μια ευθεία της παραπάνω οικογένειας τέμνει τους θετικούς ημιάξονες Οx, Οy στα 

σημεία Α και Β αντίστοιχα. ΦΡΟ
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  i. Να αποδείξετε ότι 0 α 4  . 

  ii. Να βρείτε για ποια τιμή του α ισχύει (ΟΑ) 2(ΟΒ)=  

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 8 + 6 + ( 6 + 5 ) ] = 2 5  

7.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.2            1 6 4 77  

Σε καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων Οxy , η εξίσωση ευθείας ( )λε : λx 1 λ y 2 0+ − + = , 

όπου λ  αριθμός που μεταβάλλεται στο , παριστάνει τη φωτεινή ακτίνα που εκπέμπει ένας 

περιστρεφόμενος φάρος Φ .   

 

 

 

 

 

 

 

Ακόμη δίνεται ότι ένα φορτηγό πλοίο είναι αγκυροβολημένο στο σημείο ( )Ο 0,0 . 

α. i. Να βρείτε τις συντεταγμένες του φάρου Φ . 

ii. Να εξετάσετε αν υπάρχει φωτεινή ακτίνα που εκπέμπεται από το φάρο προς το 

αγκυροβολημένο πλοίο. 

β. Ένα ρυμουλκό πλοίο Ρ  βρίσκεται βόρεια του φάρου Φ .  

Η φωτεινή ακτίνα που φωτίζει το Ρ  έχει εξίσωση x y 4 0+ + = .  

Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Ρ  όταν είναι γνωστό ότι η συντομότερη 

διαδρομή που πρέπει  να διανύσει το ρυμουλκό πλοίο για να πάει προς το αγκυροβολημένο 

φορτηγό πλοίο είναι ίση με 4  μονάδες μήκους. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 1 0 + 5 ) + 1 0 ] = 2 5  ΦΡΟ
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2 .2   Γ εν ική   μο ρφ ή   ε ξ ίσω σης   ευ θε ίας  

8.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.2            1 8 2 44  

Δίνονται οι ευθείες 1ε : y 3x=  και 2ε : y x= . 

α. Να σχεδιάσετε τις 
1 2ε ,ε  στο ίδιο ορθοκανονικό σύστημα αξόνων.  

β. Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζει κάθε μια από τις ευθείες 1ε
 
και 2ε  με τον άξονα xx .  

γ. Να αιτιολογήσετε γιατί η οξεία γωνία των 
1 2ε ,ε  είναι 15 .  

δ. Να αποδείξετε ότι 
3 1

συν15
2 2

+
= . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 3 + 1 0 ) = 2 5  

9.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.2            2 1 1 60  

Σε καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων Οxy θεωρούμε το τρίγωνο που ορίζεται από τα σημεία 

Ο(0, 0), Β(κ, 0) και Γ(0,2κ) όπου κ θετικός πραγματικός αριθμός. Εξωτερικά του τριγώνου 

ΟΒΓ κατασκευάζουμε τετράγωνα ΟΒΔΕ και ΟΓΖΗ, τότε: 

α. Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που ανήκουν τα ευθύγραμμα τμήματα ΓΔ και ΒΖ. 

β. Να βρεθεί η εξίσωση του ύψους του τριγώνου ΟΒΓ που διέρχεται από το Ο. 

γ. Να αποδείξετε ότι οι ευθείες ΓΔ, ΒΖ και το ύψος του β) ερωτήματος διέρχονται από το ίδιο 

σημείο. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 7 + 8 ) = 2 5  

10.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   2.2            2 1 6 52  

Δίνονται οι εξισώσεις  ( )λx y 2λ  1+ =    και  ( )x λy λ 1  2+ = +  , όπου λ .  

α. Να δείξετε ότι για κάθε λ  οι εξισώσεις ( )1  και ( )2 παριστάνουν ευθείες λε  και λη  

αντίστοιχα. 

β. Να βρείτε για ποιες τιμές του λ  οι ευθείες λε  και λη  τέμνονται. 

γ. Για  λ 1,1 − −   

i.  να βρείτε συναρτήσει του λ  τις συντεταγμένες του σημείου τομής Μ  των λε  και λη  

ii. αν 
2λ 1 λ

Μ ,
λ 1 λ 1

+ 
 

+ +   

να αποδείξετε ότι το Μ  κινείται στην ευθεία ζ : x y 1− = . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 6 + 6 + ( 7 + 6 ) ] = 2 5  ΦΡΟ
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2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

2 . 3  Ε Μ Β Α Δ Ο Ν   Τ Ρ Ι Γ Ω Ν Ο Υ  

Α πό στ αση  Σ ημε ίου  από  Ε υθ ε ία  

Έστω ε μια ευθεία του καρτεσιανού επιπέδου, με εξίσωση Ax By Γ 0+ + =  και  

0 0 0M (x , y ) ένα σημείο εκτός αυτής. 

H απόσταση 
0d(M ,ε)  του σημείου 

0M  από την ευθεία ε είναι :  

0 0
0

2 2

| Ax By Γ |
d(M ,ε)

A B

+ +
=

+
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Υ πο λο γ ισμό ς   Ε μ βαδ ού  

Έστω 1 1A(x , y ) , 
2 2B(x , y )  και 3 3Γ(x , y )   τρία σημεία του καρτεσιανού επιπέδου.  

Tο εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓείναι :   
1

(ABΓ) | det(AB, AΓ) |
2

⎯⎯→ ⎯⎯→

=  
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2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

2 . 3   Ε Μ Β Α Δ Ο Ν   Τ Ρ Ι Γ Ω Ν Ο Υ   ( 1 6 )  

 

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            1 5 4 40  

Δίνονται τα σημεία ( ) ( )Α 0,2 ,  Β 3,0  και Γ(1,1) . 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων ΑΒ , ΑΓ . 

β. i. Να εξετάσετε αν τα σημεία Α,  Β και Γ  ορίζουν τρίγωνο. 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 8 + 8 ) = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            1 6 1 94  

Δίνονται οι ευθείες   ( ) ( ) ( )1 2 3ε : 8x y 28 0, ε : x y 1 0, ε : 3x 4y 5 0.+ − = − + = + + =  

 α. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου τομής Μ των   ( ) ( )1 2ε και ε . 

 β. Αν το σημείο τομής είναι το Μ(3,4) να υπολογίσετε:  

i. Το μέτρο του διανύσματος OM , όπου Ο η αρχή των αξόνων. 

ii. Την απόσταση του σημείου Μ από την ευθεία   ( )3ε . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 9 + ( 8 + 8 ) ] = 2 5  

3.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            1 6 4 25  

Δίνονται οι ευθείες:   ( ) ( )1 2

2 3
ε : y x 1 και ε : x y 9.

3 2
= + = +  

α. Να αποδείξετε ότι: ε1 // ε2.   

β. Να υπολογίσετε την απόσταση των ευθειών   ( ) ( )1 2ε και ε . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5  
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2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

4.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            1 6 7 59  

Δίνονται οι ευθείες (ε1), (ε2) και (ε3) με εξισώσεις x 2y 1− = − , 2x y 4+ =  και   y 1= −    

αντίστοιχα. 

α. Να αποδείξετε ότι οι ευθείες ( ) ( )1 2ε και ε  είναι κάθετες. 

β. Να αποδείξετε  ότι οι ευθείες ( ) ( )1 2ε και ε  τέμνπνται  στο σημείο 
7 6

Α ,
5 5

 
 
 

. 

γ. Να υπολογίσετε την απόσταση του σημείου Α από την ευθεία (ε3).  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 9 + 8 = 2 5 )  

5.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            1 6 7 69  

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές  ( ) ( ) ( )Α 1, 7 , Β 1, 5 και Γ 3, 3 .−  

α. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ. 

β. Αν Μ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ, τότε να υπολογίσετε: 

i. Τις συντεταγμένες του Μ. 

ii. Την εξίσωση της διαμέσου ΑΜ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 9 + ( 8 + 8 ) ] = 2 5  

6.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            1 6 7 71  

Δίνονται τα σημεία Α(2,1), Γ(4,-1) και το διάνυσμα AB (3, 1)= − . 

α. Να βρεθεί το σημείο Β.   

 β. Αν Β(5,0): 

  i. Να δείξετε ότι τα σημεία Α, Β και Γ σχηματίζουν τρίγωνο. 

  ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 8 + 8 ) = 2 5  
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2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

7.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            1 6 7 74  

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές τα σημεία Α(2,5), Β(3,6) και Γ(-1,-2).       

α. Να βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας ΒΓ.  

β. Να βρείτε την εξίσωση του ύψους που άγεται από το Α.     

 γ. Να βρείτε την γωνία που σχηματίζει η ευθεία ΑΒ με τον άξονα x΄x. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 9 + 9 ) = 2 5  

8.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            1 6 8 10  

Στο ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων θεωρούμε τα σημεία  

( ) ( ) ( ) ( )Α 1,1 ,  Β 5,2 ,  Γ 0, 2  και Δ 8,0 .−  

α. Να τοποθετήσετε τα παραπάνω σημεία του επιπέδου σε ένα πρόχειρο σχήμα και να  

αποδείξετε ότι το τετράπλευρο με κορυφές τα σημεία αυτά είναι τραπέζιο. 

 β. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τραπεζίου του ερωτήματος α). 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 5 ) = 2 5  

9.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            1 7 8 05  

Δίνεται το τρίγωνο ΑΟΒ  με ( )Α 3, 4 , ( )Β 7,1 , Ο  η αρχή των αξόνων και το σημείο 

12 16
Δ ,

5 5

 
 
 

 της πλευράς ΑΟ . 
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2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

 α. Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων ΟΑ  και ΑΔ .  

 β. Να δείξετε ότι 
1

ΑΔ ΟΑ
5

= −
1

ΑΔ ΑΟ
5

= . 

 γ. Δίνεται ότι ( )
25

ΟΑΒ
2

=  τετραγωνικές μονάδες. Να δείξετε ότι ( ) ( )
1

ΑΔΒ ΟΑΒ
5

= . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 9 + 9 ) = 2 5  

10.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            1 8 2 40  

Δίνεται το σημείο Α(1,2)  και η ευθεία (ε) : y x 3= + .  

α. Να βρείτε την απόσταση του σημείου Α  από την ευθεία (ε) . 

β. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (η)  που διέρχεται από το Α  και είναι παράλληλη στην 

(ε) . 

γ. Να σχεδιάσετε στο ίδιο ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων τις ευθείες (η) , (ε) . 

Μ ο ν ά δ ε ς  ( 7 + 8 + 1 0 ) = 2 5  

11.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            1 8 7 33  

 Δίνονται τα σημεία ( )Α 4,3 , ( )Β 1,1  και ( )Γ 6,0 . 

 α. Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων ΑΒ  και ΑΓ .  

 β. Να δείξετε ότι τα διανύσματα ΑΒ  και ΑΓ  είναι κάθετα. 

 γ. Δίνεται το σημείο 
7 1

Μ ,
2 2

 
 
 

. Να δείξετε ότι ( ) ( )ΜΑ ΜΒ= . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  
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2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

12.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            1 8 9 79  

Δίνονται οι ευθείες  
1ε : 2x 3y 5+ =    και   

2ε : 4x 6y 8+ = . 

α. Να δείξετε ότι οι ευθείες 
1 2ε ,  ε  είναι παράλληλες. 

β. Να αποδείξετε ότι το σημείο  ( )Α 1,1  είναι σημείο της ευθείας 1ε . 

γ. Να βρείτε την απόσταση του σημείου Α  από την ευθεία 2ε . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 5 + 1 0 ) = 2 5  

13.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            2 0 8 64  

Δίνονται οι ευθείες:   
1ε : 2x y 6 0+ − =    και   2ε : 2x y 2 0+ + = . 

 α. Να δείξετε ότι οι ευθείες  
1 2ε και ε  είναι παράλληλες. 

β. i. Να δείξετε ότι το σημείο Α(0,6)  ανήκει στην ευθεία 1ε . 

ii. Nα υπολογίσετε την απόσταση των ευθειών 
1 2ε και ε . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 1 2 + ( 5 + 8 ) ] = 2 5  

14.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            2 0 8 85  

Η ευθεία ε διέρχεται από  το σημείο Α(-3, -1) και σχηματίζει με τον άξονα x’x γωνία 
3π

4
. 

α. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε. 

β. Να αποδείξετε ότι  το εμβαδό του  τριγώνου, που σχηματίζει η ευθεία ε με τους άξονες x’x 

και y’y, είναι: E = 8. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5  
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2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

15.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            2 0 9 26  

Δίνεται η ευθεία ε : x 2y 1− =  και τα σημεία ( )Α 0, 2 , ( )Β 1,0 .  

α. Να αποδείξετε ότι το σημείο Β  ανήκει στην ευθεία ε  ενώ το σημείο Α δεν είναι σημείο  

της ε . 

β. Να βρείτε την απόσταση του σημείου Α  από την ευθεία ε . 

γ. Να υπολογίσετε την απόσταση του Α  από το Β  και να αποδείξετε ότι η προβολή του  Α   

στην ευθεία  ε  είναι το Β . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

16.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            2 1 2 60  

Δίνεται η ευθεία (ε): y 2x 0− =  και τα σημεία ( )Β 1,1  και ( )Γ 1,3− . 

α. Να δείξετε ότι το σημείο ( )Α 5,10  ανήκει στην ευθεία (ε).  

β. Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων ΑΒ  και ΑΓ .  

γ. Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου Α ΒΓ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 1 0 + 1 0 ) = 2 5  
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2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

2 . 3   Ε Μ Β Α Δ Ο Ν   Τ Ρ Ι Γ Ω Ν Ο Υ   ( 2 2 )  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            1 4 9 84  

Θεωρούμε τα σημεία ( )Α  2,  3− −  και ( )Β 7, 9 . Έστω S  το σύνολο των σημείων Μ που είναι 

κορυφές των τριγώνων ΑΜΒ ώστε ( )ΑΜΒ 12=  τ.μ. 

α. Να αποδείξτε ότι το S  αποτελείται από τα σημεία των παραλλήλων ευθειών  

( )1ε : 4x 3y 9 0− − =    και   ( )2ε : 4x 3y 7 0− + = . 

β. Να αποδείξετε ότι η ευθεία ΑΒ είναι η μεσοπαράλληλη των ( )1  ε  και ( )2ε . 

γ. Θεωρούμε ένα σημείο 1Μ  στην ( )1ε  και ένα σημείο 
2Μ  στην ( )2ε  ώστε να σχηματίζεται 

το τετράπλευρο 1 2ΑΜ ΒΜ . Πόσο είναι το εμβαδόν του; Πόσα τετράπλευρα ΑΧΒΥ  

υπάρχουν, αν το Χ πρέπει να είναι σημείο της ( )1ε  και το Υ σημείο της ( )2ε , που έχουν το 

ίδιο εμβαδό με το 1 2ΑΜ ΒΜ ; Εξηγήστε. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 9 + 7 ) = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            1 5 1 94  

Δίνονται τα σημεία του επιπέδου ( )Α 1,1 , ( )Β 4, 4  και ( )Γ 3,1 .   

α. Να δείξετε ότι τα σημεία αυτά σχηματίζουν τρίγωνο. 

β. Να δείξετε ότι η μεσοκάθετος του τμήματος ΒΓ  είναι η ευθεία ( )ε : 
1 11

y x
3 3

= − + . 

γ. Να βρείτε σημείο Κ  της ευθείας ( )ε  του β) ερωτήματος τέτοιο ώστε ( ) ( )ΚΑ ΚΒ= .  

  Τι ιδιότητα έχει το σημείο Κ ;    

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 9 + 9 ) = 2 5  
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2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

3.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            1 5 2 73  

Θεωρούμε τα σταθερά σημεία ( ) ( ) ( )Α 3,4 ,Β 2,5  και  Γ 2,2−  και το μεταβλητό σημείο 

( )Μ 4α 1,3α 1 ,  α− +  . 

α. Να αποδείξετε ότι τα  Α, Β, Γ  σχηματίζουν τρίγωνο.   

β. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας  ΒΓ.   

γ. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Μ κινούνται στην ευθεία που διέρχεται από το Α και είναι 

παράλληλη στην  ΒΓ.  

δ. Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε θέση του σημείου Μ ισχύει  

( ) ( )ΜΒΓ ΑΒΓ= .  

Πως αιτιολογείται αυτό γεωμετρικά; 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 5 + 7 + 8 ) = 2 5  

4.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            1 5 3 80  

Δίνονται τα σημεία  ( ) ( )Α 1, 3 , Β 2, 2−   και η ευθεία  ( )ε : 3x y α 0 με α .+ + =   

α. Να βρείτε για ποια τιμή του α, η απόσταση του σημείου Α από το σημείο Β είναι ίση με 

την απόσταση του σημείου Α από την ευθεία ε. 

β. Για  α=4 

i. Να βρείτε  το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ, όπου Γ το σημείο τομής της ευθείας ε με 

τον άξονα y΄y. 

ii. Να βρείτε το σημείο της ευθείας ε που απέχει την μικρότερη απόσταση από την αρχή 

των αξόνων. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 8 + ( 8 + 9 ) ] = 2 5  

5.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            1 5 4 33  

Δύο οικισμοί Α και Β βρίσκονται στις θέσεις που ορίζουν τα σημεία ( )Α 1, 2− −  και 

( )Β 3,1 . Εξωτερικά των οικισμών υπάρχει ευθύγραμμος  δρόμος με εξίσωση δ : x y 1 0. + − =  
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2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

α. Να βρείτε σε ποια  θέση του δρόμου δ :  

i. Ο οικισμός Α έχει τη μικρότερη απόσταση από τον δρόμο. 

ii. Υπάρχει το Κέντρο Υγείας της περιοχής, αν είναι γνωστό ότι ισαπέχει από τους δύο 

οικισμούς. 

β. Να βρείτε τη θέση Γ ενός αυτοκινήτου πάνω στο δρόμο, αν είναι γνωστό, ότι το εμβαδόν 

του τριγώνου που σχηματίζουν τα τρία σημεία Α,  Β  και Γ  είναι ίσο με  8 . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 8 + 7 ) + 1 0 ] = 2 5  

6.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            1 5 6 81  

Δίνονται τα σημεία Ο(0,0) , Α(α,0) , 
α

Β( ,β)
2  

και 
α

Μ( ,0)
2

, όπου α,β  σταθεροί θετικοί 

πραγματικοί αριθμοί. 

α. Να μεταφέρετε τα παραπάνω σημεία σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων. Κατόπιν, να 

αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΟΑΒ  είναι ισοσκελές και το σημείο Μ  είναι  το μέσο της βάσης του 

ΟΑ . 

β. Να αποδείξετε ότι οι εξισώσεις των ευθειών ΟΒ  και ΑΒ  είναι ΟΒ: 2βx αy 0− =  και

ΑΒ: 2βx αy 2αβ 0+ − =  αντίστοιχα. 

γ. Αν 1d  είναι η απόσταση του σημείου Μ  από την ευθεία ΟΒ  και 2d  η απόσταση του 

σημείου Μ  από την ευθεία ΑΒ , να αποδείξετε ότι  
1 2d d= . 

δ. Ποια πρόταση της Ευκλείδειας Γεωμετρίας έχει αποδειχθεί; 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 8 + 8 + 3 ) = 2 5  

7.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            1 5 6 92  

 Δίνεται η εξίσωση 2 2x y y x 2xy 6+ + = + + . 

 α. Να αποδείξετε ότι: 

i. 2(x y) (x y) 6 0− − − − = . 

ii. Η εξίσωση παριστάνει ένα ζεύγος παράλληλων ευθειών, τις οποίες να βρείτε. 
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2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

 Έστω 
1ε : x y 3 0− − =  και 2ε : x y 2 0− + =  οι δυο παράλληλες ευθείες. 

 β. Να αποδείξετε ότι όλα τα σημεία 
1

M α, α , α
2

 
−  

 
 ισαπέχουν από τις δυο ευθείες. 

 γ. Να βρείτε την μεσοπαράλληλη των δυο ευθειών. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 4 + 4 ) + 1 0 + 7 ] = 2 5  

8.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            1 5 9 87  

Δίνονται τα σημεία  Α(1,1) και Β(2,3) 

α. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας ΑΒ είναι η  ( )ε : y 2x 1= − . 

β. Να αιτιολογήσετε αν το σημείο  ( )100Γ 2 , 5  ανήκει ή όχι στο ημιεπίπεδο που ορίζεται από 

την ευθεία (ε) και την αρχή των αξόνων Ο(0,0). 

γ. Να αιτιολογήσετε αν το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι μεγαλύτερο ή μικρότερο από το 

εμβαδόν του τριγώνου ΑΟΒ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

9.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            1 6 0 57  

Δίνονται τα σημεία  ( ) ( )Α 2, 0 , Β 3, 4 και λ .  

α. i. Να βρείτε την εξίσωση που περιγράφει όλες τις ευθείες που διέρχονται από το σημείο  

Α και έχουν κλίση λ. 

ii. Να αποδείξετε οτι η ευθεία, η οποία διέρχεται από το σημείο Α, έχει κλίση λ και απέχει 

απόσταση ίση με 1 από το σημείο Β, έχει εξίσωση  ( )ε : 15x 8y 30 0− − = . 

β. Να αποδείξετε οτι υπάρχει και άλλη ευθεία (ζ), εκτός από την (ε), η οποία διέρχεται από 

το σημείο Α και απέχει απόσταση ίση με 1 από το σημείο Β. 

γ. Να βρείτε τις εξισώσεις των διχοτόμων των γωνιών που σχηματίζουν οι ευθείες (ε) και (ζ). 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 5 + 8 ) + 5 + 7 ] = 2 5  
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2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

10.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            1 7 6 94  

Στο χάρτη μίας πεδινής περιοχής, που είναι εφοδιασμένος με ορθοκανονικό σύστημα 

συντεταγμένων, δύο κωμοπόλεις Α και Β έχουν συντεταγμένες Α(3,6) και Β(7,-2).  

α. Ανάμεσα στις δύο κωμοπόλεις, θα κατασκευαστεί ευθεία σιδηροδρομική γραμμή, κάθε 

σημείο της οποίας θα ισαπέχει από αυτές. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας, πάνω στην 

οποία βρίσκεται η σιδηροδρομική γραμμή. 

β. Πάνω στην σιδηροδρομική γραμμή θα κατασκευαστεί σταθμός Σ, ώστε το εμβαδόν της 

περιοχής που ορίζεται από τα σημεία Α, Β και Σ να ισούται με 20 τετραγωνικές μονάδες. 

Να βρείτε τις συντεταγμένες του σταθμού Σ στο χάρτη. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5  

11.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            1 7 6 95  

Υποθέτουμε, ότι σε ένα επίπεδο που έχουμε εφοδιάσει με ορθοκανονικό σύστημα 

συντεταγμένων, κινούνται δύο σημεία Α και Β. Κάθε χρονική στιγμή t με t≥ 0 η θέση του 

πρώτου σημείου είναι  ( )Α t 1, 2t 1− −   και του δευτέρου  ( )Β 3t 1, 4t 1− − − . 

α. Να βρείτε τις εξισώσεις των γραμμών πάνω στις οποίες κινούνται τα δύο σημεία. 

β. Υπάρχει χρονική στιγμή κατά την οποία τα δύο σημεία ταυτίζονται; 

γ. Να υπολογιστεί η απόσταση των δύο σημείων την χρονική στιγμή t=2. 

δ. Να βρεθεί η χρονική στιγμή t κατά την οποία η απόσταση του σημείου Α από την ευθεία ε: 

4x+3y+7=0 ισούται με 6. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 7 + 5 + 5 ) = 2 5  

12.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            1 8 7 32  

Σε σύστημα αξόνων δίνονται τα σημεία ( )Α 3, 4 και ( )Β 7,1 .  
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2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

α. Αν 
8

Γ 2,
3

 
 
 

 και 
13

Δ ,3
3

 
 
 

 να δείξετε ότι: 

i. 
1

ΑΓ ΑΟ
3

=  και 
1

ΑΔ ΑΒ
3

=  

ii. ΓΔ / /ΟΒ . 

iii. Να δείξετε ότι ( ) ( )
2

1
ΑΓΔ ΑΟΒ

3

 
=  
 

. 

β. Γενικεύοντας το παράδειγμα του α) ερωτήματος, αν για τα σημεία Γ  και Δ  ισχύουν 

1
ΑΓ ΑΟ

ν
=  και 

1
ΑΔ ΑΒ

ν
= , να δείξετε ότι 

2
1

Α ΓΔ Α ΒΟ
ν

    
=    

    
. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 6 + 5 + 5 ) + 9 ] = 2 5  

13.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            2 0 6 55  

Δίνονται τα σημεία ( ) ( )Α 2,1 ,Β 3, 1−  και ( )Γ 2,0− .       

α. i. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α,  Β  και Γ  δεν είναι συνευθειακά. 

ii. Να αποδείξετε ότι το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ  ισούται με 
9

2
 τετραγωνικές μονάδες. 

β. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων ( )Δ x, y  για τα οποία ισχύει ( ) ( )ΔΑΓ ΑΒΓ=  

 γ. Αν ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Δ  του ερωτήματος (β) αποτελείται από τις ευθείες 

1 2ε : x 4y 7 0  και  ε : x 4y 11 0− − = − + = , τότε: 

i. Να αποδείξετε ότι οι ευθείες ΑΓ , 1 2ε   και  ε  είναι παράλληλες. 

ii. Να εξετάσετε αν είναι αληθής ή ψευδής ο ισχυρισμός « οι ευθείες

x 4y 7 0  και  x 4y 11 0− − = − + = έχουν ως μεσοπαράλληλο την ευθεία ΑΓ ». 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 7 + 3 ) + 7 + ( 3 + 5 ) ] = 2 5  
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2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

14.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            2 0 7 24  

Η ευθεία ε  με εξίσωση x y 1 0+ − =  του παρακάτω σχήματος, αναπαριστά τη γραμμή ενός 

σιδηροδρομικού δικτύου που εξυπηρετεί τους κατοίκους δύο πόλεων Α(8,1) , Β( 7,4)− (για την 

ακρίβεια Α , Β  είναι τα κεντρικά σημεία των πόλεων από τα οποία μετράμε αποστάσεις).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Για το λόγο αυτό θα κατασκευαστεί κατά μήκος της γραμμής (ε) , ένας σταθμός σε ένα σημείο 

Σ και μία πεζογέφυρα σε ένα σημείο Π. Να βρείτε : 

α. ποια πόλη από τις Α , Β  είναι πλησιέστερα στη γραμμή του τραίνου.  

β. τις συντεταγμένες του Π, αν είναι γνωστό ότι θα κατασκευαστεί στο πλησιέστερο σημείο 

της γραμμής στην πόλη Β. 

γ. τις συντεταγμένες του Σ στις παρακάτω περιπτώσεις  

i. ο σταθμός Σ να ισαπέχει από τις πόλεις Α , Β . 

ii. το οδικό δίκτυο που θα συνδέει το σταθμό Σ με τις πόλεις Α , Β  να έχει το μικρότερο 

δυνατό μήκος. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 6 + 7 + ( 6 + 6 ) ] = 2 5  
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2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

15.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            2 0 7 28  

Δίνονται οι ευθείες 1

3
ε : y x

3
=  και 2ε : y x= . 

α. Να σχεδιάσετε τις 
1 2ε ,ε  στο ίδιο ορθοκανονικό σύστημα αξόνων.  

β. Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζει κάθε μια με τον άξονα xx .  

γ. Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ , όπου Ο(0,0),Α(3, 3),Β(3,3)  .  

δ. Να αποδείξετε ότι 
3 1

ημ15
2 2

−
= .  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 6 + 7 ) = 2 5  

(Θυμίζουμε ότι το εμβαδόν ενός τριγώνου δίνεται από το ημιγινόμενο δύο πλευρών του επί το 

ημίτονο της περιεχόμενης γωνίας τους).  

16.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            2 0 8 61  

Δίνεται τo σημείo ( )Μ 2, 2− . 

α. Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών ( )ε  που διέρχονται από το σημείο Μ .  

β. i. Να βρείτε ποιες από τις παραπάνω εξισώσεις ευθειών σχηματίζουν τρίγωνο με τον  

αρνητικό ημιάξονα Ox΄  και τον θετικό ημιάξονα Oy . 

ii. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )1ε , η οποία διέρχεται από το σημείο Μ  και 

σχηματίζει με τον αρνητικό ημιάξονα Ox΄  και τον θετικό ημιάξονα Oy  τρίγωνο, με 

εμβαδόν Ε 8= .      

γ. Αν ( )1ε :  y x 4= + , να βρείτε το μήκος του ύψους του ορθογωνίου τριγώνου, που 

σχηματίζει η ( )1ε  με τους άξονες, το οποίο φέρεται από την κορυφή Ο .  

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 6 + ( 4 + 1 0 ) + 5 ] = 2 5  

 

 ΦΡΟ
ΝΤΙ

ΣΤ
ΗΡΙ

Α 
ΑΡ

ΓΥ
ΡΗ

 Σ
ΙΡ

ΔΑ
ΡΗ



 

76 

2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

17.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            2 0 9 39  

Σε ένα ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων Οxy  είναι τοποθετημένα 7  χωριά ως σημεία 

του επιπέδου και μια πηγή νερού σε ένα σημείο Π . Γνωρίζουμε ότι υπάρχουν 6  αγωγοί νερού 

που συνδέουν την πηγή με έξι από τα παραπάνω χωριά.  Οι αγωγοί αυτοί ανήκουν στις γραμμές 

με εξισώσεις της μορφής:   ( ) ( )λ 1 x λ 1 y 2 0+ + − + = , με λ {0,1,2,3,4,5}  . 

α. Να αποδείξετε ότι και οι 6  γραμμές είναι ευθείες. 

β. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Π .  

γ. Το έβδομο χωριό βρίσκεται στο σημείο ( )O 0,0 . Να αποδείξετε ότι κανένας από τους  

παραπάνω αγωγούς νερού δεν διέρχεται από το χωριό αυτό. 

δ. Προκειμένου να έχει πρόσβαση στο νερό το χωριό Ο, υπάρχουν δύο επιλογές: 

1η επιλογή: Να συνδέσουμε απευθείας  το χωριό O  με την πηγή   

2η επιλογή: Να συνδέσουμε το χωριό O  με έναν από τους παραπάνω αγωγούς μέσω  

της συντομότερης διαδρομής. 

Με δεδομένο ότι το κόστος κατασκευής ανά μονάδα μήκους για κάθε μία από τις  

παραπάνω επιλογές είναι το ίδιο,  

i. να βρείτε την τιμή του λ για την οποία οι δύο επιλογές οδηγούν στο ίδιο κόστος  κατασκευής. 

ii. Πως εξηγείται γεωμετρικά το  συμπέρασμα; 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 4 + 6 + 4 + ( 8 + 3 ) ] = 2 5  

18.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            2 2 0 67  

Θεωρούμε μία ευθεία  ε :  y λx=   

με θετική κλίση  λ . 
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2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

α. Αν 1δ  είναι η διχοτόμος της οξείας γωνίας που σχηματίζει η ευθεία ε  με τον x΄x   άξονα, 

τότε να αποδείξετε ότι η εξίσωση της διχοτόμου 1δ  είναι: 1y λ x=      με    1
2

λ
λ

1 1 λ
=

+ +
 . 

β. Αν 2δ  είναι η διχοτόμος της αμβλείας γωνίας που σχηματίζει η ευθεία ε  με τον x΄x   

άξονα, τότε να αποδείξετε ότι η εξίσωση της διχοτόμου 2δ  είναι: 

2y λ x=      με    2
2

λ
λ

1 1 λ
=

− +
 . 

γ. Αν λ 1= , να εφαρμόσετε τους τύπους του α) ερωτήματος για να αποδείξετε ότι:  

οεφ22,5 2 1= − . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 7 + 6 ) = 2 5  

19.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            2 2 0 73  

Σε χάρτη με καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων η θέση ενός λιμανιού προσδιορίζεται από το 

σημείο Λ(2,6) και η θέση ενός πλοίου με το σημείο Π(λ-1, 2+λ), λR. 

α. i. Αν το πλοίο κινείται ευθύγραμμα, να βρείτε την εξίσωση της τροχιάς του. 

ii. Να εξετάσετε αν το πλοίο θα περάσει από το λιμάνι. 

β. Αν τελικά το πλοίο δεν περάσει από το λιμάνι, να βρείτε: 

i. Ποια είναι η ελάχιστη απόσταση του πλοίου από το λιμάνι; 

ii. Το σημείο του καρτεσιανού επιπέδου που βρίσκεται το πλοίο, όταν απέχει την ελάχιστη 

απόσταση από το λιμάνι. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 7 + 5 ) + ( 6 + 7 ) ] = 2 5  

20.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            2 2 2 62  

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές τα σημεία  ( ) ( ) ( )Α 2,1 ,  Β 1,5   και  Γ 5, 1 .− −   

α. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ. 

β. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΒΓ. 
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2 .3   Εμ βαδό ν   τ ρ ι γώ νου  

γ. Να βρείτε την εξίσωση του ύψους του τριγώνου  από την κορυφή Α. Στη συνέχεια να 

βρείτε το σημείο Δ της ευθείας ΒΓ, από το οποίο, το Α απέχει την ελάχιστη απόσταση. 

δ. Να βρείτε το σύνολο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει: ( ) ( )
1

ΜΑΒ  ΑΒΓ .
2

=  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 5 + 8 + 7 ) = 2 5  

21.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            2 2 2 65  

Στο καρτεσιανό επίπεδο δίνονται τα σημεία Α(1, –1), Β(2, 2) και Γ(μ–1, 3μ–2), μR. 

α. Να αποδείξετε ότι καθώς το μ διατρέχει το R, το σημείο Γ κινείται στην ευθεία ε: y = 3x +1. 

β. Να αποδείξετε ότι καθώς το μ διατρέχει το R, τα σημεία Α, Β, Γ είναι κορυφές τριγώνου. 

γ. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι σταθερό. 

δ. Να βρείτε  τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το σημείο Β και από τις οποίες το 

σημείο Α, απέχει απόσταση ίση με 1. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 5 + 8 ) = 2 5  

22.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            2 2 2 66  

Δίνεται η εξίσωση  

(2λ+1)x – (λ – 2)y + λ - 7 = 0 (Ε) με λ∈ ℝ και η ευθεία (ζ) με εξίσωση:  6x - 8y + 3 = 0. 

α. Να αποδείξετε ότι για κάθε λ ∈ ℝ η εξίσωση (Ε) παριστάνει ευθεία.    (Μονάδες 6)         

β. Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες που ορίζονται από την εξίσωση (Ε), για τα διάφορα λ∈ ℝ, 

διέρχονται από το ίδιο σημείο, του οποίου να βρείτε τις συντεταγμένες. 

γ. Να βρείτε την τιμή του λ ∈ ℝ, ώστε ευθεία (ε) που ορίζεται από την εξίσωση (Ε) να είναι 

παράλληλη στη ευθεία (ζ). Ποια είναι η εξίσωση της (ε); 

δ. Να βρείτε την απόσταση του σημείου Μ(1,3) από την ευθεία (ζ). 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 7 + 7 + 5 ) = 2 5  
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    3ο                                   Κ Ω Ν Ι Κ Ε Σ  Τ Ο Μ Ε Σ 

 

3 . 1  Ο   Κ Υ Κ Λ Ο Σ  

              Εξίσωση  Κύκλου       Παραμετρικές  Εξισώσεις  Κύκλου  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                    
2 2 2x y ρ+ =                                     )x ρ συνφ   και   y ρ ημφ,   φ 0,2π=  =    

Ε φ απ τομ έ νη   Κύ κλ ου  

Η εφαπτομένη του κύκλου  2 2 2x y ρ+ = στο σημείο  του  1 1A(x , y )  έχει εξίσωση : 

2

1 1ε :  xx yy ρ+ =  
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Η  Εξίσωση     2 2
x + y + Αx + Βy + Γ = 0     (1) 

• Αν 2 2A B 4Γ 0+ −  , η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο  με  

κέντρο 
A B

K ,
2 2

 
− − 
 

 και ακτίνα 
2 2A B 4Γ

ρ
2

+ −
= . 

•  Αν  

2 2A B 4Γ 0+ − = , 

  η εξίσωση (1) παριστάνει ένα μόνο σημείο, το 
A B

K ,
2 2

 
− − 
 

. 

• Αν  

2 2A B 4Γ 0+ −  , 

  η εξίσωση  (3) είναι αδύνατη, δηλαδή δεν υπάρχουν σημεία M(x, y)  των οποίων οι 

συντεταγμένες να την επαληθεύουν.  
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3.1 Ο   ΚΥΚΛΟΣ   (19) 

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            1 5 0 28  

Έστω κύκλος C  με κέντρο Κ(1,2)  και ακτίνα ρ 2=  και ευθεία (ε)  με εξίσωση 3x 4y 1 0+ − = . 

α. Να γράψετε την εξίσωση του κύκλου C . 

β. Να δείξετε ότι η απόσταση του κέντρου Κ(1,2)  από την ευθεία (ε)  είναι ίση με 2.  

γ. Να δείξετε ότι η ευθεία (ε)  εφάπτεται στον κύκλο C . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 9 + 8 ) = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            1 5 6 80  

Δίνεται ο κύκλος  C : 2 2x y 2x 4y 1 0+ − − + =  με κέντρο Κ(1,2)  και η ευθεία  ε :3x 4y 1 0+ + =   

α. Να αποδείξετε ότι η ακτίνα του κύκλου C είναι ρ 2= .  

β. Να αποδείξετε ότι η απόσταση του κέντρου Κ  από την ευθεία ε  είναι 
12

5
. 

γ. Να αιτιολογήσετε γιατί η ευθεία ε  και ο κύκλος C  δεν έχουν κοινά σημεία. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 0 + 5 ) = 2 5  

3.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            1 5 9 94  

Δίνεται η εξίσωση   2 2x y 4x 3 0+ − + =    (1). 

α. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο του οποίου να βρείτε το κέντρο και την 

ακτίνα. 

β. Να σχεδιάσετε τον κύκλο  ( )C  και να βρείτε, χρησιμοποιώντας το σχήμα ή με 

οποιανδήποτε άλλον τρόπο, τα κοινά του σημεία με τους άξονες. 

  Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 3 + 1 2 ) = 2 5  
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4.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            1 6 7 73  

α. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο το Ο(0,0) και διέρχεται από το σημείο 

Α(1,2). 

β. Δίνεται ο κύκλος 2 2x y 5+ = .  

i. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτόμενής του στο σημείο Α. 

ii. Να βρεθεί το σημείο Β, το οποίο είναι αντιδιαμετρικό του Α σε αυτόν τον κύκλο. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 9 + 8 ) = 2 5  

5.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            1 6 8 08  

 Τα σημεία Α(-8, 1), Β(4, 5) και Γ(-4, 9) είναι σημεία ενός κύκλου C.  

 α. Να αποδείξετε ότι το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ είναι διάμετρος του κύκλου. (Μονάδες 15) 

β. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου C. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 5 + 1 0 ) = 2 5  

6.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            1 7 3 17  

Δίνεται o κύκλος   2 2C:  (x 1) (y 2) 4− + − =    και η ευθεία   ε :3x 4y 8− = . 

α. Να βρείτε το κέντρο  Κ του κύκλου  C και την ακτίνα του. 

β. Αν  ( )Κ 1, 2 ,  να δείξετε ότι η απόσταση του κέντρου του κύκλου  C από την ευθεία  ε 

είναι  ( )
13

d Κ,ε
5

= . 

γ. Να αιτιολογήσετε γιατί η ευθεία και ο κύκλος δεν έχουν κανένα κοινό σημείο. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 1 3 + 7 ) = 2 5  

7.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            1 8 2 38  

 Δίνονται τα σημεία (1,3)  και ( 3,5) − . 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες του μέσου   του τμήματος  . 
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β. Να αποδείξετε ότι ( ) 5 = . 

γ. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει διάμετρο το ευθύγραμμο τμήμα  . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 8 + 1 0 ) = 2 5  

8.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            1 8 2 39  

 Δίνεται το σημείο Κ( 3,1)−  και η ευθεία  (ε) : 4x 3y 5 0− + = . 

 α. Να αποδείξετε ότι η απόσταση του σημείου Κ από την ευθεία (ε)  είναι ίση με 2. 

β. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου C  που έχει κέντρο το σημείο Κ  και εφάπτεται στην 

ευθεία (ε) . 

 γ. Να σχεδιάσετε στο ίδιο ορθοκανονικό σύστημα αξόνων τον κύκλο C  και την ευθεία (ε) . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 9 + 1 0 ) = 2 5  

9.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            1 8 2 41  

Δίνεται ο κύκλος C  με εξίσωση 2 2x y 25+ = . Να σχεδιάσετε στο ίδιο oρθοκανονικό σύστημα 

συντεταγμένων 

α. τον κύκλο C . 

β. τις εφαπτόμενες του C  που διέρχονται από τα σημεία τομής του C  με τον yy΄  και να 

γράψετε τις εξισώσεις τους. 

γ. τις εφαπτόμενες του C  που διέρχονται από τα σημεία τομής του C  με τον xx΄  και να 

γράψετε τις εξισώσεις τους. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 8 + 8 ) = 2 5  
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10.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            1 8 7 00  

Δίνεται κύκλος C  με κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα  5 . 

α. Να γράψετε την εξίσωση του κύκλου C  και να τον σχεδιάσετε στο ορθοκανονικό σύστημα 

αξόνων. 

β. Δίνεται το σημείο ( )Α 3, 4− . 

i. Να αποδείξετε ότι το  σημείο Α  ανήκει στον κύκλο C . 

ii. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου C  στο σημείο Α . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 5 + 1 0 ) = 2 5  

11.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            1 8 7 49  

Σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων θεωρούμε τρίγωνο   ώστε ( )5, 6 , ( )1, 2 , 

( )12, 2  και το ύψος του  , όπου Δ σημείο της ΒΓ, όπως στο παρακάτω σχήμα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥′ 
𝑥 

𝑦′ 

𝑦 

ΦΡΟ
ΝΤΙ

ΣΤ
ΗΡΙ

Α 
ΑΡ

ΓΥ
ΡΗ

 Σ
ΙΡ

ΔΑ
ΡΗ



 

85 

3 .1   Ο   κ ύκ λος  

α. Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών   και  . 

β. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Δ. 

γ. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου με κέντρο το σημείο  , ο οποίος εφάπτεται της 

ευθείας   στο σημείο  .  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 5 + 1 0 ) = 2 5  

12.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            1 8 9 68  

Δίνεται ο κύκλος C με  εξίσωση  2 2x y 6x 8y 0+ − − =      :(1).  

α. Να δείξετε ότι ο κύκλος C έχει κέντρο ( )Κ 3, 4  και ακτίνα ρ 5= . 

β. Να δείξετε ότι η απόσταση του κέντρου Κ του κύκλου από την ευθεία ε :3x 4y 0+ =  

ισούται με 5 μονάδες μήκους. 

γ. Να δικαιολογήσετε αν είναι αληθής ή ψευδής ο ισχυρισμός: «Ο κύκλος C και η ευθεία ε 

εφάπτονται».  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 8 + 7 ) = 2 5  

13.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            1 9 0 39  

Δίνεται η εξίσωση       ( )( ) ( )( )x 1 x 3 y 1 y 3 4      (1)− + + + − = −  

α. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο με κέντρο  ( )Κ 1, 1− , και ακτίνα R 2=  

β. i. Να βρείτε τα σημεία Α και Β του κύκλου ( )Κ, R  τα οποία έχουν τετμημένη ίση με −1. 

ii. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α και Β είναι αντιδιαμετρικά. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 8 + 8 ) = 2 5  

14.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            2 0 8 90  

Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με  κορυφές τα σημεία A(3,-3), B(2,-8) και Γ(7,-3).  

Να βρείτε: 

α. την εξίσωση της πλευράς ΒΓ. 

β. την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο το Α και εφάπτεται στην πλευρά ΒΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 5 ) = 2 5  ΦΡΟ
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15.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            2 1 9 62  

Δίνονται τα σημεία Α(0,3), Β(3,4) και Γ(1,0). 

α. Να αποδείξετε ότι η γωνία Β Α̂ Γ είναι ορθή. 

β. Να βρείτε το μέσο Κ της υποτείνουσας ΒΓ του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ. 

γ. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από τα σημεία Α, Β και Γ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 3 + 5 + 7 ) = 2 5  

16.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            2 2 0 56  

Έστω Ω  το σύνολο όλων των σημείων ( )x, y  του επιπέδου για τα οποία ισχύει: 2 2x y 9+  . 

α. Να σχεδιάσετε το σύνολο Ω  σε ένα ορθοκανονικό σύστημα αξόνων Οxy . 

β. Υπάρχει σημείο Α  στο  σύνολο Ω  τέτοιο ώστε ΟΑ 4= , όπου Ο  η αρχή των αξόνων; Να 

αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 3 + 1 2 ) = 2 5  

17.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            2 2 1 47  

Δίνεται η εξίσωση 

 2 2 7
x y x y 0      (1)

2
+ − − − =  

α. 
1 1

Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο με κέντρο Κ ,  και ακτίνα R 2.
2 2

 
= 

 
 

β. 
1 3

Να αποδείξετε ότι το σημείο Α , είναι σημείο του κύκλου (Κ,R).
2 2

 
− 

 
 

γ. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου (Κ,R)  στο Α. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 8 + 8 ) = 2 5  
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18.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            2 2 1 72  

Θεωρούμε την ευθεία ε: 3x – 4y  = 0 και το σημείο Α(-2,1).        

α. Να αποδείξετε ότι η απόσταση του σημείου Α από την ευθεία είναι 2. 

β. Να βρείτε την εξίσωση ευθείας (η) κάθετης στην (ε) που διέρχεται από το σημείο Α. 

 γ. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο το σημείο Α και εφάπτεται στην ευθεία (ε). 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 1 0 + 7 ) = 2 5  

19.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.1            2 2 2 79  

Δίνεται η εξίσωση                ( )
2

y 1 (3 x)(1 x)     (1)− = + −  

Να αποδείξετε ότι: 

α. Η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο με κέντρο ( )Κ 1,1  και ακτίνα−    R 2= . 

β. Η αρχή Ο(0,0) των αξόνων είναι εσωτερικό σημείο του κύκλου (Κ,R). 

γ. Η ευθεία (ε): x y 2 είναι τέμνουσα του κύκλου (Κ,R).+ =  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 7 + 9 ) = 2 5  
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3 . 1  Ο   Κ Υ Κ Λ Ο Σ   ( 4 8 )  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 4 9 54  

Θεωρούμε τις εξισώσεις     

( )1ε :  μx  y  μ 0− − =   και  ( )2ε :  (μ 1)x (μ 1 ) y  μ 1 0, μ+ + − − + =   

α. Να αποδείξετε ότι οι   ( ) ( )1 2ε και ε  παριστάνουν εξισώσεις ευθειών για κάθε τιμή της 

παραμέτρου  μ. 

β. Να αποδείξτε ότι η οξεία γωνία των ευθειών  ( ) ( )1 2ε και ε  είναι  ο45   για κάθε τιμή της 

παραμέτρου  μ. 

γ. Να αποδείξετε ότι τα σημεία τομής των ευθειών  ( ) ( )1 2ε και ε  ανήκουν στον κύκλο με 

κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα 1. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 1 0 + 9 ) = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 4 9 84  

Θεωρούμε τα σημεία  ( ) ( )Α 2, 3 και Β 7, 9− − . Έστω  S το σύνολο των σημείων Μ που είναι 

κορυφές των τριγώνων ΑΜΒ ώστε  ( )ΑΜΒ 12=  τ.μ. 

α. Να αποδείξτε ότι το S αποτελείται από τα σημεία των παραλλήλων ευθειών 

( ) ( )1 2ε : 4x 3y 9 0 και  ε : 4x 3y 7 0− − = − + = . 

β. Να αποδείξετε ότι η ευθεία ΑΒ είναι η μεσοπαράλληλη των (ε1) και (ε2). 

γ. Θεωρούμε ένα σημείο  1Μ  στην (ε1) και ένα σημείο  
2Μ   στην (ε2) ώστε να σχηματίζεται 

το τετράπλευρο ΑΜ1ΒΜ2. Πόσο είναι το εμβαδόν του; Πόσα τετράπλευρα ΑΧΒΥ 

υπάρχουν, αν το Χ πρέπει να είναι σημείο της (ε1) και το Υ σημείο της (ε2), που έχουν το 

ίδιο εμβαδό με το  1 2ΑΜ ΒΜ ; Εξηγήστε. 

  Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 9 + 7 ) = 2 5  
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3.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 0 30  

Δίνεται ο κύκλος  2 2C: (x 2) (y 3) 5− + + =   και η ευθεία  ε : 2x y 5 0+ + = . 

α. Να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του κύκλου C . 

β. Να δείξετε ότι ο κύκλος C  και η ευθεία (ε)  δεν έχουν κοινά σημεία. 

γ. Να δείξετε ότι υπάρχουν δύο ευθείες 1 2(η ), (η )  που είναι παράλληλες στην ευθεία (ε)  και 

εφάπτονται του κύκλου C  και να βρείτε τις εξισώσεις τους. 

δ. Να βρείτε τη μεσοπαράλληλη των ευθειών 1 2(η ), (η ) . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 7 + 6 ) = 2 5  

4.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 0 42  

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο του επιπέδου Μ, τέτοιο ώστε: 

 ΑΒ 2ΑΜ ΑΓ 0− + =  

α. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Β, Γ, Μ είναι συνευθειακά. 

β. Να αποδείξετε ότι το Μ είναι το μέσο του ΒΓ .   

γ. Έστω πραγματικοί αριθμοί κ,λ  τέτοιοι ώστε ΑΒ ΑΓ κ=C  και ΑΜ ΒΓ λ= .  

Αν επιπλέον είναι γνωστό ότι για τα μη παράλληλα διανύσματα ΑΓ , ΑΒ  ισχύει ότι 

 κ ΑΓ λ ΑΒ=  , τότε:  

i. Να αποδείξετε ότι  κ λ 0= = . 

ii. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. Να προσδιορίσετε 

την ορθή γωνία  και τις πλευρές που είναι ίσες. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 8 + 2 + ( 7 + 8 ) ] = 2 5  

5.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 0 80  

Δίνονται οι εξισώσεις  

1C : 2 2x y 2x 8 0+ − − =          (1)   και      2C : 2 2x y 6x 8 0+ − + =        (2). 
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α. Να δείξετε ότι οι (1) και (2) είναι εξισώσεις κύκλων, με κέντρα ( )Κ 1,0 , ( )Λ 3,0  και 

ακτίνες 1ρ 3= , 
2ρ 1=  αντίστοιχα. 

β. i. Να βρείτε το μήκος της διακέντρου ( )ΚΛ . 

ii. Να δείξετε ότι ο κύκλος 2C  εφάπτεται εσωτερικά του κύκλου 1C . 

γ. Να βρείτε τις εξισώσεις των ακτίνων του κύκλου 1C
 
 που εφάπτονται στον κύκλο 2C .  

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 6 + ( 5 + 5 ) + 9 ] = 2 5  

6.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 0 81  

Δίνονται οι κύκλοι   

     1C :
2 2x y 2 2x 1 0+ + + =      και     2C :

2 2x y 6 2x 9 0+ − + = . 

α. Να δείξετε ότι οι κύκλοι 1C  και 2C  έχουν κέντρα ( )Κ 2,0− , ( )Λ 3 2,0  και ακτίνες 

1ρ 1= , 2ρ 3=  αντίστοιχα. 

β. i. Να δείξετε ότι από την αρχή των αξόνων διέρχονται δύο κοινές εφαπτόμενες των  

κύκλων 1C  και 2C . 

ii. Να σχεδιάσετε ένα πρόχειρο σχήμα όπου να φαίνονται οι κύκλοι και οι δύο αυτές 

εφαπτόμενες.  

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 8 + ( 1 0 + 7 ) ] = 2 5  

7.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 0 82  

Δίνονται δύο κύκλοι με εξισώσεις:  

1C : ( ) ( )
2 2

x 2 y 3 8− + − =  και 2C : ( ) ( )
2 2

x 7 y 2 18− + + = . 

α. Να υπολογίσετε το μήκος της διακέντρου ( )ΚΛ , όπου Κ,Λ τα κέντρα των κύκλων 1 2C ,C  

αντίστοιχα. Ακολούθως να δείξετε ότι οι δύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά. 

β. i. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΚΛ . 
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ii. Να βρείτε τα σημεία τομής της ευθείας ΚΛ  με τον κύκλο 1C  και το σημείο επαφής 

των δύο κύκλων. 

γ. Να βρείτε την εξίσωση της κοινής εσωτερικής εφαπτομένης των κύκλων. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 5 + ( 5 + 7 ) + 8 ] = 2 5  

8.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 1 77  

Δίνονται τα σημεία ( ) ( )Α 1,0  και Β 0, 1−  και ο κύκλος 1c  με εξίσωση 

2 2

1

1 1
c :    x y 2

2 2

   
− + + =   

   
. 

α. Να αποδείξετε ότι το σύνολο των σημείων Ν(x, y)  του επιπέδου, τα οποία ικανοποιούν τη 

σχέση 
2 2

ΝΑ ΝΒ 4− = , ανήκουν στην ευθεία (ε)  με εξίσωση y x 2= − − . 

β. Να αποδείξετε ότι το σύνολο των σημείων Ρ  του επιπέδου, τα οποία ικανοποιούν την 

εξίσωση 2 22x 2y 10x 14y 21 0+ + + + = , ανήκουν σε κύκλο 2c  κέντρου 
5 7

Λ ,
2 2

 
− − 
 

 και 

ακτίνας R 2 2=  . 

γ. i. Να αποδείξετε ότι οι δύο κύκλοι 1c  και 2c  εφάπτονται εξωτερικά και στη συνέχεια να  

βρείτε την ελάχιστη και τη μέγιστη απόσταση των σημείων τους.  

ii. Να αποδείξετε ότι η ευθεία (ε)  είναι η κοινή εσωτερική εφαπτομένη των κύκλων 1c  

και  2c  . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 7 + 6 + ( 6 + 6 ) ] = 2 5  

9.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 1 89  

Δίνονται τα σημεία Α( 2,0)−  και Β(2, 2)− . 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες του μέσου Κ  και το μήκος του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ . 

β. Να δείξετε ότι ο κύκλος C  με διάμετρο ΑΒ  έχει εξίσωση ( )
22C : x y 1 5+ + = . 

γ. Να δείξετε ότι τα σημεία Μ(x, y)  του επιπέδου για τα οποία ( )ΑΜΒ 5=  ανήκουν στις 

ευθείες 1ε : x 2y 3 0+ − =  και 2ε : x 2y 7 0+ + = . ΦΡΟ
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δ. Να δείξετε ότι οι ευθείες 1ε  και 2ε  εφάπτονται του κύκλου C . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 7 + 6 ) = 2 5  

10.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 2 72  

 Δίνεται η εξίσωση   2 2x y 2x 4y 1+ − + = − . 

 α. Να αποδείξετε ότι παριστάνει κύκλο του οποίου να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα. 

 β. Να αποδείξετε ότι το σημείο M(3, 2)  βρίσκεται έξω από τον κύκλο. 

 γ. Να βρείτε τις εφαπτόμενες του κύκλου που διέρχονται  από το Μ.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 7 + 1 2 ) = 2 5  

11.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 4 32  

Δίνεται η εξίσωση    2 2x y 4κx 2κy 4 0 (1) με κ .+ − − + =   

α. Να βρείτε τις τιμές του κϵℝ ώστε  η εξίσωση  (1) να παριστάνει  κύκλο.     

β. Να βρείτε τις συντεταγμένες του κέντρου και την ακτίνα του κάθε κύκλου.   

γ. Να βρείτε την ευθεία στην οποία ανήκουν τα κέντρα των παραπάνω κύκλων. 

δ. Για  κ=1 να βρείτε την εξίσωση εφαπτομένης του αντίστοιχου κύκλου της εξίσωσης 

(1)   στο   σημείο  ( )Γ 2, 2 .   

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 3 + 7 + 8 ) = 2 5   

12.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 6 28  

Δίνεται η εξίσωση  ( ) ( )2 2x y (4 2k)x –  2(1 k)y 5 2k 0 1 όπου k 0,+ + − + + − =  + . 

α. Να αποδείξετε ότι η  ( )1  παριστάνει κύκλο με κέντρο  ( )M k 2,  k 1− +  και ακτίνα k 2  

για κάθε  k 0.  

β. Να αποδείξετε ότι το σημείο  Μ ανήκει σε μια σταθερή ευθεία για κάθε  k 0.  

γ. Να αποδείξετε ότι η ευθεία  ( )ε : y x 1= − −  είναι εφαπτομένη του παραπάνω κύκλου για 

κάθε  k 0.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 7 + 8 ) = 2 5  ΦΡΟ
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13.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 6 46  

Δίνονται οι κύκλοι    

1C : ( ) ( )
2 2

x 1 y 1 9− + − =   και  2C : ( ) ( )
2 2

x 4 y 4 9− + − = . 

α. Να δείξετε ότι τα κέντρα Κ,Λ  των κύκλων 1C  και 2C αντίστοιχα βρίσκονται στην 

διχοτόμο της γωνίας ˆxΟy  του συστήματος συντεταγμένων.  

β. Να βρείτε τα σημεία τομής Β,Γ  των κύκλων 1C  και 2C .  

γ. Να βρείτε τα σημεία της ευθείας y x=  ώστε το τρίγωνο που σχηματίζεται με τα Β,Γ  να 

έχει εμβαδόν 
21

τ.μ.
2

 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 7 + 1 0 ) = 2 5  

14.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 7 91  

Στο παρακάτω σχήμα έχουμε σχεδιάσει κύκλο 1C  κέντρου Α  και την ευθεία ( )ε : x 5= . 

 

 

 

 

 

 

 

α. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου 1C . 

 β. Έστω ένα σημείο του επιπέδου ( )1 1Β x , y  
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  i. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου με κέντρο ( )1 1Β x , y  και ακτίνα 2 . 

  ii. Να βρείτε το μήκος της διακέντρου ΑΒ  σε συνάρτηση με τις συντεταγμένες του  

σημείου Β  

γ. Να βρείτε όλους τους κύκλους του ερωτήματος β)i. με ακτίνα 2 , που εφάπτονται 

εξωτερικά στον 1C  και στην ευθεία ( )ε .
 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( [ 3 + ( 6 + 6 ) + 1 0 ] = 2 5  

15.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 8 26  

Δίνεται η εξίσωση   

2 2x y 2(λ 1)x 2λy 2λ 1 0+ − + − + + =  (1) , όπου λ . 

α. Να βρείτε για ποιες τιμές του λ  η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο και να γράψετε ως 

συνάρτηση του λ τις συντεταγμένες του κέντρου Κ  και την ακτίνα ρ. 

β. Τι παριστάνει η εξίσωση (1) για λ 0= ;  

γ. Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται 4 κύκλοι με τα αντίστοιχα κέντρα τους 1 2 3 4Κ , Κ , Κ , Κ  που 

προκύπτουν από την (1) για 4 αντίστοιχες τιμές του λ. Αξιοποιώντας το σχήμα, 
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i. να αποδείξετε ότι τα κέντρα όλων των κύκλων που προκύπτουν από την (1) βρίσκονται 

πάνω σε μια ευθεία της οποίας να βρείτε την εξίσωση.  

ii. να αποδείξετε ότι όλοι οι κύκλοι που προκύπτουν από την (1) διέρχονται από σταθερό 

σημείο του οποίου να βρείτε τις συντεταγμένες.  

iii. να αποδείξετε ότι η ευθεία ε : x y 1 0+ − =  είναι κοινή εφαπτομένη όλων των κύκλων 

που προκύπτουν από την (1).  

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 7 + 3 + ( 5 + 5 + 5 ) ] = 2 5  

16.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 9 93  

Δίνεται η εξίσωση   ( )2 2 2(x 2) (y λ) λ 1 , όπο . 1 υ λ− + − = +   

α. Να αποδείξετε ότι για κάθε τιμή του λ η (1) παριστάνει κύκλο, του οποίου να βρείτε το 

κέντρο και την ακτίνα. 

β. Να αποδείξετε ότι όλοι οι κύκλοι που ορίζονται από την (1) για τις διάφορες τιμές του λ 

διέρχονται από δύο σταθερά σημεία.  

γ. Αν  ( ) ( )Α 1, 0 και Β 3, 0  είναι τα μοναδικά σημεία από τα οποία διέρχονται όλοι οι 

κύκλοι, τότε να βρείτε την εξίσωση της κοινής χορδής τους και να αποδείξετε ότι είναι 

κάθετη στην ευθεία που διέρχεται από τα κέντρα των κύκλων.  

δ. Αν ένα σημείο ( )Μ α, β  επαληθεύει την (1) για κάθε λ ∈ ℝ, τότε να αποδείξετε ότι  αβ 0=  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 3 + 1 0 + 7 + 5 ) = 2 5  

17.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 6 1 91  

Δίνονται τα σημεία Α(1,1), Β(5,5). 

α. Αν για το σημείο Μ (x,ψ)  ισχύει 
2 2

AM BM 32+ = , να αποδείξετε ότι: 

i. Το σημείο Μ βρίσκεται πάνω στην καμπύλη με εξίσωση 2 2x 6 6x 10 0+ − − + = (1) 

ii. Η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο. 

 β. Αν το κέντρο του κύκλου είναι το Κ(3,3) και η ακτίνα του ρ = 2 2 : 
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  i. Nα διερευνήσετε για ποιες τιμές του λ η ευθεία (ε): λχ + ψ = 2 εφάπτεται του  

κύκλου (1). 

  ii. Υπάρχει τιμή του λ για την οποία η ευθεία (ε) σχηματίζει με την ΑΒ γωνία 45ο;  

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 8 + 3 ) + ( 7 + 7 ) ] = 2 5  

18.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 8 2 37  

 Θεωρούμε τα σημεία Α( 1, 2), Β(3, 2), Γ(1, 4)− . 

 α. Να αποδείξετε ότι σχηματίζουν τρίγωνο. 

 β. Να βρείτε την εξίσωση της μεσοκάθετης της πλευράς ΒΓ. 

  Έστω ότι η μεσοκάθετη της πλευράς ΒΓ είναι η ευθεία ε : y x 1= + . 

 γ. Να βρείτε σημείο Κ στην μεσοκάθετη της πλευράς ΒΓ που ισαπέχει από τα Α, Β. 

 δ. Να  βρείτε την εξίσωση του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 7 + 7 + 5 ) = 2 5  

19.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 8 2 47  

Δίνονται τα σημεία Ο(0,0) , Α(α,0)  και Β(0,β) , όπου α,β 0 . 

α. Να βρείτε συναρτήσει των α,β  

i. τις συντεταγμένες του μέσου Μ  του τμήματος ΑΒ .  

ii. την απόσταση ( )ΟΜ .  

β. Αν ( )
2 2α β

ΟΜ
2

+
= , τότε: 

i. να αποδείξετε ότι 
(ΑΒ)

(ΟΜ)
2

= .  

ii. να γράψετε την πρόταση της Ευκλείδειας Γεωμετρίας που έχει αποδειχθεί. 

γ. Να βρείτε την εξίσωση του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΟΑΒ  .  

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 5 + 5 ) + ( 5 + 3 ) + 7 ] = 2 5  

 

ΦΡΟ
ΝΤΙ

ΣΤ
ΗΡΙ

Α 
ΑΡ

ΓΥ
ΡΗ

 Σ
ΙΡ

ΔΑ
ΡΗ



 

97 

3 .1   Ο   κ ύκ λος  

20.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 8 4 15  

Δίνεται η εξίσωση 2 2(x 3λ) (y 2λ) 1− + + =  (1) όπου λ  και η ευθεία  ε : 2x 3y 0+ = . 

α. Να αποδείξετε ότι για κάθε λ  τα κέντρα των κύκλων που προκύπτουν από την (1) 

ανήκουν στην ευθεία ε . 

β. Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών 
1 2ε ,ε

 
που απέχουν μεταξύ τους 2 μονάδες και έχουν 

μεσοπαράλληλη την ευθεία ε .  

γ. Να αποδείξετε ότι όλοι οι κύκλοι που προκύπτουν από την (1) εφάπτονται σε δύο σταθερές 

ευθείες. 

δ. Να βρείτε το εμβαδόν ενός τετραγώνου του οποίου δύο απέναντι πλευρές ανήκουν στις 

ευθείες 
1 2ε ,ε  αντίστοιχα. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 7 + 6 + 6 ) = 2 5  

21.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 8 4 16  

Δίνεται η εξίσωση ( ) ( ) ( )x x 4 y y 2 2 x y 4− + − = + − (1) . 

α. Nα δείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο με κέντρο ( )Κ 3, 2 και ακτίνα ρ 5= . 

β. Δίνονται τα σημεία ( )Α 4, 4  και  ( )Β 2,0 . 

i. Να δείξετε ότι τα σημεία Α και Β είναι αντιδιαμετρικά σημεία του κύκλου. 

ii, Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων του κύκλου οι οποίες είναι παράλληλες στην  

διάμετρο ΑΒ. 

γ. Να βρείτε την τιμή της παραμέτρου λ ώστε η ευθεία (η) με εξίσωση y λx 4= + να τέμνει 

τον παραπάνω κύκλο σε δύο σημεία Γ και Δ ώστε ( )ΓΔ 20= . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + ( 4 + 9 ) + 6 ] = 2 5  

22.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 8 4 67  

Δίνεται η εξίσωση  ( ) ( ) ( )
2 2

x 1 y 2 2 x 3− + + = +          : (1). 

α. Να δείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο με κέντρο ( )Κ 2, 2−  και ακτίνα ρ 3.=  ΦΡΟ
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β. Να δείξετε ότι η αρχή Ο των αξόνων είναι εσωτερικό σημείο του κύκλου. 

γ. Nα βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ε) η οποία τέμνει τον κύκλο σε δύο σημεία Α και Β  

ώστε η αρχή των αξόνων να είναι το μέσο της χορδής ΑΒ. 

δ. Αν η ευθεία (ε) του προηγούμενου ερωτήματος έχει εξίσωση y x=  τότε να βρείτε το 

εμβαδό του τριγώνου ΚΑΒ.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 4 + 8 + 7 ) = 2 5  

23.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 8 5 21  

Δίνονται τα σημεία ( ) ( ) ( )Α 1,2 ,  Β 2,4  και Γ 3,1 . 

α. Να αποδείξετε ότι η ΒΑ̂Γ 90=  . 

β. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου c , ο οποίος διέρχεται από τα σημεία Α,  Β και Γ . 

γ. Αν ο κύκλος c  έχει εξίσωση 

2 2
5 5 5

x y
2 2 2

   
− + − =   

   
 , τότε να βρείτε τις εξισώσεις των 

εφαπτόμενων του, οι οποίες διέρχονται από την αρχή των αξόνων. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 9 + 1 0 ) = 2 5  

24.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 8 5 67  

Δίνεται ο κύκλος C: x2 + y2 = 4 και το σημείο Α(2 2 , 0).  

 α. i. Να αποδείξετε ότι το σημείο Α είναι εξωτερικό του κύκλου C. 

ii. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων του κύκλου C που διέρχονται από το σημείο 

Α και να αποδείξετε ότι είναι μεταξύ  τους κάθετες. 

 β. Αν Β, Γ τα σημεία επαφής του κύκλου C  με τις εφαπτόμενες ευθείες από το σημείο  Α, να  

υπολογίσετε το εμβαδό του τετραπλεύρου ΑΒΟΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς  [ ( 5 + 1 2 ) + 8 ] = 2 5  
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25.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 8 5 69  

 Δίνεται ο κύκλος  C: x2+y2=1. 

 α. Αν Α και Α΄ είναι τα σημεία τομής του κύκλου C με τους ημιάξονες Ox και Ox΄  

αντίστοιχα, τότε: 

i. Να αποδείξετε ότι οι συντεταγμένες των σημείων Α και Α΄ είναι Α(1,0) και Α΄(-1,0). 

ii. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από το Α και σχηματίζει με τον  

άξονα x’x γωνία °150 . 

 β. Αν η ευθεία ε τέμνει τον κύκλο C και στο σημείο Β, να αποδείξετε ότι η χορδή ΑΒ έχει  

μήκος 3 . 

γ. Αν η ευθεία ε έχει εξίσωση  ( )
3

y x 1
3

= − − , να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ζ) που 

διέρχεται από τα σημεία Α΄ και Β.  

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 5 + 6 ) + 8 + 6 ] = 2 5  

26.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 8 8 71  

Δίνεται ο κύκλος ( )c  με κέντρο ( )O 0,0  και ακτίνα ρ 5=  και το σημείο ( )A 3,1 . 

α. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου και να αποδείξετε οτι το σημείο A  είναι εξωτερικό του 

κύκλου. 

β. i. Να αποδείξετε οτι οι ευθείες που εφάπτονται στον κύκλο ( )c  και διέρχονται από το  

σημείο A  έχουν εξισώσεις ( ) ( )1 2ε :  2x y 5   και   ε :  x 2y 5− = + = . 

ii. Να βρείτε την εξίσωση της διχοτόμου της γωνίας ΒΑΓ , όπου Β  και Γ  είναι  

αντίστοιχα τα σημεία επαφής των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε  με τον κύκλο. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 1 0 + 8 ) = 2 5  
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27.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 0 0 91  

Τα σημεία  Α(-7, -1)  και  Β(3, -5) είναι σημεία ενός κύκλου C κέντρου Κ. Το σημείο Μ είναι 

το μέσο της χορδής ΑΒ και μία ευθεία ε διέρχεται από τα σημεία Κ και Μ.  

α. Να βρείτε:  

i. Τις συντεταγμένες του σημείου Μ. 

ii. Την εξίσωση της ευθείας ΚΜ. 

β. Αν από το κέντρο Κ του κύκλου διέρχεται η ευθεία  (δ): x+y= -12, τότε:  

i. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Κ. 

ii. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου C. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 4 + 8 ) + ( 7 + 6 ) ] = 2 5  

28.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 0 2 29  

Δίνεται η εξίσωση:   x2 + y2 – (λ + 8)x + λy + 7 = 0 (1), με λ𝐑.  

α. Να αποδείξετε ότι για κάθε λ  η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο, του οποίου να βρεθεί 

το κέντρο και η ακτίνα. 

β. Να βρείτε την εξίσωση της γραμμής πάνω στην οποία κινούνται τα κέντρα των κύκλων 

αυτών. 

γ. Να αποδείξετε ότι για κάθε λ R , όλοι οι παραπάνω κύκλοι, διέρχονται από δύο σταθερά 

σημεία, τα οποία και να βρεθούν. 

δ. Θεωρούμε τον κύκλο που ορίζεται από την (1) για λ=0. Να βρεθούν τα σημεία του κύκλου 

αυτού, που απέχουν από την αρχή των αξόνων την ελάχιστη και την μέγιστη απόσταση 

αντίστοιχα. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 7 + 7 + 5 ) = 2 5  

29.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 0 6 50  

α. Δίνονται οι ευθείες 
1ε : y x 2= + , 

2ε : y x 2= −  και τα σημεία ( )Α 2,0− , ( )Β 2,0  των 

ευθειών 
1 2ε ,ε  αντίστοιχα. 

i. Να αποδειχθεί ότι 
1 2ε //ε .  
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ii. Να βρεθούν οι συντεταγμένες του μέσου Μ , του ΑΒ . 

iii. Να βρεθεί η εξίσωση της μεσοπαραλλήλου των ευθειών 
1 2ε ,ε . 

β. Ο κύκλος ( )Κ,ρ  έχει την ιδιότητα να εφάπτεται των ευθειών 1ε  και 2ε . Αν το κέντρο Κ  

του κύκλου ( )Κ,ρ  ανήκει στην ευθεία ( )η : x λ= , όπου λ , τότε: 

i. Να βρεθούν οι συντεταγμένες του κέντρου Κ , συναρτήσει του λ . 

ii. Να αποδείξετε ότι η ακτίνα ρ  είναι ανεξάρτητη του λ  και να γράψετε την εξίσωση 

που παριστάνει όλους τους κύκλους ( )Κ,ρ , για τις διάφορες τιμές του λ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 4 + 2 + 6 ) + ( 5 + 8 ) ] = 2 5  

30.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 0 6 51  

 Θεωρούμε τα σημεία Α(1, 1) και Β(2, 4) . 

 α. Να βρείτε όλα τα σημεία Μ στον άξονα y y ώστε το τρίγωνο ΜΑΒ να είναι ορθογώνιο με  

υποτείνουσα την ΑΒ. 

 β. Να βρείτε την εξίσωση κύκλου C με διάμετρο ΑΒ. 

 γ. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος C διέρχεται από τα σημεία Μ που προσδιορίσατε στο ερώτημα 

(α). Κατόπιν, να το επιβεβαιώσετε γεωμετρικά.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 7 + 1 0 ) = 2 5  

31.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 0 7 00  

Δίνεται το τετράγωνο 
1 2ΜΜ ΟΜ  με ( ) ( ) ( )1 2Μ 4,4 ,Μ 4,0 ,Μ 0,4 . Αν Ο η αρχή των αξόνων 

του καρτεσιανού συστήματος συντεταγμένων, τότε: 

α. Να δείξετε ότι ο κύκλος που διέρχεται από τις κορυφές του τετραγώνου 
1 2ΜΜ ΟΜ  έχει 

εξίσωση ( ) ( )
2 2

C :   x 2 y 2 8.− + − =  

β. Να αποδείξετε ότι η ευθεία ε : x y 8+ =  είναι εφαπτομένη του παραπάνω κύκλου C   

γ. Να βρείτε το σημείο επαφής της ευθείας ε  με τον κύκλο C . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  ΦΡΟ
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32.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 0 8 63  

Δίνονται τα σημεία ( ) ( )Α 1,0  και Β 3,0 . 

α. Να βρείτε την εξίσωση της μεσοκάθετης ευθείας ( )ζ  του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ.  

β. Αν Κ  είναι ένα τυχαίο σημείο της ευθείας ( )ζ , να βρείτε την εξίσωση ( )c  όλων των 

κύκλων, οι οποίοι έχουν κέντρο Κ  και διέρχονται από τα σημεία Α και Β , συναρτήσει 

μιας παραμέτρου λ . 

γ. Αν η εξίσωση ( ) ( )
2 2 2x 2 y λ λ 1,   λ− + − = +   , παριστάνει όλους τους κύκλους ( )c  του 

ερωτήματος β), τότε: 

i. Να σχεδιάσετε τον κύκλο, ο οποίος έχει διάμετρο το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ . 

ii. Να αποδείξετε οτι η ευθεία ( )ε : x λy 1 0+ − =  εφάπτεται σε όλους τους κύκλους ( )c  

στο σημείο ( )Α 1,0 . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 7 + 8 + ( 5 + 5 ) ] = 2 5  

33.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 1 1 54  

Δίνεται η εξίσωση    2 2x y 4αx 4αy 0      (1)+ − − =  

όπου α  είναι πραγματικός αριθμός. 

α. Να βρείτε τις τιμές του α για τις οποίες η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο.  

β. Να προσδιορίσετε το κέντρο Κ και την ακτίνα R των κύκλων ως συνάρτηση του α. 

γ. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των κέντρων των κύκλων για τις διάφορες τιμές του α του 

ερωτήματος (α). 

δ. Να εξετάσετε αν υπάρχει τιμή του α ώστε ο αντίστοιχος κύκλος που ορίζεται από την 

εξίσωση (1) να εφάπτεται στον άξονα x΄x. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 6 + 5 + 6 ) = 2 5  
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34.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 1 1 59  

Δίνονται τα σημεία   Α(α, 0) και Β(0, β) με α, β > 0 και  α + β =10 .  

α. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση των κύκλων  με διάμετρο την ΑΒ, για κάθε τιμή των α και β 

είναι  ( )2 2x y αx 10 α y 0.+ − − − =  

β. Να αποδείξετε ότι όλοι οι κύκλοι με διάμετρο την ΑΒ, για τις διάφορες τιμές των α και β 

διέρχονται από δύο σταθερά σημεία, την αρχή Ο των αξόνων και ένα σημείο Ρ του οποίου 

να βρείτε τις συντεταγμένες. 

γ. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των κέντρων όλων των κύκλων με διάμετρο την ΑΒ για τις 

διάφορες τιμές των α και β. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 9 + 8 ) = 2 5  

35.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 1 2 76  

Σε μια σύγχρονη πόλη, κατασκευάζεται σιδηροδρομικό δίκτυο που περιλαμβάνει: 

• τη γραμμή γ1, κάθε σημείο της οποίας στο ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων  είναι 

της μορφής:  Α (λ-1, 2λ+1), λR. 

• τη γραμμή  γ2, που περνάει από το σταθμό Σ (-4, 2) και είναι παράλληλη στο διάνυσμα 

u  = (-1, 3). 

α. Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών πάνω στις οποίες βρίσκονται οι γραμμές γ1 και γ2. 

β. Η είσοδος του αθλητικού σταδίου μιας συνοικίας θα βρίσκεται στο σημείο Κ(1, 1) του 

ορθοκανονικού συστήματος συντεταγμένων. Οι κατασκευαστές θέλουν να συνδέσουν την 

είσοδο του σταδίου απ’ ευθείας με κάθετο δρόμο, με μια από τις γραμμές γ1 και γ2. Να 

βρείτε με ποια από τις δύο γραμμές είναι πιο συμφέρουσα η σύνδεση. Δίνεται ότι το 

κόστος σύνδεσης ανά μονάδα μήκους, είναι το ίδιο και για τις δύο γραμμές. 

γ. Γύρω από το στάδιο θα δημιουργηθεί κυκλικό πάρκο. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου, 

που θα ορίζει το πάρκο, αν το κέντρο του είναι το σημείο Κ και επιπλέον ο κύκλος αυτός 

εφάπτεται της γραμμής γ1. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 9 + 6 = 2 5  
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36.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 1 3 49  

Σε ορθοκανονικό σύστημα αξόνων με αρχή το σημείο Ο θεωρούμε κύκλο (C) και ευθεία (ε) με 

εξισώσεις 2 2x y 9x 3y 10 0   (1)+ − − + =  και 4x 3y 10 0  (2)+ − =  αντίστοιχα. 

α. i. Να βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα R του κύκλου (C). 

ii. Να υπολογίσετε την απόσταση του κέντρου Κ από την ευθεία (ε) και να αποδείξετε ότι 

η ευθεία (ε) τέμνει τον κύκλο (C) σε δύο σημεία. 

iii. Να προσδιορίσετε τα σημεία Α και Β στα οποία η ευθεία (ε) τέμνει τον κύκλο (C). 

β. Αν είναι Α(1,2) και Β( 4 , −2), τότε: 

i. Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόμενο ΟΑ ΟΒ . 

ii. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος με διάμετρο ΑΒ διέρχεται από το σημείο Ο. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 5 + 4 + 5 ) + ( 5 + 6 ) ] = 2 5  

37.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 1 6 96  

 Θεωρούμε την εξίσωση 2 2x y 2x 4y 0+ − + = ,  (1) και η ευθεία ε :x 2y 3 0− + = . 

 α. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο C του οποίου να βρείτε το κέντρο Κ  

και την ακτίνα ρ. 

 β. Να εξετάσετε αν η ευθεία ε έχει κοινά σημεία με τον κύκλο C. 

 γ. Να βρείτε τις εφαπτόμενες 
1 2ε , ε του κύκλου C που είναι κάθετες στην ευθεία ε.  

 δ. Να αποδείξετε ότι 1 2d(ε , ε ) 2ρ= . Πως αιτιολογείται γεωμετρικά το συμπέρασμα αυτό; 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 5 + 7 + 8 ) = 2 5  
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38.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 2 0 61  

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ   με μήκος πλευράς α  ( α 0 ) και κορυφές ( )Α 0,α , ( )Β 0,0 , 

( )Γ α,0  και ( )Δ α,α . Μ  είναι το μέσο της πλευράς ΓΔ  και το τμήμα ΒΝ  είναι κάθετο στο 

τμήμα ΑΜ , όπως φαίνεται στο σχήμα. 

 

α. Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών: 

i. ΑΜ    ii. ΒΝ  

β. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Ν . 

γ. Να αποδείξετε ότι το σημείο Ν  ανήκει σε κύκλο με κέντρο Γ  και ακτίνα ίση με α . Να 

βρείτε την εξίσωση του κύκλου αυτού. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 5 + 5 ) + 5 + 1 0 ] = 2 5  

39.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 2 0 62  

Δίνεται η οικογένεια κύκλων  ( ) ( )
2 2 2

λC : x λ y λ λ− + − = , με λ 0 . 
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α. Να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα κάθε κύκλου λC , λ 0 .  

β. Να αποδείξετε ότι το κέντρο κάθε κύκλου λC  βρίσκεται στην ευθεία y x= . 

γ. Να αποδείξετε ότι η ευθεία x 0=  εφάπτεται σε όλους τους κύκλους λC , λ 0 . Να 

εξηγήσετε με συντομία ότι το ίδιο συμβαίνει και για την ευθεία y 0= . 

δ. Έστω α 0 . Να αποδείξετε ότι η ευθεία x α=  εφάπτεται σε ένα, και μόνο ένα, από τους 

κύκλους λC  . Να εξηγήσετε με συντομία ότι το ίδιο συμβαίνει και για την ευθεία y α= . 

ε. Έστω α 0  και β 0 . Να αποδείξετε ότι η ευθεία αx βy 1+ =  εφάπτεται σε δύο, και μόνο 

δύο, από τους κύκλους λC  . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 5 + 5 + 5 + 5 ) = 2 5  

40.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 2 0 66  

Θεωρούμε το σημείο ( )Α συνθ,  ημθ=  και το σημείο ( )Β συνθ ημθ,   ημθ συνθ= − + , όπου 

 )θ 0,  2π . 

 

 

 

 

 

α. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α  και Β  ανήκουν σε δύο κύκλους με κέντρο την αρχή των 

αξόνων ( )O 0,0 . Να βρείτε τις ακτίνες των δύο κύκλων. 

β. Να αποδείξετε ότι:   OΑ ΑΒ⊥ . 

γ. Να βρείτε το μέτρο της γωνίας ω  μεταξύ των διανυσμάτων OΑ  και OΒ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  ΦΡΟ
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41.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 2 0 69  

Τα σημεία ( )Α 3,  2  και ( )Β 6,  1  βρίσκονται πάνω σε έναν κύκλο C  από το κέντρο Κ  του 

οποίου διέρχεται η ευθεία ε : y 2x 7= − . Να βρείτε: 

 

α. τις συντεταγμένες του κέντρου Κ  του κύκλου  C . 

β. την ακτίνα R  του κύκλου  C . 

γ. την εξίσωση του κύκλου C . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 8 + 5 ) = 2 5  

42.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 2 2 14  

Σε καρτεσιανό επίπεδο Οxy θεωρούμε τα σημεία Μ(x,y), Α(-1,0), Β(1,0) για τα οποία ισχύει 

2 2

ΑΜ ΒΜ 9 ΑΒ+ = . 

α. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ είναι ο κύκλος με εξίσωση  

   x2 + y2 = 8. 

β. Έστω Γ και Δ δύο σημεία του κύκλου τέτοια ώστε 2ΓΔ  = 32. 

i. Να δείξετε ότι τα σημεία Γ και Δ και η αρχή των αξόνων είναι συνευθειακά σημεία. 

ii. Αν το σημείο Μ κινείται στον κύκλο, να υπολογίσετε το ΜΓ ΜΔ   

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 1 0 + ( 8 + 7 ) ] = 2 5  ΦΡΟ
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43.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 2 2 23  

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΒ (λ, λ 1)= +  , ΑΓ (3λ, λ 1)= −  και το σημείο Μ είναι το μέσο της ΒΓ 

με λ  R.      

α. Να αποδείξετε ότι ΑΜ (2λ, λ)=   

β. Δίνεται επιπλέον ότι η γωνία οΒΑ̂Γ 90= . 

i. Να υπολογίσετε το λ. 

ii. Αν λ = 
1

2
 και Α(2, 

3

2
 ) να βρείτε την εξίσωση του περιγεγραμμένου κύκλου του 

τριγώνου ΑΒΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 8 + ( 8 + 9 ) ] = 2 5  

44.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 2 2 39  

Σε καρτεσιανό σύστημα αξόνων Oxy η εξίσωση 3x + 4y = 25 περιγράφει τη θέση ενός αγωγού 

ύδρευσης. Σε αυτό το σύστημα θέλουμε να σχεδιάσουμε ένα κυκλικό σιντριβάνι με κέντρο το 

Ο(0,0) και ακτίνα 2.  

α. i. Ποια είναι η εξίσωση του κύκλου που περιγράφει την θέση του σιντριβανιού; 

ii. Να εξετάσετε αν ο αγωγός ύδρευσης διέρχεται από το κέντρο του σιντριβανιού, 

προκειμένου να ενωθεί με αυτό. 

iii. Αν ο αγωγός ύδρευσης δεν διέρχεται από το κέντρο του σιντριβανιού, ποιο σημείο του 

αγωγού ύδρευσης πρέπει να ενωθεί με το κέντρο του σιντριβανιού ώστε να έχουμε την 

μικρότερη δυνατή απόσταση, άρα και οικονομικότερη κατασκευή; 

 β.  Ο μηχανικός που θέλει να χαράξει έναν ευθύγραμμο δρόμο, κατέληξε στην εξίσωση     

λx + y + λ - 2 = 0, με λ≠0. Μπορείτε να τον βοηθήσετε να βρει για ποια τιμή του λ ο 

δρόμος αυτός εφάπτεται του σιντριβανιού; 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 4 + 5 + 8 ) + 8 ] = 2 5  
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45.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 2 2 64  

Δίνεται η εξίσωση   x2 + y2 + λx + λy + λ - 1 = 0 (1), λ R . 

α. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1), παριστάνει κύκλο για κάθε λ R . 

β. Να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του κύκλου που ορίζεται από την εξίσωση (1), ο 

οποίος εφάπτεται της ευθείας ε: x + y + 2 = 0 . 

γ. Για λ = 1, στον κύκλο που προκύπτει από την εξίσωση (1), να βρείτε τις εξισώσεις των 

εφαπτομένων του, που διέρχονται από το σημείο Μ(- 
3

2
 ,- 

1

2
 ). 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 9 + 9 ) = 2 5  

46.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 2 2 80  

Σε ορθοκανονικό σύστημα αξόνων με αρχή το σημείο Ο(0,0) θεωρούμε τους κύκλους (Κ, R) 

και (Λ, ρ) με εξισώσεις 

2 2x y 6x 8y 21 0   (1)+ − − + =    και   2 2x y 2x 2y 1 0   (2)+ + − + =  

αντίστοιχα. 

α. Να βρείτε τα κέντρα και τις ακτίνες των δύο κύκλων. 

β. Να αποδείξετε ότι οι δύο κύκλοι βρίσκονται ο ένας εξωτερικά του άλλου. 

γ. Έστω Μ, Ν τυχαία σημεία των κύκλων (Κ, R) και (Λ, ρ) αντίστοιχα. Να υπολογίσετε την 

ελάχιστη και την μέγιστη απόσταση των σημείων Μ και Ν. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 8 + 5 ) = 2 5  

47.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            2 2 5 08  

Οι κορυφές Α  , Γ  ενός τετραγώνου ΑΒΓΔ είναι τα σημεία ( )1,  4  και ( )3,  0  αντιστοίχως.  

α. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της μεσοκαθέτου του ευθυγράμμου τμήματος ΑΓ   γράφεται 

στη μορφή y 2− =  
1

2
 ( )x 2− . 
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3 .1   Ο   κ ύκ λος  

β. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση του κύκλου, ο οποίος έχει διάμετρο το ευθύγραμμο τμήμα 

ΑΓ  γράφεται στη μορφή  ( ) ( )
2 2

x 2 y 2 5− + − = .  

γ. Να υπολογίσετε τις συντεταγμένες των δύο άλλων κορυφών Β,  Δ   του τετραγώνου. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

48.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            3 3 6 96  

Το κέντρο ενός κύκλου (c) βρίσκεται στο πρώτο τεταρτημόριο και είναι σημείο της ευθείας            

(ε): y=2x – 1. Ο κύκλος (c) έχει ακτίνα ρ=3 2  και η ευθεία (ζ): x + y -2 = 0 εφάπτεται στον 

κύκλο στο σημείο Α.  

α. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση του κύκλου (c) είναι ( ) ( )
2 2

x 3 y 5 18− + − = . 

β. Να αποδείξετε ότι: 

i. Η εξίσωση της ευθείας ΚΑ είναι η x y 2 0.− + =  

ii. Είναι Α(0,2). 

γ. Να υπολογισθεί το εμβαδόν του τριγώνου ΑΛΜ, όπου Μ και Λ είναι τα σημεία τομής της 

ευθείας (ε) με τον κύκλο (c). 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 9 + ( 5 + 4 ) + 7 ] = 2 5  
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3 .2   Η  π αρα βολ ή  

3 . 2  Η  Π Α Ρ Α Β Ο Λ Η  

Παραβολή είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ του επιπέδου τα οποία ισαπέχουν από μια 

σταθερή ευθεία (δ) που λέγεται διευθετούσα της παραβολής και από ένα σταθερό σημείο Ε που 

λέγεται εστία της παραβολής.  

Η εξίσωση της παραβολής   C   με εστία  
p

Ε ,0
2

 
 
 

  και  διευθετούσα  
p

δ : x
2

= −  είναι :    2y 2px=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η εξίσωση της παραβολής   C   με εστία  
p

Ε 0,
2

 
 
 

  και  διευθετούσα  
p

δ : y
2

= −  είναι :    2x 2py=  
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3 .2   Η  π αρα βολ ή  

Ε φ απ τομ έ νη   Πα ρα βο λής  

Η εφαπτομένη της παραβολής  2C : y 2px=  στο σημείο της ( )1 1M x , y έχει εξίσωση : 

( )1 1ε : yy p x x= +  

Η εφαπτομένη της παραβολής 2C : x 2py=  στο σημείο της ( )1 1M x , y  έχει εξίσωση : 

( )1 1ε : xx p y y= +  
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3 .2   Η  π αρ α βολ ή  

3 . 2  Η   Π Α Ρ Α Β Ο Λ Η   ( 7 )  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.2            1 8 2 42   

Δίνεται η παραβολή C  με εξίσωση  2y 4x= . 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες της εστίας Ε  και την εξίσωση της διευθετούσας δ  της C . 

β. Να γράψετε την εξίσωση της εφαπτομένης (ε)  της C  στο σημείο της Μ(4,4). 

γ. Να σχεδιάσετε στο ίδιο ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων την παραβολή C , τη 

διευθετούσα δ και την ευθεία (ε) . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.2            2 0 2 35   

Δίνεται η παραβολή C: y2 = 8x. 

α. Να βρείτε την εστία και την διευθετούσα της παραβολής. 

β. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο της (
1
   ,
8

1) είναι παράλληλη 

στην ευθεία    ε: 8x – 2y + 3 = 0. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 5 ) = 2 5  

3.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.2            2 1 2 48  

Δίνεται το σημείο ( )Ε 2,0 , η ευθεία 
1δ : x 2= −  και τυχαίο σημείο ( )Μ x, y  του επιπέδου. 

α. i. Να βρείτε την απόσταση ( )ΜΕ  του σημείου ( )Μ x, y
 
από το ( )Ε 2,0  ως συνάρτηση  

των x, y  . 

ii. Να βρείτε την απόσταση ( )d Μ,δ  του σημείου Μ από την ευθεία δ  ως συνάρτηση  

των x, y.   

β. Αν ισχύει ( ) ( )ΜΕ d Μ,δ=  να δείξετε ότι το σημείο Μ  ανήκει στην παραβολή 2y 8x= .   

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  ΦΡΟ
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3 .2   Η  π αρ α βολ ή  

4.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.2            2 1 3 06   

Σε καρτεσιανό επίπεδο Οxy δίνεται η παραβολή με άξονα συμμετρίας τον x΄x, κορυφή Ο(0,0) 

και εστία Ε(2,0), όπως στο παρακάτω σχήμα. Το σημείο Α της παραβολής έχει τετμημένη 3 και 

βρίσκεται στο πρώτο τεταρτημόριο του Οxy. 

 

 

 

 

 

 

 

 

α. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της παραβολής είναι 2y 8x=  και ότι Α(3,  2 6) . 

β. Να σχεδιάσετε τη διευθετούσα (δ) της παραβολής και να γράψετε την εξίσωσή της. 

γ. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένη (ε) της παραβολής στο σημείο Α. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 6 + 9 ) = 2 5  
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3 .2   Η  π αρ α βολ ή  

5.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.2            2 1 3 07  

Σε καρτεσιανό επίπεδο Οxy δίνεται η παραβολή με εξίσωση 2x 12y= .  

α. Να αποδείξετε ότι η εστία της παραβολής είναι το σημείο Ε(0,  3)  και να βρείτε τα σημεία 

της παραβολής που έχουν τεταγμένη 3. 

β. Να αποδείξετε ότι εφαπτομένες (ε1) και (ε2) της παραβολής στα σημεία Α(6,3) και Β(-6,3), 

αντίστοιχα, έχουν εξισώσεις y x 3= −   και y x 3= − − .  

γ. Να βρείτε το σημείο τομής των (ε1) και (ε2). 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 8 + 5 ) = 2 5  

6.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.2            2 2 1 90  

Δίνεται η παραβολή (C) με εξίσωση    2y x      (1)=  

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες της εστίας Ε και την εξίσωση της διευθετούσας (δ). 

β. ( )Να αποδείξετε ότι το σημείο Α 1, 1  είναι σημείο της παραβολής.−  

γ. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης παραβολής στο σημείο της Α ( )1,-1 . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 5 + 8 ) = 2 5  

7.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.2            2 2 2 67  

Δίνεται η εξίσωση 
2y  = 4x (1). 

α. Να γράψετε στο τετράδιό σας συμπληρωμένη την παρακάτω πρόταση : 

«Τα σημεία του επιπέδου που επαληθεύουν την εξίσωση (1) βρίσκονται σε μια καμπύλη 

που ονομάζεται ………………….. Η εστία της Ε, έχει συντεταγμένες Ε(….., …..) και η 

διευθετούσα  έχει εξίσωση  ………….». 

β. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που εφάπτεται στην παραπάνω καμπύλη στο σημείο 

Α(1, -2). 

γ. Να αποδείξετε ότι το σημείο τομής της ευθείας ε με τον άξονα x’x είναι σημείο της  

διευθετούσας της παραβολής. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 8 + 8 ) = 2 5                    ΦΡΟ
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3 .2   Η  π αρ α βολ ή  

3 . 2   Η   Π Α Ρ Α Β Ο Λ Η  ( 1 5 )  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            1 5 3 94  

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η παραβολή  2C : y 12x=   με εστία Ε και η εφαπτομένη ευθεία 

(ε) της (C) στο σημείο της  ( )Μ 1, 2 3 , η οποία τέμνει τον άξονα x΄x στο σημείο Β.  

Από το σημείο Μ φέρνουμε ημιευθεία Mt παράλληλη προς τον άξονα  x x , η οποία τέμνει την 

διευθετούσα (δ) στο σημείο Η. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α. Να αποδείξετε ότι η (ε) έχει εξίσωση   y 3 x 3=  + . 

β. Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Β, Η, Ε. 

γ. Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΜΕΒΗ είναι ρόμβος. 

δ. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ζ) η οποία διχοτομεί την γωνία  Ε Μ t


. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 7 + 6 ) = 2 5  

x x  
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3 .2   Η  π αρ α βολ ή  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            1 8 2 45  

Δίνεται η παραβολή C : 2y 4x=  και η εξίσωση 2 2(λ 1)x 2λy λ 1 0− + + + =  (1), λ . 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες της  εστίας Ε  και την εξίσωση της διευθετούσας δ της 

παραβολής C.  

β. Να αποδείξετε ότι η (1) για κάθε λ  παριστάνει ευθεία λε  που δεν διέρχεται από το 

( )Ο 0,0 .  

γ. Να αποδείξετε ότι η διευθετούσα της παραβολής δεν ανήκει στην οικογένεια ευθειών λε .  

δ. Έστω Μ(α,β)  σημείο του επιπέδου το οποίο δεν ανήκει στην παραπάνω διευθετούσα δ . 

Αν από το Μ  διέρχεται μόνο μία ευθεία από την οικογένεια ευθειών λε , να δείξετε ότι το 

Μ  ανήκει στον κύκλο που έχει κέντρο την κορυφή της παραβολής C και διέρχεται από την 

εστία της Ε .  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 6 + 7 ) = 2 5  

3.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            1 8 3 72  

Σε καρτεσιανό επίπεδο Οxy θεωρούμε τα σημεία A(-2,- 2), B(0,-4) και την παραβολή y2 = 4x.  

α. Να βρείτε την παράμετρο, την εστία και την διευθετούσα της παραβολής. 

β. Να βρείτε το σημείο Μ της παραβολής στο οποίο η εφαπτομένη της είναι παράλληλη στην ΑΒ. 

γ. Αν Μ(1,-2) και Κ είναι το σημείο τομής της εφαπτομένης ευθείας του προηγούμενου 

ερωτήματος με τον άξονα x΄x, να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΜΚ είναι 

παραλληλόγραμμο. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 8 + 8 ) = 2 5  

4.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            1 8 5 70  

 Δίνεται ο κύκλος με εξίσωση x2+y2-4x-8y-5=0 και η ευθεία (ε): 3x-4y=μ, μR. 

 α. Να βρείτε το κέντρο του κύκλου και την ακτίνα του. 

β. Αν η ευθεία ε τέμνει τον κύκλο σε δύο διαφορετικά σημεία Α, Β  
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3 .2   Η  π αρ α βολ ή  

i. Να αποδείξετε ότι -35<μ<15. 

ii. Να βρείτε για ποια τιμή του μ η ευθεία ε διέρχεται από το κέντρο του.  

iii. Να βρεθεί σημείο Γ του κύκλου τέτοιο ώστε, το τρίγωνο ΓΑΒ να είναι ισοσκελές με 

βάση τη χορδή ΑΒ.  

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 5 + ( 7 + 4 + 9 ) ] = 2 5  

5.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            1 8 8 70  

Στο σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση της παραβολής με εξίσωση 2y 4x= , η εφαπτομένη 

της ( )ε  στο σημείο ( )Α 4, 4  και η ΑΚ  κάθετη στην ( )ε . Μία φωτεινή ακτίνα ( )ζ , 

ακολουθώντας πορεία παράλληλη προς τον άξονα της παραβολής, προσπίπτουσα στο σημείο 

Α  και ανακλώμενη πάνω στην καμπύλη (που αντιστοιχεί σε παραβολικό κάτοπτρο) διέρχεται 

από το σημείο Μ . Αν γνωρίζετε ότι η γωνία 1θ  που σχηματίζει η προσπίπτουσα φωτεινή 

ακτίνα ( )ζ  με την ( )ε  και η γωνία 2θ  που σχηματίζει η ανακλώμενη φωτεινή ακτίνα ΑΜ  με 

την ( )ε  είναι ίσες, τότε: 
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3 .2   Η  π αρ α βολ ή  

α. Να βρείτε την εστία και την διευθετούσα της παραβολής. 

β. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  και το σημείο Β  στο οποίο αυτή τέμνει τον άξονα 

x΄x . 

γ. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΜΑΒ  είναι ισοσκελές. 

δ. Να αποδείξετε ότι το σημείο Μ  ταυτίζεται με την εστία της παραβολής. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 7 + 6 ) = 2 5  

6.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            1 9 0 47  

Στην Golden Gate γέφυρα του San Francisco, το κεντρικό καλώδιο θεωρούμε προσεγγιστικά 

ότι αποτελεί τμήμα παραβολής. Οι δύο βασικοί πυλώνες απέχουν μεταξύ τους 1280 m , ενώ το 

ύψος του κάθε πυλώνα σε σχέση με το οδόστρωμα της γέφυρας είναι 160 m . Γνωρίζουμε ότι το 

κατώτερο σημείο του παραβολικού καλωδίου αγγίζει τη γέφυρα στο μέσο της απόστασης των 

δύο πυλώνων. Θεωρούμε ορθογώνιο σύστημα αξόνων, όπως στο σχήμα.  

 

 

 

 

 

 

α. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της παραβολής του κεντρικού καλωδίου σ΄αυτό το σύστημα 

των αξόνων είναι 2x 2560y= . 

β. Να βρείτε τις συντεταγμένες της εστίας  Ε  και την εξίσωση της διευθετούσας ( )δ  της 

παραβολής. 

𝑦′  

𝑥′  

𝑥  

𝑦 

𝑂  
  1280𝑚 

𝛣 
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3 .2   Η  π αρ α βολ ή  

γ. Η εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο ( )Β 640,160  τέμνει τον άξονα y'y  στο σημείο 

Δ . Να αποδείξετε ότι ΕΔ ΕΒ= . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 8 + 8 ) = 2 5  

7.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            2 0 0 90  

 Δίνεται η παραβολή 2y  4x=  και ( )0 0 0Μ x , y , y 0 , ένα σημείο της.  

 α. Αν Α είναι η προβολή του Μ στη διευθετούσα της παραβολής, 

i. Να εκφράσετε τις συντεταγμένες των σημείων Μ και Α συναρτήσει της τεταγμένης 0y

   του σημείου Μ. 

ii. Αν E είναι η εστία της παραβολής, να βρείτε το σημείο Μ για το οποίο  (ΜΑΕ) = 
5

8
τ.μ. 

 β. Αν 
1

Μ ,1 
4

 
 
 

 και ε η εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο Μ, να αποδείξετε ότι το  

τετράπλευρο ΑΜΕΜ΄ είναι ρόμβος, όπου Ε είναι η εστία της παραβολής και Μ΄ το σημείο 

που η ευθεία ε τέμνει τον άξονα x’x.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ΄ [ ( 5 + 1 2 ) + 8 ] = 2 5  

8.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            2 0 0 92  

 Δίνεται η παραβολή y2= 4x, το σημείο της Μ( 
1

4
,  1) και η ευθεία ε του επιπέδου με εξίσωση  

x y
ε : 1 0

3 4
− + = . 

α. i. Να δείξετε ότι η ευθεία ε δεν έχει κοινά σημεία με την παραβολή και να βρείτε την  

απόστασή του σημείου Μ από την ε. 

ii. Αν η ευθεία ε τέμνει τους άξονες x’x  και y’y στα σημεία Γ και Δ αντίστοιχα, να 

δείξετε ότι (ΜΓΔ) = 5 τ.μ. 

β. i. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ευθεία ζ της παραβολής με ζ παράλληλη στην ε. 

ii. Ποια είναι η απόσταση των ευθειών ζ και ε; 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 7 + 5 ) + ( 8 + 5 ) ] = 2 5  ΦΡΟ
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9.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            2 0 6 84  

Ένα σημείο ( )Α ΑΑ x , y  της παραβολής 2C: y 4x=  με 
Α Αx 0,  y 0  , έχει την εξής ιδιότητα: η 

ημιευθεία ΑΕ  τέμνει την διευθετούσα ( )δ  στο σημείο Γ , έτσι όμως ώστε η εστία Ε  της 

παραβολής C , να είναι το μέσο του τμήματος ΑΓ . Επίσης, από το σημείο Α  φέρνουμε κάθετη 

στην διευθετούσα ( )δ  και έστω Β  το σημείο τομής, όπως δείχνει το παρακάτω σχήμα. 

 

 

 

 

 

 

α. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒE είναι ισόπλευρο. 

β. Να αποδείξετε ότι Αx 3=  και Αy 2 3= . 

γ. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από τις κορυφές του τριγώνου ΑΒΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 1 0 + 8 ) = 2 5  

10.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            2 0 8 62  

Δίνονται τα σημεία ( )
1

Μ 2, 2 , Ε 0,
2

 
− − 

 
 και η ευθεία ( )ζ  με εξίσωση 

1
y

2
=  . 

α. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )1ε  που διέρχεται από το σημείο Μ  και σχηματίζει 

γωνία 45  με τον άξονα x΄x . 

β. Να βρείτε την εξίσωση, που εκφράζει το σύνολο των σημείων του επιπέδου, που απέχουν 

ίση απόσταση από το σημείο Ε  και την ευθεία ( )ζ .    
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γ. i. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ( )n  της καμπύλης 2C : x 2y 0+ = , που είναι  

παράλληλη στην ευθεία ( )1ε , με εξίσωση y x 4.= +   

ii. Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση της καμπύλης C  και των ευθειών ( )1ε  και 

( )n . Με τη βοήθεια του σχήματος (ή με οποιονδήποτε άλλον τρόπο)  να αποδείξετε ότι 

η ελάχιστη απόσταση των σημείων της C  από την ευθεία ( )1ε   είναι 
7 2

4
 . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 5 + 6 + ( 7 + 7 ) ] = 2 5  

11.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            2 1 6 53  

Στο παρακάτω ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων, το 1ο τεταρτημόριο αντιστοιχεί σε μια 

θαλάσσια περιοχή και τα υπόλοιπα τεταρτημόρια σε στεριά. Οι ημιάξονες Οx,Οy  οριοθετούν 

ένα λιμάνι. Ένα πλοίο ρυμουλκείται στο λιμάνι, δεμένο με δύο συρματόσχοινα στο ίδιο σημείο 

Π(κ,λ)  του πλοίου. Το ένα από τα δύο ρυμουλκά είναι σταθερό στο σημείο Ε(2,0) και το άλλο 

κινείται ώστε η θέση να περιγράφεται από το σημείο Ρ( 2,λ)− . Η ρυμούλκηση γίνεται με τέτοιο 

τρόπο ώστε κάθε χρονική στιγμή της ρυμούλκησης να ισχύει (ΠΕ) (ΠΡ)= . 

 

 

 

 

 

 

α. Να αποδείξετε ότι το σημείο Ρ( 2,λ)−  κινείται σε σταθερή ευθεία (δ)  της οποίας να βρείτε 

την εξίσωση. 

β. Να αιτιολογήσετε γιατί κάθε χρονική στιγμή της ρυμούλκησης είναι ΠΡ (δ)⊥ . ΦΡΟ
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γ. Να αποδείξετε ότι η πορεία του Π(κ,λ)  είναι παραβολή C  της οποίας να βρείτε την 

εξίσωση. 

δ. Αν 2y 8x=  η εξίσωση της παραβολής C  να αποδείξετε ότι κάθε χρονική στιγμή η 

μεσοκάθετος του ΕΡ  εφάπτεται της παραβολής C  στο σημείο Π .  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 5 + 7 + 8 ) = 2 5  

12.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            2 1 6 90  

 Δίνεται η παραβολή 2C: y 3x= και η ευθεία ε : 3x 4y 10 0+ + = . 

 α. Να αποδείξετε ότι η ευθεία και η παραβολή δεν έχουν κοινά σημεία και να τις σχεδιάσετε. 

 β. Έστω o oM(x , y )  ένα σημείο της παραβολής. Να αποδείξετε ότι η απόστασή του d(M, ε)  

από την ευθεία είναι 
( )

2

0y 2 6
d(M, ε)

5

+ +
= . 

 γ. Να βρείτε το σημείο της παραβολής που είναι το  πιο κοντινό στην ευθεία.  

 δ. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της  παραβολής  στο σημείο που βρήκατε στο ερώτημα γ) 

είναι παράλληλη στην ευθεία ε.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 5 + 4 ) = 2 5  

13.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            2 1 8 83  

Δίνεται η παραβολή  2C:x =4y  και η ευθεία ε:y=x-2  .  

 α. Να βρείτε την εστία Ε και τη διευθετούσα δ της παραβολής. 

β. Να αποδείξετε ότι η ευθεία και η παραβολή δεν έχουν κοινά σημεία. Στη συνέχεια σε ένα 

ορθοκανονικό σύστημα αξόνων  Oxy  να σχεδιαστούν οι γραφικές παραστάσεις της 

παραβολής C  και της ευθείας ε . 

γ. Αν Μx,y)  είναι σημείο της παραβολής , τότε: 

i. Nα αποδείξετε ότι η απόσταση του M από την ευθεία ε είναι d(M,ε)  =

21
x -x+2

4  
2
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ii. Να βρείτε την ελάχιστη απόσταση του σημείου Μ από την ευθεία ε καθώς και τις 

συντεταγμένες του σημείου Μ της παραβολής που απέχει την ελάχιστη απόσταση από 

την ευθεία .  

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 5 = 8 + ( 6 + 6 ) ] = 2 5  

14.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            2 2 2 75  

Δίνεται η παραβολή (C) που έχει εξίσωση  2y  = 4x  (1). 

α. Να σχεδιάσετε πρόχειρα την παραπάνω παραβολή και να γράψετε τις συντεταγμένες της 

εστίας της Ε και την εξίσωση της ευθείας της διευθετούσας δ. 

β. Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το σημείο Α(0 , 2) και  

εφάπτονται στην παραβολή που περιγράφει η εξίσωση (1). 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5  

15.                                               Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            2 2 4 65  

‘Έστω παραβολή C  με κορυφή την αρχή 

των αξόνων Ο και άξονα συμμετρίας τον 

x’x. Η απόσταση της εστίας Ε από την 

διευθετούσα  δ της παραβολής C  είναι 4 

και η γραφική της παράσταση φαίνεται 

στο παρακάτω ορθοκανονικό σύστημα 

αξόνων.  

α. Να δικαιολογήσετε ότι η εστία της 

είναι η Ε(2,0), η διευθετούσα της 

είναι η δ : x=-2 και η εξίσωσή της 

παραβολής είναι 
2y =8x.  

β. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής στο σημείο της Α(2,4) είναι 

η ε:  y=x+2  . 

γ. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από την εστία της παραβολής και 

εφάπτεται στην ευθεία ε στο σημείο της Α(2,4). 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 9 + 7 ) = 2 5  ΦΡΟ
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3 . 3  Η  Ε Λ Λ Ε Ι Ψ Η  

Ο ρ ι σ μ ό ς   Έ λ λ ε ι ψ η ς  

Έστω E  και Ε δύο σημεία ενός επιπέδου.  

Ονομάζεται έλλειψη με εστίες τα σημεία E  και Ε ο γεωμετρικός τόπος  C των σημείων του 

επιπέδου των οποίων το άθροισμα των αποστάσεων από τα E  και Ε είναι σταθερό και μεγαλύτερο 

του  E E .   

Το σταθερό αυτό άθροισμα το συμβολίζουμε, συνήθως, με 2α και την απόσταση των εστιών E  και 

Ε με 2γ.  

H απόσταση E E  ονομάζεται εστιακή απόσταση της έλλειψης. 

 

 

 

 

 

 

 

 

H εξίσωση της έλλειψης C με εστίες τα σημεία E ( γ,0) − , E(γ,0)  και σταθερό άθροισμα   2α    

είναι:   
2 2

2 2

x y
1,

α β
+ =

2 2όπου β α γ= −  
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H εξίσωση της έλλειψης C με εστίες τα σημεία E (0, γ) − , E(0,γ)  και σταθερό άθροισμα   2α   

είναι:  

2 2

2 2

x y
1,

β α
+ =  

όπου 

2 2β α γ= −  

 

 

 

 

 

 

 

 

Ε κ κε ντ ρό τητ α   Έ λ λε ιψης  

Ονομάζουμε εκκεντρότητα της έλλειψης  

2 2

2 2

x y
1

α β
+ =   

και τη συμβολίζουμε με ε, το λόγο  

γ
ε 1

α
=  . 

Οι ελλείψεις που έχουν την ίδια εκκεντρότητα, λέγονται όμοιες. 
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Ε φ α π τ ο μ έ ν η   Έ λ λ ε ι ψ η ς  

• Aν η έλλειψη  C έχει  εξίσωση    

2 2

2 2

x y
1

α β
+ = , 

  τότε η εφαπτομένη της στο σημείο της  
1 1 1M (x ,y )  έχει εξίσωση :       

1 1

2 2

xx yy
1

α β
+ =  

• Αν η έλλειψη  C έχει εξίσωση    

2 2

2 2

y x
1

α β
+ = , 

   τότε η εφαπτομένη της στο σημείο της 
1 1 1M (x ,y )  έχει εξίσωση : 

1 1

2 2

yy xx
1

α β
+ = . 
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3 . 3   Η   Ε Λ Λ Ε Ι Ψ Η   ( 1 2 )  

 

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.3            2 0 7 18  

Δίνεται η έλλειψη C  με εξίσωση 
2 2x y

1
9 25
+ = . 

α. Να βρείτε τις εστίες της. 

β. Να σχεδιάσετε την έλλειψη C  σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων. 

γ. Να σχεδιάσετε στο ίδιο ορθοκανονικό σύστημα τις εφαπτόμενες στις κορυφές της C  και να 

γράψετε τις εξισώσεις τους.   

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.3            2 0 8 65  

Δίνονται οι ελλείψεις 
2 2

2 2

1 2

x y
C : x 4y 4 ,  C :  1

16 4
+ = + =  και οι γραφικές τους παραστάσεις στο 

παρακάτω σχήμα. 

 

α. Να βρείτε τα μήκη των αξόνων και τις εστίες των δύο ελλείψεων. 
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β. Από το σχήμα φαίνεται ότι οι δύο ελλείψεις έχουν την ίδια εκκεντρότητα. Να αποδείξετε 

ότι αυτό είναι αληθές. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 4 + 1 1 ) = 2 5  

3.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.3            2 0 8 83  

Δίνεται η εξίσωση της έλλειψης   C: 16x2 + 25y2 = 400.  

α. Να βρείτε τα μήκη ΒΒ ,  ΑΑ   του μικρού και τον μεγάλου άξονα της έλλειψης, καθώς 

και τις εστίες της Ε και Ε . 

β. Αν Ε’(-3,0) και Ε(3,0), να γράψετε την εξίσωση της παραβολής που έχει εστία το σημείο 

Ε’ και διευθετούσα την ευθεία  που διέρχεται από το Ε και είναι παράλληλη στον άξονα y y . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5  

4.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.3            2 1 3 08  

Σε καρτεσιανό επίπεδο Οxy δίνεται η έλλειψη   
2 2x y

25 16
+   1= . Να βρείτε: 

α. Τις συντεταγμένες των εστιών Ε και Ε΄ της έλλειψης και την απόστασή τους.  

β. Το μήκος του μικρού άξονα και το μήκος του μεγάλου άξονα της έλλειψης. 

γ. Την εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της έλλειψης στο σημείο της Β(0,4) . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 8 + 8 ) = 2 5  

5.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.3            2 1 6 47  

Η έλλειψη C  έχει εστίες τα σημεία Ε(4,0),Ε (́ 4,0)−  και μεγάλο άξονα 10. Να βρείτε: 

α. την εξίσωση της C . 

β. την εκκεντρότητά της C . 

γ. την εξίσωση της εφαπτομένης της C  στο σημείο της 
9

Μ(4, )
5

.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 7 + 8 ) = 2 5  
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6.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.3            2 1 6 48  

Η έλλειψη C  έχει εστίες τα σημεία Ε(3,0),Ε (́ 3,0)−  και διέρχεται από το σημείο 
12

Μ(4, )
5

.  

α. Να αποδείξετε ότι το μήκος του μεγάλου άξονα είναι 10. 

β. Να βρείτε την εξίσωση της C . 

γ. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της C  στο σημείο της 
12

Μ(4, )
5

.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 8 + 7 ) = 2 5  

Δίνεται ότι 1369 37=  

7.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.3            2 2 1 68  

Δίνονται  η παραβολή 
2 2

2 2

x y
y2 = 2px και η έλλειψη   1.

α β
+ =  

α. Αν η παραβολή διέρχεται από το σημείο Α(1,2), να βρείτε: 

i. Την εξίσωση της παραβολής. 

ii. Την εστία Ε της παραβολής. 

β. Να βρεθεί η εξίσωση της έλλειψης με κέντρο το Ο, αν η μια εστία της είναι το σημείο  

Ε(1,0) και ο μεγάλος άξονας της έχει μήκος ίσο με 4.        

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 1 0 + 5 ) + 1 0 ] = 2 5  

8.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.3            2 2 1 92  

Δίνεται η έλλειψη (C) με εξίσωση   
2 2x y

1      (1)
225 81

+ =  

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες των εστιών Ε και Ε΄. 

β. ( )Να αποδείξετε ότι το σημείο Β 0,9  είναι σημείο της έλλειψης.  

γ. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης έλλειψης  στο σημείο της Β ( )0,9 . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 5 + 1 0 ) = 2 5  
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9.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.3            2 2 2 68  

Δίνεται η εξίσωση   
2x

9
  +  

2y

4
 = 1 (1). 

α. Να γράψετε στο τετράδιό σας συμπληρωμένη την παρακάτω πρόταση :  

«Τα σημεία του επιπέδου που επαληθεύουν την εξίσωση (1) βρίσκονται σε μια καμπύλη 

που ονομάζεται  ……………….. Οι  εστίες της Ε και Ε’ , έχουν  συντεταγμένες Ε(….., 

…..) και Ε’(….., …..) . Το μήκος του μεγάλου άξονα είναι ίσο με ….. και η εκκεντρότητα 

της  είναι ίση με ………». 

β. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε η οποία εφάπτεται στην καμπύλη που περιγράφει η 

εξίσωση (1), στο σημείο της Β(0,-2).  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 5 + 1 0 ) = 2 5  

10.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.3            2 2 5 56  

Η έλλειψη του παρακάτω σχήματος έχει κορυφές τα σημεία ( )Α 5 ,  0 − , ( )Α 5 ,  0 , ( )Β 0 ,  4 −    

και  ( )B 0 ,  4 . 

 

 

 

 

 

 

α. Να αποδείξετε ότι: 

i. Τα μήκη των αξόνων της έλλειψης είναι ( )Α'Α 10=  και  ( )Β'Β = 8 . 

ii. Οι εστίες της έλλειψης είναι τα σημεία ( )Ε 3 ,  0  − και ( )  Ε 3 ,  0 . 

 β. Έστω Μ  ένα σημείο της έλλειψης. Να αποδείξετε ότι ( ) ( )  ΜΕ ΜΕ 10+ = . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 0 + 5 ) = 2 5  
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11.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.3            2 2 5 58  

Η έλλειψη του παρακάτω σχήματος έχει εστίες τα σημεία ( )Ε 2 ,  0  −  και  ( )Ε 2 ,  0  και μήκος 

μεγάλου άξονα ( )Α'Α 8= . 

 

 

 

 

 

α. Να αποδείξετε ότι η έλλειψη έχει εξίσωση  
2x

16
 +   

2y

12
 1=  . 

β. Έστω Σ  και Ρ  τα σημεία της έλλειψης που έχουν την ίδια τετμημένη με την εστία ( )Ε 2 ,  0

. Επίσης το  Σ  έχει θετική τεταγμένη και το Ρ  αρνητική τεταγμένη. 

i. Να αποδείξετε ότι ( )Σ 2 ,  3  και  ( )Ρ 2 , 3 − . 

ii. Να βρείτε το μήκος του τμήματος  ΣΡ  . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 1 2 + ( 8 + 5 ) ] = 2 5  
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12.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.3            2 2 5 64  

Δίνονται οι ελλείψεις   

2 2

1

x y
C : 1

12 6
+ =     και    

2 2

2

x y
C : 1

6 12
+ = . 

 

 

 

 

 

 

α. Να αποδείξετε ότι τα σημεία ( )Α 2, 2  και ( )Β 2, 2−  ανήκουν και στις δύο ελλείψεις.  

β. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης 1ε  της έλλειψης 1C  στο σημείο Α και η  

εξίσωση της εφαπτομένης 2ε  της έλλειψης 2C  στο σημείο Β είναι αντίστοιχα 

x 2y 6 0+ − =   και  2x y 6 0− + − =   . 

 γ. Να αποδείξετε ότι οι εφαπτομένες 1ε , 2 ε  είναι κάθετες. 

( Μ ο ν ά δ ε ς  5 )  
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3 . 3   Η   Ε Λ Λ Ε Ι Ψ Η   ( 5 )  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.3            2 0 6 66  

Η τροχιά της Γης γύρω από τον Ήλιο είναι μια έλλειψη με μία εστία τον Ήλιο. Η ελάχιστη 

απόσταση του κέντρου της Γης από το κέντρο του Ήλιου είναι ΡΗ  = 147,5 εκατομμύρια Km  

και η μέγιστη ΑΗ  = 152,5 εκατομμύρια Km . Στο σχήμα θεωρούμε ότι τα σημεία Η και Γ είναι 

τα κέντρα του Ήλιου και της Γης αντίστοιχα. Θεωρούμε ορθογώνιο σύστημα αξόνων με αρχή 

το μέσο του ΗΕ και x 'x  τον μεγάλο άξονα της έλλειψης, ενώ ο άξονας y'y  είναι η 

μεσοκάθετος του ΗΕ. Τέλος, η ευθεία ΓΔ είναι η κάθετη στην εφαπτομένη της έλλειψης στο 

σημείο Γ. 

 

 

 

 

 

 

 

α. Να αποδείξετε ( )ΡΑ 300 km= , ( )HE 5 km=  και ότι η εκκεντρότητα της έλλειψης είναι 

1
ε

60
= . 

β. Για μια τυχαία θέση της Γης πάνω στην ελλειπτική τροχιά, να υπολογίσετε την περίμετρο 

του τριγώνου ΗΓΕ. 
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3 .3   Η   έ λ λε ιψη  

γ. Αν ονομάσουμε t ' t  την εφαπτομένη ευθεία της έλλειψης στο Γ, να αποδείξετε ότι οι 

γωνίες    t ' Γ̂H   και tΓ̂E  είναι ίσες. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 8 + 7 ) = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.3            2 0 7 22  

Έστω Κ(x, y)  μεταβλητό σημείο του επιπέδου για το οποίο ισχύει (ΚΕ) (ΚΕ )́ 10+ = , όπου 

Ε(3,0) και Ε΄(-3,0).  

α. Να βρείτε το είδος της καμπύλης C  πάνω στην οποία κινείται το σημείο Κ  και να 

γράψετε την εξίσωσή της, αιτιολογώντας την απάντησή σας.  

Έστω 
2 2x y

C : 1
25 16

+ =  και (ε) :3x 5y 25+ = . 

β. Να αποδείξετε ότι C  και (ε)  έχουν ένα μόνο κοινό σημείο Μ  και να βρείτε τις 

συντεταγμένες του σημείου Μ . 

γ. Να ερμηνεύσετε γραφικά το συμπέρασμα του ερωτήματος γ) και να σχεδιάσετε στο ίδιο 

ορθοκανονικό σύστημα την έλλειψη C  και την ευθεία ε . 

 δ. Να σχεδιάσετε τη διχοτόμο της γωνίας ˆΕΜΕ΄ και να βρείτε την εξίσωσή της .  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 7 + 6 + 6 ) = 2 5  

3.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.3            2 0 7 26  

Ένας κατασκευαστής μπιλιάρδων θέλει να κατασκευάσει ένα ελλειπτικό μπιλιάρδο όπως αυτό 

του παρακάτω σχήματος (σχήμα 1). Το περίγραμμα του μπιλιάρδου είναι έλλειψη με εστίες τα 

σημεία Ε(3,0)  και Ε (́ 3,0)− . Η μοναδική τρύπα του μπιλιάρδου έχει σχήμα κύκλου (ο μαύρος 

κύκλος στο σχήμα 1) με κέντρο το σημείο Ε΄. Για να σχεδιάσει ο κατασκευαστής το 

περίγραμμα του μπιλιάρδου πάνω σε μία ξύλινη επίπεδη επιφάνεια, τοποθέτησε στα σημεία Ε  

και Ε΄ δύο καρφιά στα οποία έδεσε τις άκρες ενός σχοινιού μήκους 10 μονάδων μήκους. Στη 

συνέχεια με ένα μολύβι διατηρούσε το σχοινί τεντωμένο, ώστε αυτό, κατά την κίνησή του, να 

διαγράψει έλλειψη C  όπως φαίνεται στο παρακάτω (σχήμα 2). ΦΡΟ
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α. Να βρείτε τα μήκη του μεγάλου και του μικρού άξονα της έλλειψης C . 

β. Να γράψετε την εξίσωση της έλλειψης C  και να βρείτε την εκκεντρότητά της. 

γ. Ένας παίκτης τοποθετεί μια άσπρη μπάλα (ο άσπρος κύκλος στο σχήμα 1) ακριβώς στο 

σημείο Ε . Σκοπεύει να χτυπήσει την άσπρη μπάλα ώστε αφού αυτή προσκρούσει πρώτα 

στο ελλειπτικό περίγραμμα του μπιλιάρδου, στη συνέχεια να πέσει στην τρύπα. Αν 

θεωρήσουμε ότι ο παίκτης θα χτυπήσει με όση δύναμη απαιτείται για να φτάσει η μπάλα 

στην τρύπα και το χτύπημα θα είναι στο κέντρο της μπάλας ώστε αυτή να κυλά χωρίς να 

περιστρέφεται, να βρείτε σε ποιο σημείο της έλλειψης C  πρέπει να σημαδέψει, ώστε με 

ένα μόνο χτύπημα η μπάλα να μπει στην τρύπα: 

1. μόνο στα άκρα του μεγάλου άξονα 

2. μόνο στα άκρα του μικρού άξονα 

3. μόνο στα άκρα του μικρού άξονα και στο ένα άκρο του μεγάλου άξονα 

4. σε οποιοδήποτε σημείο της C  εκτός από το ένα άκρο του μεγάλου άξονα 

Επιλέξτε τη μοναδική σωστή απαντήσεις αιτιολογώντας την απάντησή  σας. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 5 + 1 0 ) = 2 5  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                              Σχήμα 1 

 M

 E E΄

 
 
 
 
                       Σχήμα 2 
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4.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.3            2 1 6 55  

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η έλλειψη C  με κέντρο το Ο(0,0) , εστίες τα σημεία Ε, Ε΄  και 

κορυφές τα σημεία Α(5,0),Α (́ 5,0),Β,Β΄− . Αν είναι γνωστό ότι το τετράπλευρο ΒΕΒ΄Ε΄  είναι 

τετράγωνο, να βρείτε:  

 

 

 

 

 

 

 

α. τις συντεταγμένες των σημείων Β,Β ,́Ε,Ε΄ .  

β. την εξίσωση της έλλειψης C . 

γ. Έστω Μ  τυχαίο σημείο της C , που δεν ταυτίζεται με κάποιο από τα Α,Α΄ .  

i. να αποδείξετε ότι όλα τα τρίγωνα ΕΜΕ΄ έχουν την ίδια περίμετρο την οποία να 

προσδιορίσετε. 

ii. να βρείτε τις συντεταγμένες του Μ  για τις οποίες το εμβαδόν του τριγώνου ΕΜΕ΄ 

παίρνει τη μέγιστη τιμή του, την οποία και να προσδιορίσετε. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 8 + 7 + ( 5 + 5 ) ] = 2 5  
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3 .3   Η   έ λ λε ιψη  

5.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.3            2 2 2 73  

Δίνεται η έλλειψη με εξίσωση   
2x

9
  +  

2y

4
 = 1 (1). 

α. Να προσδιορίσετε δικαιολογώντας την απάντησή σας τις συντεταγμένες : 

i. Των σημείων που η έλλειψη τέμνει τους άξονες x’x και y’y. 

ii. Των εστιών Ε και Ε’ της έλλειψης. 

β. Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το σημείο Α(0 , 4) και εφάπτονται 

στη καμπύλη που περιγράφει η εξίσωση (1). 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5  
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3 .4   Η  υ περ βολ ή  

3 . 4  Η  Υ Π Ε Ρ Β Ο Λ Η  

Ο ρ ι σ μ ό ς   Υ π ε ρ β ο λ ή ς  

Έστω E  και Ε  δύο σημεία ενός επιπέδου.  

Ονομάζεται υπερβολή με εστίες τα σημεία E  και Ε ο γεωμετρικός τόπος C των σημείων του 

επιπέδου των οποίων η απόλυτη τιμή της διαφοράς των αποστάσεων από τα E  και Ε είναι σταθερή 

και μικρότερη του (E E) .  

 

 

 

 

 

 

 

Την απόλυτη τιμή της διαφοράς των αποστάσεων  κάθε  σημείου  της  υπερβολής  από  τις  εστίες 

την παριστάνουμε συνήθως  με  2α,  ενώ  την  απόσταση  των  εστιών  με  2γ.  

Η  απόσταση  E E  ονομάζεται εστιακή απόσταση  της υπερβολής. 
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3 .4   Η  υ περ βολ ή  

H εξίσωση της υπερβολής  C με εστίες τα σημεία E ( γ,0) − , E(γ,0) , και σταθερή διαφορά  2α  

είναι :  

2 2

2 2

x y
1

α β
− = ,     όπου     

2 2β γ α= −  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H εξίσωση της υπερβολής C με εστίες τα σημεία  E (0, γ) − , E(0,γ)  και σταθερή διαφορά  2α , 

είναι : 

2 2

2 2

y x
1

α β
− = ,     όπου     

2 2β γ α= − . 

 

• Τέλος, αν είναι α β= , τότε η υπερβολή λέγεται ισοσκελής και η εξίσωσή της γράφεται:   

2 2 2x y α− = . 
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3 .4   Η  υ περ βολ ή  

Α σ ύ μ π τ ω τ ε ς   Υ π ε ρ β ο λ ή ς  

Oι ασύμπτωτες της υπερβολής  

2 2

2 2

x y
1

α β
− =  

είναι οι ευθείες :   

β β
y x    και      y x

α α
= = −  

 

 

 

 

 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Ένας μνημονικός κανόνας για να βρίσκουμε κάθε φορά τις ασύμπτωτες μιας υπερβολής είναι ο 

εξής: Παραγοντοποιούμε το πρώτο μέλος της εξίσωσης της υπερβολής και εξισώνουμε κάθε 

παράγοντα με μηδέν. 

Ε κ κ ε ν τ ρ ό τ η τ α   Υ π ε ρ β ο λ ή ς  

Ονομάζουμε εκκεντρότητα της υπερβολής  

2 2

2 2

x y
1

α β
− = , και τη συμβολίζουμε με ε, το λόγο 

γ
ε 1

α
=  . 
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Ε φ α π τ ο μ έ ν η   Υ π ε ρ β ο λ ή ς  

Aν η υπερβολή  C έχει  εξίσωση    

2 2

2 2

x y
1

α β
− = , 

τότε η εφαπτομένη της στο σημείο της  
1 1 1M (x , y )   έχει εξίσωση : 

1 1

2 2

xx yy
1

α β
− =  

Αν η υπερβολή  C έχει εξίσωση    

2 2

2 2

y x
1

α β
− = , 

τότε η εφαπτομένη της στο σημείο της 
1 1 1M (x , y )  έχει εξίσωση : 

1 1

2 2

yy xx
1

α β
− =  
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3 . 4   Η  υ περ βολ ή  

3.4 Η  ΥΠΕΡΒΟΛΗ  (15)  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.4            1 6 1 28  

Δίνεται η υπερβολή   ( )
2 2x y

C : 1
16 9

− = . 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες των εστιών   Ε΄ και Ε. 

β. Αν το N είναι τυχαίο σημείο της  ( )C , να βρείτε την τιμή της διαφοράς (ΝΕ )́ (ΝΕ)−   

γ. Να σχεδιάσετε την υπερβολή  ( )C . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 5 + 5 ) = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.4            1 7 9 42  

Δίνεται η κωνική τομή με εξίσωση  
2 2x y

( C )  1.
4 9
− =  

α. Να προσδιορίσετε το είδος της κωνικής τομής και να βρείτε μία εστία της. 

β. Να εξετάσετε αν το σημείο Μ(1,2022) μπορεί να ανήκει στην ( )C . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5  

3.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.4            2 0 7 21  

Δίνεται η υπερβολή C  με εξίσωση 
2 2x y

1
9 16
− = . 

α. Να βρείτε τις εστίες της C . 

β. Να βρείτε τις εξισώσεις των ασυμπτώτων της C . 

γ. Να σχεδιάσετε την υπερβολή C  και τις ασύμπτωτές της στο ίδιο σύστημα αξόνων. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  
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3 . 4   Η  υ περ βολ ή  

4.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.4            2 0 8 69  

Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται η υπερβολή 2 2C: x y 1− = , η εστία της Ε , η εφαπτομένη της 

ζ  στο σημείο ( )Α 1,0  και το σημείο Γ  στο οποίο αυτή τέμνει την ασύμπτωτη ευθεία 1ε  της 

υπερβολής. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α. Να βρείτε τις εστίες Ε , Ε  και τις ασύμπτωτες 
1 2ε , ε  της υπερβολής.  

β. i. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ζ . 

ii. Να αποδείξετε ότι το σημείο Γ  έχει συντεταγμένες ( )1,1 . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 7 + 8 ) = 2 5  
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5.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.4            2 1 2 18  

Δίνονται οι υπερβολές ( ) ( )2 2 2 2

1 2C : x y 1, C : y x 1. − = − =  

α. Να αποδείξετε ότι οι εστίες της 1C είναι οι ( ) ( )1 1Ε 2,0 ,E ' 2,0 .−  

β. Αν 
2 2Ε ,Ε '  οι εστίες της 2C τότε να αποδείξετε ότι το 

1 2 1 2E E E' E' είναι τετράγωνο. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5  

6.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.4           2 1 64 9  

Η υπερβολή C  έχει εστίες τα σημεία (5,0), ( 5,0)΄  −  και εκκεντρότητα 
5

4
. Να βρείτε: 

α. την εξίσωση της C . 

β. τις εξισώσεις των ασύμπτωτων της C . 

γ. την εξίσωση της εφαπτομένης της C  στο σημείο της 
9

(5, )
4

 .  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 8 + 7 ) = 2 5  

7.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.4            2 1 6 51  

Η υπερβολή C  έχει εστίες τα σημεία Ε(5,0),Ε (́ 5,0)−  και διέρχεται από το σημείο  Α(4,0) .  

α. Να αποδείξετε ότι έχει εκκεντρότητα 
5

4
. 

β. Να βρείτε την εξίσωση της C . 

γ. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της C  στο σημείο της 
9

Μ(5, )
4

.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 8 + 7 ) = 2 5  
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8.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.4            2 2 0 51  

Δίνεται η υπερβολή  2 2x y 1− = . Να αποδείξετε για τις ασύμπτωτες ευθείες 1ε  και 2ε  της 

υπερβολής ότι: 

 

α. Συμπίπτουν με την διχοτόμο του 1ου και 3ου τεταρτημορίου και την διχοτόμο του 2ου και 4ου 

τεταρτημορίου, αντίστοιχα. 

β. Είναι ευθείες κάθετες μεταξύ τους. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 3 + 1 2 ) = 2 5  

9.                                                 Θ Ε Μ Α  Β                   3.4            2 2 1 69  

Δίνεται η υπερβολή   
2 2

2 2

x y

α β
−  = 1 με ασύμπτωτη την y =  

3

4
 x. Η απόσταση των κορυφών της 

Α και Α΄ είναι 8. 

α. i. Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής. 

ii. Ποιες είναι οι εστίες της υπερβολής; 
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 β. Να βρείτε την εφαπτομένη της   
2 2x y

16 9
−   = 1 στο σημείο της (5,

9
 

4
). 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 1 0 + 5 ) + 1 0 ] = 2 5  

10.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.4            2 2 1 96  

Δίνεται η υπερβολή (C) με εξίσωση  2 2x y 25      (1)− =  

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες των εστιών Ε και Ε΄. 

β. Να βρείτε τις ασύμπτωτες (ε1), (ε2) της υπερβολής. 

γ. Τι γωνία σχηματίζουν οι ασύμπτωτες (ε1), (ε2); Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 0 + 5 ) = 2 5  

11.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.4            2 2 2 69  

Δίνεται η υπερβολή με εξίσωση :  
2

2x
y ).

4
1 (1− =     

α. Να προσδιορίσετε δικαιολογώντας την απάντησή σας : 

i. Τις συντεταγμένες των εστιών της. 

ii. Την εκκεντρότητά της. 

iii. Τις εξισώσεις των ασύμπτωτων της υπερβολής. 

β. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που εφάπτεται στην υπερβολή στο σημείο της,  

Α(
1

5,  
 2

).   

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 5 + 1 0 ) = 2 5  

12.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.4            2 2 5 59  

Η υπερβολή στο παρακάτω σχήμα έχει εστίες τα 

σημεία ( )Ε' 10 ,  0−  και ( )Ε 10 ,  0  και κορυφές τα 

σημεία ( )Α' 8 ,  0−  και  ( )Α 8 ,  0 .   
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3 . 4   Η  υ περ βολ ή  

α. Να αποδείξετε ότι η υπερβολή έχει εξίσωση  
2x

64
 −  

2y

36
  1= . 

β. Έστω  Μ  ένα σημείο της υπερβολής. 

i. Να αποδείξετε ότι ( ) ( )ΜΕ' ΜΕ 16− = . 

ii. Αν ( )ΜΕ 9= , να βρείτε την απόσταση του σημείου Μ  από την εστία  Ε' . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 1 2 + ( 8 + 5 ) ] = 2 5  

13.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.4            2 2 5 61  

Στο παρακάτω σχήμα η υπερβολή C  έχει εξίσωση 2 2x y 9− = , οι ευθείες 1δ  και 2 δ  είναι οι 

ασύμπτωτες της C  και η ε  είναι η εφαπτομένη της C  στo σημείο της  ( )Μ 5 ,  4 . 

 

 

 

 

α. Να αποδείξετε ότι: 

i. Οι εξισώσεις των ασυμπτώτων είναι 1δ :  y x=   και  2δ :  y x= − . 

ii. Η εξίσωση της εφαπτομένης στο Μ  είναι ε :  5x 4y 9− = . 

β. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου τομής των ευθειών ε  και 1δ  καθώς και τις 

συντεταγμένες του σημείου τομής των ευθειών ε  και 2 δ  . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 8 + 8 ) + 9 ] = 2 5  
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3 . 4   Η  υ περ βολ ή  

14.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.4            2 2 5 66  

Δίνεται η υπερβολή με εξίσωση   2 24x y 4. − =  

 α. Να αποδείξετε ότι οι συντεταγμένες της κορυφής της υπερβολής είναι Α(1,0) και A΄(-1,0) 

β. Να αποδείξετε ότι οι ασύμπτωτες της υπερβολής είναι οι y 2x=    και  y 2x= − . 

γ. Να αποδείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται από την κορυφή  Α και είναι παράλληλη προς την 

ασύμπτωτη y 2x= −  έχει εξίσωση y 2x 2= − + . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 9 + 8 ) = 2 5  

15.                                               Θ Ε Μ Α  Β                   3.4            2 2 5 67  

Στο καρτεσιανό επίπεδο Οxy  η υπερβολή C:   
2

2

x

α
 −  

2

2

y

β
  1=  τέμνει τον άξονα x'x  στα 

σημεία ( )Α' 4 ,  0−  και  ( )Α 4 ,  0  και έχει ασύμπτωτες τις ευθείες  y =  
3

4
 x  και y = −  

3

4
 x  .   

 

 

 

 

 

α. Να αποδείξετε ότι: 

i. α 4=  και  β 3=  , 

ii. οι εστίες της  C  είναι τα σημεία ( )Ε' 5 ,  0−  και ( )Ε 5 ,  0 . 

 β. Να σχεδιάσετε το παρακάτω σχήμα, συμπληρώνοντάς το με την παραπάνω υπερβολή C  .    

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 1 0 + 1 0 ) + 5 ] = 2 5  
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3 .4   Η   υ περ βολ ή  

3 . 4   Η   Υ Π Ε Ρ Β Ο Λ Η   ( 4 )  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.4            2 0 6 53  

Κατά τη διάρκεια μιας επιχείρησης εντοπισμού ενός αγνοούμενου σε μια αχανή δασώδη 

επίπεδη περιοχή, δύο παρατηρητές 1M  και 
2M  βρίσκονται σε διαφορετικά σημεία. O 

αγνοούμενος εκτοξεύει φωτοβολίδες που διαθέτει και οι δύο παρατηρητές σημειώνουν τις 

χρονικές στιγμές που ακούνε τον ήχο της εκπυρσοκρότησης του όπλου. Είναι γνωστό ότι ο 

παρατηρητής 1M  ακούει σε όλες τις εκρήξεις τον ήχο με διαφορά 4 sec  αργότερα από τον 

παρατηρητή 
2M . 

 

 

 

 

 

 

 

α. Αν ονομάσουμε Ρ  την θέση του αγνοούμενου, να αποδείξετε ότι 

( ) ( )1 2ΡΜ ΡΜ 1360 m− = . Θεωρούμε ότι η ταχύτητα διάδοσης του ήχου είναι 340 m / sec . 

β. Να αποδείξτε ότι η θέση Ρ  του αγνοούμενου ανήκει σε έναν κλάδο υπερβολής με εστίες 

τα σημεία 1M  και 2M .  
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3 .4   Η   υ περ βολ ή  

γ. Αν γνωρίζουμε ότι η απόσταση ( )1 2M M  είναι 1378 m , να αποδείξετε ότι αυτή η υπερβολή 

έχει εξίσωση 
2 2

2 2

x y
1

680 111
− = , θεωρώντας ως άξονα x΄x  την ευθεία 

1 2M M  και κέντρο της 

υπερβολής την αρχή των αξόνων. Δίνεται ότι 237 1369= . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.4            2 1 6 56  

Έστω υπερβολή C  με κέντρο το (0,0) , εστίες τα σημεία Ε(5,0),Ε (́ 5,0)−  και κορυφές τα 

σημεία Α(4,0),Α (́ 4,0)− .  

α. Να βρείτε:  

i. τις εξισώσεις των ασυμπτώτων της υπερβολής C . 

ii. την εξίσωση της υπερβολής C . 

β. Να σχεδιάσετε στο ίδιο ορθοκανονικό σύστημα, την υπερβολή C , τις ασύμπτωτες της C  

και το ορθογώνιο βάσης της C .  

γ. Αν Μ  τυχαίο σημείο της C , να βρείτε την τιμή της παράστασης ( ) ( )ΜΕ ΜΕ΄− .  

δ. Αν Μ( 80,6)  σημείο της C , να βρείτε την εξίσωση της διχοτόμου της γωνίας ˆΕΜΕ΄. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 3 + 3 ) + 9 + 5 + 5 ] = 2 5  
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3 .4   Η   υ περ βολ ή  

3.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.4            2 2 1 74  

Πλανήτης κινείται πάνω σε επίπεδο, ελλειπτικά γύρω από τον ήλιο του. Στο καρτεσιανό 

επίπεδο ο ήλιος βρίσκεται στην εστία της έλλειψης Ε(γ,0), ενώ η άλλη εστία είναι στο  Ε΄(-γ,0). 

Η εκκεντρότητα της τροχιάς είναι 0,6 ενώ ο μεγάλος άξονας 10.       

 

 

 

 

 

 

 

α. Να βρεθεί η εξίσωση της τροχιάς. 

β. Θεωρούμε ότι ο πλανήτης κινείται πάνω στην 
2 2x y

1
25 16

+ = . 

i. Τη στιγμή που ο πλανήτης βρίσκεται στο σημείο Γ
16

3,
5

 
 
 

 εκπέμπεται από αυτόν σήμα 

που κινείται κατά τη διεύθυνση της εφαπτομένης της τροχιάς του προς τη μεριά του 

άξονα Οy. Να εξετάσετε αν αυτό το σήμα θα περάσει από το σημείο Δ(0,5). 

ii. Κομήτης κινείται στο ίδιο επίπεδο με τον πλανήτη και πάνω στην καμπύλη 
2 2x y

1
25 16

− =  

με x > 0. Ποια είναι τα σημεία συνάντησης των δύο τροχιών; 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 9 + ( 9 + 7 ) ] = 2 5  
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3 .4   Η   υ περ βολ ή  

4.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.4            3 2 2 06  

Η υπερβολή C  έχει εστίες τα σημεία Ε(5,0),Ε (́ 5,0)−  και διέρχεται από το σημείο  
9

Μ(5, )
4

.  

α. Να αποδείξετε ότι έχει εκκεντρότητα 
5

4
. 

β. Να βρείτε την εξίσωση της C . 

γ. Να βρείτε την εξίσωση της διχοτόμου της γωνίας ˆΕΜΕ .  

δ. Να βρείτε το συνημίτονο της οξείας γωνίας που σχηματίζουν οι ασύμπτωτές της.  

Δίνεται ότι 1681 41= . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 6 + 6 + 6 ) = 2 5  

ΦΡΟ
ΝΤΙ

ΣΤ
ΗΡΙ

Α 
ΑΡ

ΓΥ
ΡΗ

 Σ
ΙΡ

ΔΑ
ΡΗ



 

154 

3 . 5   H  ε ξ ίσ ωση   

3 . 5   H  Ε Ξ Ι Σ Ω Σ Η  2 2Αx +By +Γx+Δy+E=0   ( 1 )  

1.                                                 Θ Ε Μ Α  Δ                   3.5            2 1 6 57  

Έστω υπερβολή C  με κέντρο το (0,0) , εστίες πάνω στον άξονα xx΄  της οποίας το ορθογώνιο 

βάσης είναι τετράγωνο. 

α. Να βρείτε:  

i. τις εξισώσεις των ασυμπτώτων της C . 

ii. την εκκεντρότητα της C . 

β. Αν η υπερβολή διέρχεται από το σημείο (2,0)  και (ζ)  τυχαία ευθεία παράλληλη σε κάποια 

εκ των ασύμπτωτων της C  (που δεν ταυτίζεται με κάποια από αυτές),  

i. να δείξετε ότι η (ζ)  έχει ένα μόνο κοινό σημείο με την C . 

ii. είναι η ευθεία (ζ)  εφαπτόμενη της C ; Αιτιολογείστε την απάντησή σας. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 6 + 6 ) + ( 8 + 5 ) ] = 2 5  

Σ χ ε τ ι κ ή  Θ έ σ η  Ε υ θ ε ί α ς  κ α ι  Κ ω ν ι κ ή ς  

Ας θεωρήσουμε μία ευθεία y λx β= +  και μία κωνική τομή 2 2Αx + By + Γx +Δy + E = 0 . 

Η ευθεία ε και η κωνική C έχουν το πολύ δύο κοινά σημεία, αφού το σύστημα 

2 2

y λx β (1)

Αx + By + Γx + Δy + E = 0 (2)

= +



 

έχει το πολύ δύο διακεκριμένες λύσεις. 

Για την επίλυση του συστήματος θέτουμε στη (2), όπου y λx β= + , οπότε προκύπτει μια 

δευτεροβάθμια εξίσωση. 

— Αν η εξίσωση αυτή έχει δύο ρίζες άνισες ή μια απλή ρίζα (όταν είναι 1ου βαθμού), τότε η ευθεία  

και η κωνική τέμνονται. 

— Αν η εξίσωση έχει δύο ρίζες ίσες, δηλαδή αν είναι 2ου βαθμού με διακρίνουσα Δ=0, τότε  

αποδεικνύεται ότι η ευθεία εφάπτεται της κωνικής. 

—Τέλος, αν η εξίσωση δεν έχει ρίζες, τότε η ευθεία και η κωνική δεν έχουν κοινά σημεία.  ΦΡΟ
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1.                                                 Θ Ε Μ Α  A                                    2 1 1 52  

Α. Να χαρακτηρίσετε καθεμιά από τις προτάσεις που ακολουθούν ως Σωστή (Σ) ή Λανθασμένη 

(Λ), γράφοντας στην κόλλα σας, δίπλα στον αριθμό που αντιστοιχεί σε καθεμιά από αυτές το 

γράμμα Σ αν η πρόταση είναι Σωστή, ή το γράμμα Λ αν αυτή είναι Λάθος. 

i. Κάθε διάνυσμα στον χώρο είναι ίσο με τη διανυσματική ακτίνα του πέρατος μείον τη 

διανυσματική ακτίνα της αρχής. 

ii. Η ευθεία που διέρχεται από το σημείο Α(xo,yo) και είναι παράλληλη στον άξονα x΄x  

έχει εξίσωση  0x x= . 

iii. Η ευθεία με εξίσωση Ax By Γ 0+ + =  είναι παράλληλη στο διάνυσμα ( )η Α,Β= . 

iv. Η παραβολή με εξίσωση 2y 4x=  έχει εστία το σημείο Ε(1,0).  

v. Η εφαπτομένη του κύκλου 2 2 2x y ρ+ =  στο σημείο του Α(x1,y1) έχει εξίσωση 

2

1 1xx yy ρ+ = .  

Μ ο ν ά δ ε ς   1 0  

Β. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο ( )0 0Α x , y  και έχει 

συντελεστή διεύθυνσης λ είναι   
0 0y y λ(x x )− = − . 

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  A                                    2 1 9 73  

Α. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στην κόλλα σας δίπλα στον 

αριθμό που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη ΣΩΣΤΟ, αν η πρόταση είναι σωστή ή 

ΛΑΘΟΣ, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

i. Αν ισχύει α λ β= τότε υποχρεωτικά α //β . 

ii. Η εφαπτομένη του κύκλου C: x2 + y2 = ρ2  σε ένα σημείο του Α (x1, y1),  έχει εξίσωση 

xx1 + yy1 = ρ2. 

iii. Η διευθετούσα της  παραβολής y2 =2px, έχει εξίσωση x = - 
𝑝

2
. 

iv. Η εκκεντρότητα μιας έλλειψης είναι μικρότερη της μονάδας.  

v. Η εξίσωση:  x2  + y2  = α2 είναι εξίσωση ισοσκελούς υπερβολής. 

Μ ο ν ά δ ε ς   1 0  

Β. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο Α(x0, y0) και έχει 

συντελεστή διεύθυνσης λ είναι 0 0y y λ(x x )− = − . 

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  ΦΡΟ
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1.                                                 Θ Ε Μ Α  Γ                   2.3           1 5 15 2  

Δίνονται τα σημεία ( ) ( )Α 1,3 ,  Β 2,2−  και η ευθεία   ε :  3x y α 0+ + =  με α . 

α. Να βρεθεί η απόσταση του σημείου Α από το σημείο Β. 

β. Για ποιες τιμές του α, η απόσταση ΑΒ είναι ίση με την απόσταση του σημείου Α από την 

ευθεία ε. 

γ. Για α 4=  να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ , όπου Γ το σημείο τομής της ευθείας ε 

με τον άξονα y΄y . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 8 + 1 2 ) = 2 5  

2.                                                 Θ Ε Μ Α  Γ                   2.2            1 5 1 78  

Δίνεται η εξίσωση ( ) ( ) ( )μ 1 x μ 2 y 0,  μ   1+ + + =    . 

α. i. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( )1   παριστάνει ευθεία για κάθε μ .  

ii. Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες που ορίζονται από την εξίσωση ( )1  διέρχονται από 

την αρχή των αξόνων. 

β. i. Πότε η εξίσωση ( )1   παριστάνει ευθεία που έχει συντελεστή διεύθυνσης 0 ; Ποια είναι  

η εξίσωσή της; 

ii. Πότε η εξίσωση ( )1   παριστάνει ευθεία για την οποία δεν ορίζεται συντελεστής 

διεύθυνσης; Ποια είναι η εξίσωσή της; 

γ. Να βρείτε για ποια τιμή του πραγματικού αριθμού μ , προκύπτει ευθεία η οποία    

σχηματίζει γωνία 45  με τον άξονα x΄x . Ποια είναι η εξίσωσή της; 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 8 + 2 ) + ( 3 + 3 ) + 9 ] = 2 5 )  
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3.                                                 Θ Ε Μ Α  Γ                   1.4            1 7 9 44  

Δίνεται η υπερβολή με εξίσωση της μορφής  ( )
2 2

2 2

x y
C : 1

a β
− = ,  εστιακή απόσταση  ΕΕ' 2 7=  

και εκκεντρότητα  
7

ε .
2

=  

α. Να αποδείξετε ότι  α 2,β 3.= =  

β. i. Να βρείτε τις συντεταγμένες των κορυφών  A,A'   της υπερβολής (C).  

ii. Να βρείτε τις εξισώσεις των ασύμπτωτων ευθειών της  υπερβολής (C).  

γ. Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων την υπερβολή (C), τις ασύμπτωτές της, τις εστίες 

της και τις κορυφές της. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 8 + ( 4 + 4 ) + 9 ] = 2 5  

4.                                                 Θ Ε Μ Α  Γ                   1.4            1 8 2 43  

Θεωρούμε τα διανύσματα  α , β   με  α 2= ,  β 4=  , 
π

α , β
3

 
= 

 
  και τα διανύσματα  

γ α β= −  και δ 2α β= + . 

α. Να βρείτε το α β . 

β. Να βρείτε το γ δ . 

γ. Να βρείτε τα γ , δ   

δ. Να βρείτε τη γωνία (γ , δ)


. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 7 + 8 + 5 ) = 2 5  
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5.                                                 Θ Ε Μ Α  Γ                   3.2            2 0 8 66  

Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση μιας παραβολής (c), που έχει κορυφή 

την αρχή των αξόνων, άξονα συμμετρίας τον y΄y και διέρχεται από το σημείο Α(1,2). 

 

α. Να βρείτε την εξίσωση, την εστία και την διευθετούσα της παραβολής. 

β. Να βρείτε το συμμετρικό του σημείου Α ως προς τον άξονα της παραβολής. 

γ. i. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της παραβολής στο σημείο Α′(−1,2). 

ii. Να βρείτε το σημείο τομής της (ε) με τον άξονα y΄y και στη συνέχεια να την 

σχεδιάσετε. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 6 + 4 + ( 8 + 7 ) ] = 2 5  
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Θ Ε Μ Α Τ Α   Γ  

1.                      Θ Ε Μ Α  Γ  

 Δίνονται τα διανύσματα α και β με α 3 και β 2= = για τα οποία ισχύει   

( ) ( )7α 3β α 6β+ ⊥ + . 

Γ1. Να δείξετε ότι α β 3 = − και να βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων α ,β
 
 
 

 

Γ2. Αν είναι γ α 3 β= +   να δείξετε ότι γ 3 3=  και να βρείτε τη γωνία γ ,β 
 
 

  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 5 ) = 2 5  

2.                      Θ Ε Μ Α  Γ  

 Έστω α 1=  και  β 2=   και  3α β α β+ = −  . Να βρείτε: 

Γ1. Το εσωτερικό γινόμενο α β .  

Γ2. Τη γωνία ( )α, β



. 

Γ3. Το λ , ώστε τα διανύσματα   ν α λβ= +  και  u α 2β= +  να είναι  κάθετα. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 5 + 1 2 ) = 2 5  

3.                      Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται  τα διανύσματα  α,β   και γ  τέτοια ώστε    

α 2= ,  β 5=  , ( ) οα, β 60



=   και 2(γ 3α) 0− = . 

Γ1. Να υπολογίσετε το  εσωτερικό γινόμενο  α β  . 

Γ2. Να αποδείξετε ότι  γ α  και να βρείτε το μέτρο του διανύσματος  γ  .  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 5 ) = 2 5  
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4.                      Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται τα διανύσματα α και β τέτοια ώστε,   α =2 , β =3 και 
2π

α,β
3

  = 
 

. Να βρείτε: 

Γ1. το εσωτερικό γινόμενο α β . 

Γ2. το μέτρο του διανύσματος w 3α β= + . 

Γ3. τη γωνία των διανυσμάτων α και w . 

Γ4. την τιμή του πραγματικού αριθμού λ, για τον οποίο τα διανύσματα u λα β= +  και v α β= − , 

είναι κάθετα. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 6 + 7 + 7 ) = 2 5  

5.                      Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται τα διανύσματα  α  και β   τέτοια, ώστε      α 2= , β 3=  και 
2π

α , β
3

 
= 

 
. 

Αν  είναι  u 3α 2β= + , τότε: 

Γ1. Να δείξετε ότι τα διανύσματα  α β 3 = −  

Γ2. Να δείξετε ότι: u 6= . 

Γ3. Να δείξετε ότι:  
π

u , α
3

 
= 

 
 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 8 + 1 2 ) = 2 5  

6.                      Θ Ε Μ Α  Γ  

 Έστω α και β  δυο διανύσματα για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις: 

( ) ( )α β 3,4  και  3α β 1,8+ = − = . 

Γ1. Να αποδείξετε ότι ( ) ( )α 1,3  και β 2,1= = . 

Γ2. Να υπολογίσετε τη γωνία των διανυσμάτων α και β . 

Γ3. Να  γράψετε το διάνυσμα ( )γ 8,9=  σαν γραμμικό συνδυασμό των α και β . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 9 + 9 ) = 2 5  ΦΡΟ
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7.                      Θ Ε Μ Α  Γ  

 Αν α  =2,   β  =1,  ( )α,β =
π

3
   και  ν = α  +2β    να βρείτε: 

Γ1. Τα εσωτερικά γινόμενα α β  και α ν   

Nα υπολογίσετε 

Γ2. το ( )
2

α  β−      

Γ3. To ν      

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 9 + 8 ) = 2 5  

8.                      Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται τα διανύσματα α =(2, 1), β =(-5, 0) και γ =β +x α , x R . 

Γ1. i. Βρείτε τις συντεταγμένες του  γ    ii. Αν  α γ⊥   δείξτε ότι   x=2.  

Γ2. Αν   x=2  να βρείτε  

  i. το γ          ii. το συν ( )β, γ   

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 6 + 7 ) = 2 5  

9.                      Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται τα σημεία: Α(−2 , 4),  Β(2 , −1) και Γ(−1 , 3)  του καρτεσιανού επιπέδου. 

Γ1. Να βρείτε το διάνυσμα α ΒΓ=   και το α  . 

Γ2. Να βρείτε το διάνυσμα β ΑΓ= , το συντελεστή διεύθυνσής του 
β

λ  και τη γωνία ω που  

σχηματίζει το διάνυσμα β  με τον άξονα x΄x  . 

Γ3. Να γράψετε το διάνυσμα   u ( 3,5)= −  ως γραμμικό συνδυασμό των διανυσμάτων α  και β  

Γ4. Έστω Ε και Ε΄ σημεία του άξονα x΄x  συμμετρικά ως προς το Ο(0,0) τέτοια ώστε: 

(Ε΄Ε) 2 α= .  Να βρείτε την εξίσωση του γεωμετρικού  τόπου των σημείων Μ του   

επιπέδου, τα οποία ικανοποιούν τη σχέση:  (ΜΕ) (ΜΕ )́ 2α β+ = −  . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 6 + 6 + 8 ) = 2 5  ΦΡΟ
ΝΤΙ

ΣΤ
ΗΡΙ

Α 
ΑΡ

ΓΥ
ΡΗ

 Σ
ΙΡ

ΔΑ
ΡΗ



 

162 

10.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Για τα διανύσματα α , β  ισχύει α 2= , β 2 2=  και   ( ) π
α, β

4



=  

Έστω επίσης το διάνυσμα v α 2β= − . 

Γ1. Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο α β   

Γ2. Να βρείτε το v  

Γ3. Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο  α v  

Γ4. Να αποδείξετε ότι  
5

συν α, β =
5


→ 

 
 
 

 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 7 + 6 + 7 ) = 2 5  

11.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται τα διανύσματα  α , β  με α β1, 2= =   και  
π

α, β =
3


→ 

 
 
 

.  

Γ1. Να βρείτε το:  βα     

Γ2. Αν α βv = +  και u α λβ= −  να βρείτε το λ  ώστε τα διανύσματα  u, v  να είναι κάθετα. 

Γ3. Να βρείτε το μέτρο του διανύσματος:   m 3α β= −   

Γ4. Να βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων:  m  και α . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 4 + 7 + 7 + 7 ) = 2 5  

12.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται τα διανύσματα α =(1,2) , β =(3, −4) και v 2α β= − . 

Γ1. Να βρείτε τα α β ,  α v  

Γ2. Να βρείτε το β  

Γ3. i. Να υπολογίσετε το συν(α,β ) (μονάδες 6).  

ii. Η γωνία ( α,β ) είναι αμβλεία ή οξεία; Να δικαιολογήσετε την  απάντησή σας. (μονάδες 4) 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 8 + 7 + ( 6 + 4 ) ] = 2 5  ΦΡΟ
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13.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με Α(1,4),  Β(3,1) και Γ(4,6). 

Γ1. Να υπολογίσετε τα μήκη των πλευρών του.  

Γ2. Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο ΑΒ ΑΓ . 

Γ3. Τί είδους είναι το τρίγωνο ως προς τις πλευρές και τις γωνίες; 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 0 + 5 ) = 2 5  

14.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

 Δίνεται η εξίσωση της γραμμής   (ε) :   ( ) ( )3α 1 x 1 5α y 10α 2 0 , α R.+ + − + − =   

Γ1. Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει ευθεία για κάθε τιμή του α  

Γ2. Να αποδείξετε ότι οι ευθείες που προκύπτουν για τις διάφορες τιμές του α  

  διέρχονται από ένα σταθερό σημείο το οποίο και να βρεθεί. 

Γ3. Από το σύνολο των παραπάνω ευθειών να βρείτε την ευθεία ( 1ε ) που είναι παράλληλη με 

την ευθεία (η) : y x 2018= − + . 

Γ4. Να υπολογίσετε την απόσταση των δυο παραπάνω ευθειών ( 1ε )  και  (η). 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 7 + 7 + 6 ) = 2 5  

15.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  Α( 2,4 ) ,  Β( 1,2 ) ,  Γ( 3,3 ) .  

Γ1. Να βρείτε την εξίσωση της πλευράς  ΒΓ 

Γ2. Να  βρείτε  την απόσταση  της κορυφής  Α  από την  πλευρά  ΒΓ 

Γ3. Aν  Μ   μέσο της πλευράς ΒΓ  να βρείτε  την εξίσωση  της μεσοκαθέτου  της ΒΓ 

Γ4. Να  βρείτε   το  εμβαδό  του  τριγώνου  ΑΒΜ 

Γ5. Να  δείξετε  ότι το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  ισοσκελές  στην κορυφή  Β 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 5 + 6 + 5 + 4 ) = 2 5  
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16.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

 Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ  με Α(1,3), Β(-2,-7) και Γ(4,-1). Να βρείτε: 

Γ1. την εξίσωση του ύψους  ΑΔ 

Γ1. την εξίσωση  της μεσοκαθέτου της ΒΓ. 

Γ1. το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 9 + 8 ) = 2 5  

17.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

 Δίνεται τρίγωνο με κορυφές Α(4,9) , Β(1,3) και Γ(7,0). Να βρείτε: 

Γ1. το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ. 

Γ2. την εξίσωση της πλευράς ΒΓ. 

Γ3. την εξίσωση της διαμέσου ΑΜ όπου Μ το μέσο της ΒΓ. 

Γ4. το συμμετρικό του Α ως προς την ευθεία ΒΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 6 + 7 ) = 2 5  

18.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ( ) ( ) ( )Α 1,5 , Β 6,3 , Γ 2,1−  

Γ1. Να βρείτε το μήκος της διαμέσου ΑΜ 

Γ2. Να δείξετε ότι το διάνυσμα ( )u λ,λ , λ R=   είναι παράλληλο με το διάνυσμα ΑΜ
→

 για 

κάθε λ R . 

Γ3. Να βρείτε το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

19.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται τα σημεία Α(2,2) , Β(3,4) και Γ(t,2t) , tR. Να βρείτε: 

Γ1. την εξίσωση της ευθείας ΑΒ , καθώς και το μήκος του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ. 

Γ2. την απόσταση του σημείου Γ από την ευθεία ΑΒ και να δείξετε ότι το Γ κινείται σε ευθεία 

παράλληλη στην ΑΒ. 

Γ3. το συμμετρικό του σημείου Ο(0,0) ως προς την ευθεία ΑΒ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( ) = 2 5  ΦΡΟ
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20.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές τα σημεία  Α(1 ,2) , Β( −2 , 5) , Γ(5 , 6). 

Γ1. Να αποδείξετε ότι η γωνία Α του τριγώνου είναι ορθή. 

Γ2. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ. 

Γ3. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας  (ε)  η οποία διέρχεται από την κορυφή Α του τριγώνου  

και είναι παράλληλη στην πλευρά ΒΓ του τριγώνου. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 8 + 1 0 ) = 2 5  

21.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

 Δίνεται η εξίσωση (ελ):  (λ+2)x – (2λ + 1)y + 3 = 0  , λ    

 Γ1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (ελ) παριστάνει ευθεία για κάθε λ . 

Γ2. Για λ=1 να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ε1), το σημείο Α στο οποίο η ευθεία (ε1) τέμνει 

τον άξονα  x΄x  και την απόσταση του σημείου Ο (0,0) από την (ε1). 

Γ3. Για λ = 0, να βρείτε την εξίσωση της ευθείας  (ε0), το σημείο Β στο οποίο η ευθεία (ε0)  

τέμνει τον   άξονα y΄y, το σημείο τομής Γ των ευθειών (ε0) και (ε1) και το εμβαδόν του 

τριγώνου ΑΒΓ. 

Γ4. Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες (ελ) διέρχονται από το σταθερό σημείο Γ που βρήκατε 

στο  προηγούμενο ερώτημα και να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του  επιπέδου 

από τα οποία  δε διέρχεται καμιά ευθεία από αυτές που παριστάνει η εξίσωση  (ελ). 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 6 + 7 + 7 ) = 2 5  

22.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές Α(1 ,  1),  Β(4 ,  4)  και Γ(3 ,  1) . 

 Γ1. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΒΓ. 

 Γ2. Να βρείτε τις συντεταγμένες του μέσου Μ της πλευράς ΑΒ. 

 Γ3. Να αποδείξετε ότι η απόσταση του μέσου Μ από την ευθεία ΒΓ είναι 
3 10

10
 

Γ4. Να υπολογίσετε το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 7 + 6 ) = 2 5  ΦΡΟ
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23.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται τα σημεία  Α(5, 3)  Β(−1, 8)  Γ(4, 0) 

Γ1. Να αποδείξετε ότι δεν είναι συνευθειακά . 

Γ2. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας  ε που διέρχεται από το Α και είναι παράλληλη στην ΒΓ  

Γ3. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του  τριγώνου  ΑΒΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 0 + 5 ) = 2 5  

24.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται το σημείο του επιπέδου ( )M 2t 1,  4t 3 ,  t+ +   . 

Γ1. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων M  είναι η ευθεία ε : 2x y 1 0− + = . 

Γ2. Να υπολογίσετε την απόσταση του σημείου ( )O 0,  0  από την ευθεία ε  . 

Γ3. Να βρείτε το σημείο της ευθείας ε  που απέχει από το ( )O 0,  0  την ελάχιστη δυνατή 

απόσταση.    

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 7 + 9 ) = 2 5  

25.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

 Δίνονται τα σημεία ( ) ( ) ( )A 1,  2 ,  B 1,  1 ,  Γ 2,  4− . 

 Γ1. Να αποδείξετε ότι τα σημεία A  , B , Γ  είναι κορυφές τριγώνου. 

Γ2. Να βρείτε σημείο Δ, ώστε το ΑΒΓΔ να είναι παραλληλόγραμμο. 

Γ3. Να βρείτε το κέντρο Κ του παραλληλογράμμου. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 9 + 9 ) = 2 5  

26.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται τα σημεία ( )A κ,  κ 1+ , ( )B 1,  κ ,  ( )Γ 0,  κ 2+ , κ . 

Γ1. Να  βρείτε τις τιμές του κ 1=   ώστε τα σημεία   Α, Β, Γ να ορίζουν τρίγωνο. 

Γ2. Για κ 1= , να υπολογίσετε: 

α. το μήκος της διαμέσου ΑΜ του τριγώνου ΑΒΓ, 

β. την τιμή της παράστασης ΑΒ (2ΒΓ ΓΑ) − . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 8 + ( 9 + 8 ) ] = 2 5  ΦΡΟ
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27.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

 Δίνεται η εξίσωση 2(λ 2)x (λ 5λ 6)y λ 2 0,   λ   (1)− + − + − + =  . 

Γ1. Να βρείτε τις τιμές του πραγματικού αριθμού λ, ώστε η (1) να παριστάνει ευθεία. 

Γ2. Να δείξετε ότι (για τα κατάλληλα λ ) οι ευθείες της (1) διέρχονται από σταθερό σημείο, 

το οποίο και να βρείτε. 

Γ3. Να βρείτε το λ  ώστε το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζει η ευθεία της (1) με 

τους άξονες να είναι 
1

2
 τετραγωνικές μονάδες. 

Γ4. Για λ 4=  να βρείτε την απόσταση του σημείου O(0,0)  από την ευθεία. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 7 + 6 + 6 ) = 2 5  

28.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται τα σημεία ( )A 4,9 , ( )B 3, 2  και ( )Γ 12,5 . 

Γ1. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ είναι κορυφές τριγώνου. 

Γ2. Να βρείτε τις εξισώσεις: 

i. της διαμέσου ΒΜ.   ii. του ύψους ΑΔ.  

Γ3. Αν Κ είναι το σημείο τομής των ΒΜ και ΑΔ, να βρείτε το εμβαδό του τριγώνου ΑΚΒ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 6 + ( 6 + 6 ) + 7 ] = 2 5  

29.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

 Δίνονται τρίγωνο ΑΒΓ με ( )Α 1,3 , ( )Β 2, 7− −  και ( )Γ 4, 1−   

 Γ1. Να βρείτε την εξίσωση του ύψους ΑΔ  του τριγώνου. 

Γ2. Να βρείτε την γωνία που σχηματίζει η ευθεία ΑΔ με τον άξονα x x . 

Γ3. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου: ΑΒΓ . 

Γ4. Να βρείτε την εξίσωση της διαμέσου  ΑΜ  του τριγώνου  

 Γ5. Να υπολογίσετε την οξεία γωνία των ευθειών ΑΜ και  ΑΔ  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 5 + 5 + 5 + 6 ) = 2 5  ΦΡΟ
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30.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται το σημείο Α(1,2)  και η ευθεία (ε) : y x 3.= +  

Γ1. Να βρείτε την απόσταση του σημείου Α από την ευθεία (ε). 

Γ2. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (η) που διέρχεται από το Α και  είναι παράλληλη προς την (ε). 

Γ3. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΚΛ όπου Ο είναι η αρχή των αξόνων και Κ, Λ 

είναι τα σημεία τομής της ευθείας ε με τους άξονες xx  και yy αντίστοιχα . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

31.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Η αρχή Ο(0, 0) ενός συστήματος συντεταγμένων παριστάνει ένα σταθμό εκπομπής σημάτων, 

ενώ τα σημεία Α(3, 2) και Β(5, 1) παριστάνουν τις θέσεις δύο πλοίων. Η θέση ενός τρίτου 

πλοίου παριστάνεται  από το σημείο Γ για το οποίο ισχύει: 
→→→

−= 2  

α.  Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Γ. 

β. Αν η εμβέλεια του σταθμού εκπομπής (μέγιστη απόσταση στην οποία μπορεί να φτάσει το 

σήμα) είναι 5 μονάδες, να βρείτε με ποια από τα τρία πλοία μπορεί να επικοινωνήσει ο 

σταθμός. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 3 + 1 2 ) = 2 5  

32.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Ένα επιβατηγό πλοίο εκτελεί το δρομολόγιο Πειραιάς– Ηράκλειο Κρήτης. Σε κάθε χρονική 

στιγμή t του ταξιδιού η θέση Μ του πλοίου ως προς ένα καρτεσιανό σύστημα  συντεταγμένων   

Οxy   είναι:  Μ(2 + κt, λ + 2t),  όπου   κ, λ  IR  .    

Τη χρονική στιγμή t = 5 το πλοίο διέρχεται από το σημείο Α(7, 13). 

α. Να βρείτε τις τιμές των κ, λ . 

β. Να αποδείξετε ότι το πλοίο διαγράφει γραμμή που βρίσκεται πάνω στην ευθεία (ε): y =2x–1. 

γ. ΄Ενα δελφίνι κινείται παράλληλα προς το πλοίο. Να βρείτε ένα διάνυσμα  μήκους 1 κάθετο 

προς την ευθεία πάνω στην οποία κινείται το δελφίνι.   

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 1 0 + 8 ) = 2 5  ΦΡΟ
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33.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται ένα τρίγωνο με κορυφές τα σημεία   

( )Α 2λ 1,3λ 2− + ,   ( )Β 1, 2   και  ( )Γ 2,3 ,  όπου  λ και  λ 2 . 

Γ1. Να αποδείξετε ότι το σημείο Α κινείται σε ευθεία, καθώς το λ μεταβάλλεται στο . 

Γ2. Εάν  λ 1= , να βρείτε:  

i. το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ. 

ii. την εξίσωση του κύκλου, που έχει κέντρο τo σημείο ( )Α 1,5 και εφάπτεται στην ευθεία ΒΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 8 + ( 8 + 9 ) ] = 2 5  

34.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται οι κύκλοι ( ) ( )
2 2 2 2

1 2C : x 1 y 4 9 και C :x y 14x 8y 61 0− + − = + − + + =  , 

 η ευθεία (ε):4x 3y μ 0 , μ− + =   και το σημείο ( )Α 5,7  

Γ1. Να βρείτε το κέντρο και η ακτίνα των κύκλων 
1 2C ,C  και να δειχθεί ότι οι δύο  κύκλοι 

βρίσκονται ο ένας εκτός του άλλου. 

Γ2. Να βρείτε την ελάχιστη και τη μέγιστη απόσταση μεταξύ ενός σημείου του  κύκλου 
1C  

από ένα σημείο του κύκλου 
2C  

Γ3. Να βρείτε την ελάχιστη και τη μέγιστη απόσταση μεταξύ ενός σημείου του  κύκλου 
1C  

από το σημείο ( )Α 5,7  

Γ4. Να δείξετε ότι 1 1 2ΑΚ K Κ⊥  και έπειτα να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου  1 2ΑΚ Κ , όπου 

1 2Κ και Κ  τα κέντρα των δύο κύκλων; 

Γ5. Να βρείτε τις τιμές της παραμέτρου μ για τις οποίες η ευθεία (ε) εφάπτεται  στον κύκλο 
2C  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 5 + 5 + 4 + 5 ) = 2 5  
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35.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

 Δίνεται η εξίσωση : 2 2x y λx λy 0+ + − =    (1),   όπου λ 0,λ    

Γ1. Να δείξετε ότι  για κάθε λ  η (1)  παριστάνει κύκλο του οποίου  να βρείτε το κέντρο 

και την ακτίνα του. 

Γ2. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των κέντρων των κύκλων. 

Γ3. Να αποδείξετε ότι όλοι οι κύκλοι Cλ που ορίζονται από την (1) για τις διάφορες τιμές του λ 

διέρχονται από ένα σταθερό σημείο . 

Γ4. Αν η ευθεία y x 2= + εφάπτεται του κύκλου (1)  να βρείτε τις τιμές του λ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 6 + 6 + 5 ) = 2 5  

36.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται  οι  εξισώσεις : 2 2x 2xy y λ(x y) 0+ + − + =       (1)       και 

                                       2 2 2(x 1) (y 1) 2(8λ 15 λ )− + − = − −    (2) ,    λ 1,2,3,......,2015= . 

Γ1. Να αποδείξετε ότι η (1) παριστάνει  2016  ευθείες παράλληλες μεταξύ τους, για τις 

διάφορες τιμές του λ . 

Γ2. Να  βρείτε  όλες  τις ευθείες  της  εξίσωσης (1)  που  σχηματίζουν  ισοσκελές τρίγωνο με 

τους άξονες  x 'x  και y'y  . Ποια από αυτές ορίζει τρίγωνο εμβαδού 18τ.μ; 

Γ3. Έστω ότι η  εξίσωση  (2)  παριστάνει κύκλο  C  .  

α. Να αποδείξετε ότι  λ 4=   και στη συνέχεια  να  προσδιορίσετε  το κέντρο και την 

ακτίνα του κύκλου C  . 

β. Να αποδείξετε ότι μόνο δυο από τις 2016 ευθείες του ερωτήματος (1) είναι 

εφαπτόμενες του κύκλου C. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 6 + 6 + ( 7 + 6 ) ] = 2 5  

37.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

 Δίνεται η εξίσωση   x2+y2+λ(x–y+2)=2 (1),   λ . 

Γ1. να βρείτε τις τιμές του λ , ώστε η εξίσωση (1) να παριστάνει κύκλο (cλ). 

Γ2. για λ≠2, να βρείτε ΦΡΟ
ΝΤΙ

ΣΤ
ΗΡΙ

Α 
ΑΡ

ΓΥ
ΡΗ

 Σ
ΙΡ

ΔΑ
ΡΗ



 

171 

i. το κέντρο Κ και την ακτίνα ρ του κύκλου (cλ). 

ii. το γεωμετρικό τόπο των κέντρων των κύκλων (cλ). 

Γ3. για λ=–2, να γράψετε 

i. την εξίσωση του κύκλου C και να δείξετε ότι το σημείο Α(3,5) είναι εξωτερικό σημείο 

του κύκλου. 

ii. την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου C που διέρχεται από το σημείο Α(3,5). 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 4 + ( 4 + 4 ) + ( 4 + 9 ) ] = 2 5  

38.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται η εξίσωση 2 2C: x y (λ 4)x (2λ 4) y 2λ 5 0+ − − − + + + =   (1) 

Γ1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο για λ R . 

Γ2. Να αποδείξετε ότι τα κέντρα των κύκλων που παριστάνει η εξίσωση (1) ανήκουν σε μια 

ευθεία. 

Γ3. Έστω ότι το κέντρο του κύκλου C που παριστάνει η εξίσωση (1) βρίσκεται στην ευθεία      

ζ: 3x-2y+11=0.Να δείξετε ότι λ=2 και να βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα ρ του κύκλου C. 

Γ4. Να βρείτε την εφαπτομένη του κύκλου C στο σημείο του Α(1,2). 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 5 + 9 + 5 ) = 2 5  

39.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

 Δίνεται η εξίσωση :  (C):  (λ−1)x2 +(λ−1)y2−2x+4λy+1=0 (1)  με λ  . 

Γ1. Αφού προσδιορίσετε τις τιμές του   λ , ώστε η εξίσωση (1) να   παριστάνει κύκλο, να 

προσδιορίσετε το κέντρο και την ακτίνα  του κύκλου αυτού.  

Γ2. Να αποδείξετε ότι, όταν το λ διατρέχει το σύνολο  1−  , τα  κέντρα των κύκλων ( C) 

βρίσκονται σε ευθεία.   

Γ3. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου (C), ο οποίος διέρχεται από το σημείο Α(-2, 1)  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 0 + 5 ) = 2 5  
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40.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται η εξίσωση  2 2x y 4x 2y 3 0 (1)− − − + =  

Γ1. Να δείξετε ότι η  ( 1 ) παριστάνει 2 ευθείες κάθετες 

Γ2. Αν  ε1 , ε2  οι  ευθείες  που παριστάνει  η  (1) να βρείτε το σημείο τομής τους A    

Γ3. Αν η ε3: x 2y 2 0− + − =   τέμνει   τις ε1 , ε2  στα σημεία  Β, Γ αντίστοιχα, να βρείτε την  

εξίσωση του  κύκλου που διέρχεται από τα σημεία  Α, Β, Γ, όπου Α το σημείο  τομής των  ε1, ε2 

Γ4. Αν  Δ(2 , -1) σημείο  του κύκλου  ( ) ( )
2 2

C : x 4 y 3 20− + − =   να βρείτε  την εξίσωση  της 

εφαπτομένης  του  κύκλου   στο  Δ 

Γ5. Αν  Ε(0,4) τυχαίο  σημείο να εξετάσετε  αν άγονται  από αυτό  εφαπτόμενες στον κύκλο C  

του   (Γ4)   ερωτήματος.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 2 + 8 + 5 + 2 ) = 2 5  

41.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. Δίνονται τα διανύσματα ( )α y 2,  x= −  και ( )β y 2,  x 2= + +  με x, y  . Να βρείτε τον    

γεωμετρικό τόπο 1C  των σημείων ( )M x, y  του επιπέδου για τα οποία είναι  α β⊥   . 

Γ2. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος 1C  είναι κύκλος, του οποίου να βρείτε το κέντρο      

και την ακτίνα.  

Γ3. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων του κύκλου που διέρχονται από το σημείο 

( )A 0,  5  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 8 + 1 0 ) = 2 5  

42.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται η εξίσωση ( ) ( ) ( )x x 4 y y 2 2 x y 4− + − = + −    (1). 

Γ1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο με κέντρο ( )Κ 3 , 2  και ακτίνα ρ  5 = . 

Γ2. Δίνονται τα σημεία ( )Α 4 , 4  και ( )Β 2 , 0 .  

α. Να δείξετε ότι τα σημεία Α και Β  είναι αντιδιαμετρικά σημεία του κύκλου. ΦΡΟ
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β. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων του κύκλου οι οποίες είναι παράλληλες στην 

διάμετρο ΑΒ.  

Μ ο ν ά δ ε ς  ( 9 + 7 + 9 ) = 2 5  

43.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται οι εξισώσεις:   

( ) 2 2

1C : x y 6x 2y λ 1 0+ − + + + =   και ( ) 2 2

2C : x y 4x 4y 4λ 2 0+ − + + + =   με  λ  

Γ1. Για ποιες τιμές του λ  οι παραπάνω εξισώσεις παριστάνουν κύκλους; 

Γ2. Να βρείτε τα κέντρα και τις ακτίνες (συναρτήσει του  λ ) των παραπάνω κύκλων. 

Γ3. Να αποδείξετε ότι για λ 1=  οι εφαπτομένες τους σε ένα κοινό τους σημείο είναι κάθετες 

μεταξύ τους και να βρείτε την εξίσωση της κοινή τους χορδής. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 7 + 1 2 ) = 2 5  

44.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

 Δίνεται η εξίσωση 2 2x y (λ 2)x λy λ 0,  λ   (1)+ + − + − =  . 

Γ1. Να δείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει κύκλο για κάθε τιμή του λ, του οποίου να 

βρείτε το κέντρο του Κ και την ακτίνα. 

Γ2. Για λ 0=  να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων του παραπάνω κύκλου 1C ,  οι οποίες 

διέρχονται από το σημείο Δ(3,1) . 

Γ3. Έστω N(α,β)  σημείο που κινείται στον παραπάνω κύκλο 1C  (για λ 0= ) και Μ σημείο του 

ίδιου επιπέδου για το οποίο ισχύει MN 3KN= .  Να δείξετε ότι το Μ κινείται σε κύκλο, τον 

οποίο και να προσδιορίσετε. 

Γ4. Αν Β, Γ δύο σημεία του 1C  με (ΒΓ) 2=  και Λ σημείο του ίδιου επιπέδου τέτοιο ώστε 

ΒΛ ΓΛ 0 = , να υπολογίσετε την παράσταση 2 2(ΒΛ) (ΓΛ)+ , δικαιολογώντας το αποτέλεσμα. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 6 + 6 + 6 ) = 2 5  
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45.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται η εξίσωση:    ( )2 2 2x y 2λx 2 1 λ y 2λ 2λ 24 0+ − + − + − − =   (1), με λ . 

Γ1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) για κάθε τιμή της παραμέτρου λ παριστάνει κύκλο, του 

οποίου  να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα. 

Γ2. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας πάνω στην οποία κινείται το κέντρο του κύκλου για τις 

διάφορες τιμές του λ . 

Γ3. Να βρείτε τις τιμές της παραμέτρου λ για τις οποίες ο κύκλος που προκύπτει εφάπτεται 

στην ευθεία 4x 3y 20 0− + = . 

Γ4. Έστω ( )1C  ο κύκλος που προκύπτει από την (1) για λ 2= . Να εξετάσετε αν το σημείο 

( )A 2,5−  είναι εσωτερικό ή εξωτερικό σημείο του κύκλου. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 7 + 7 + 5 ) = 2 5  

46.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Στο ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων Οxy του 

παρακάτω σχήματος, δίνονται τα σημεία Α(4,0) και Β(0,4), η 

ευθεία ε που διέρχεται από τα σημεία Α και Β και η ευθεία δ 

που διέρχεται από την αρχή Ο των αξόνων και είναι κάθετη 

προς την ευθεία ε. 

α. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας ε είναι x+y=4. 

β. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας δ. 

γ. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου τομής Μ των ευθειών δ και ε. 

δ. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει διάμετρο το ευθύγραμμο τμήμα ΟΜ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 5 + 5 + 1 0 ) = 2 5  
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47.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

 Δίνεται η παραβολή με εξίσωση 1C : y2=4x και η εξίσωση 

2C : x2+y2−6κx+2(κ−1)y+2κ−1=0,κ . 

Γ1. Να βρείτε την εστία Ε και τη διευθετούσα δ της παραβολής. 

Γ2. Να δείξετε ότι η εξίσωση (
2C ) παριστάνει κύκλο για κάθε  κ  και για κ=1 να βρείτε το 

κέντρο και την ακτίνα του. 

Γ3. Να βρείτε την εφαπτομένη της παραβολής  y2=4x που είναι παράλληλη με την ευθεία 

y=2x+1. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 9 + 7 ) = 2 5  

48.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται η εξίσωση 2 2 2 2x y 2λ x 4λy λ 0+ − − + =  (1) όπου *λ . 

Γ1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο για κάθε *λ  του οποίου να  

προσδιορίσετε το κέντρο και την ακτίνα του. 

Γ2. Να αποδείξετε ότι τα κέντρα όλων των παραπάνω κύκλων ανήκουν σε παραβολή από την       

οποία εξαιρείται η κορυφή της.  

Γ3. Να βρείτε την εστία και τη διευθετούσα της παραβολής του ερώτηματος (Β). 

Γ4. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της παραπάνω παραβολής που είναι κάθετη στην       

ευθεία  
1

y x 2
2

= − +  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 8 + 5 + 7 ) = 2 5  

49.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται η έλλειψη με εξίσωση:   
2 2x y

1
15 10

+ =  

Γ1. Να υπολογίσετε τις συντεταγμένες  των κορυφών, των εστιών καθώς επίσης και τη  

εκκεντρότητα της έλλειψης. 
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Γ2. Να βρείτε τις εφαπτόμενες της έλλειψης οι οποίες είναι κάθετες στην ευθεία  

( )η : x y 2 0− + =   

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 5 ) = 2 5  

50.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. Να βρείτε η εξίσωση της έλλειψης με κέντρο την αρχή των αξόνων,  μεγάλο άξονα πάνω  

στον άξονα των y΄y και διέρχεται από τα σημεία ( )A 3,  4   και  ( )B 2,  6   

Γ2. Αν η εξίσωση έλλειψης του   ερωτήματος   (Α)   είναι   
2 2x y

1
13 52

+ =  

Να βρείτε :       

i. Τον μεγάλο άξονα        

ii. Τον μικρό άξονα           

iii. Τις εστίες          

iv. Την εκκεντρότητα 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 3 + 1 2 ) = 2 5  

51.                     Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται η υπερβολή  
2 2

1C : 16x 9y 144− =  και η γραμμή 
2 2

2C : x y 6x 2y 9 0+ − − + =  

Γ1. Να βρείτε τις εστίες και τις ασύμπτωτες της υπερβολής 1C  

Γ2. Να αποδείξετε ότι η γραμμή 2C  είναι κύκλος του οποίου να βρείτε το κέντρο και την      

ακτίνα.  

Γ3. Να εξετάσετε τη σχετική θέση του κύκλου 2C  και της ασύμπτωτης της υπερβολής που      

σχηματίζει οξεία γωνία με τον x΄x . 

Γ4. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου που διέρχονται από την αρχή των      

αξόνων. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 6 + 7 ) = 2 5  
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2016 
Α ΦΑΣΗ

ΤΑΞΗ: Β΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥ∆ΩΝ 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  

Ηµεροµηνία: Πέµπτη 7 Ιανουαρίου 2016 

∆ιάρκεια Εξέτασης: 2 ώρες 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. ∆ίνονται τα διανύσµατα 
1 1 2 2

( , )  και   β ( )a x y x y= =

� �

µε συντελεστές διεύθυνσης 

λ1 και λ2 αντίστοιχα. ∆είξτε ότι 
1 2

/ /βa λ λ⇔ =

� �

. 

(15 µονάδες) 

Α2. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό 

σας, δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό αν η 

πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος αν η πρόταση είναι λανθασµένη.  

α) Η εξίσωση 0x yΑ +Β + Γ =  µε Α≠ 0 ή 0Β ≠  παριστάνει πάντοτε ευθεία µε 

συντελεστή διεύθυνσης λ
Β

=
Α

. 

β) Αν β β 0a a+ =

�� � �

 τότε βa ↑↓
� �

. 

γ) Ισχύει 
β

β προβ.a a a⋅ = ⋅ �

� � � �

, 0β ≠
�� �

. 

δ) Αν η γωνία της ευθείας ε µε τον άξονα x x′  είναι 90
ο
 τότε ο συντελεστής 

διεύθυνσης της ευθείας είναι 0. 

ε) Για τα µη µηδενικά διανύσµατα   και  βa

� �

, που σχηµατίζουν γωνία θ ισχύει 

β

β

a

a

συνθ
⋅

=

� �

� � . 

(10  µονάδες) 

ΘΕΜΑ Β 

∆ίνονται τα σηµεία Α(1,2), Κ(-1,4) και το διάνυσµα (4,3)ΑΓ =

����

. 

Β1. Βρείτε το συµµετρικό Β, του σηµείου Α ως προς το Κ. 

Β2. Βρείτε τις συντεταγµένες του σηµείου Γ και του Β∆
����

, που είναι η 
ΒΑ

προβ ΒΓ����

����

. 

Β3. Υπολογίστε το µέτρο 2ΑΚ − ΚΓ

���� ����

. 

(7-10-8  µονάδες) 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2016 
Α ΦΑΣΗ

ΘΕΜΑ Γ 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε Γ(5, 4). 

Η πλευρά ΑΒ έχει εξίσωση 2 4 0x y− + = , ενώ το 

ύψος Β∆ έχει εξίσωση 11 5 .y x= −  

Γ1. Βρείτε τις συντεταγµένες της κορυφής Β. 

Γ2. Βρείτε την εξίσωση της πλευράς ΑΓ. 

Γ3. Αν Β(1, 6) τότε βρείτε την εξίσωση της 

µεσοκαθέτου της πλευράς ΒΓ και το σηµείο 

τοµής Z, της µεσοκαθέτου µε το ύψος Β∆. 

(7,8,10  µονάδες) 

ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. ∆ίνονται τα σηµεία Α(κ, 5) και Β(4, κ+4), κ ∈ℝ . 

Βρείτε το γεωµετρικό τόπο του µέσου Μ του ΑΒ. 

∆2. Αν η ευθεία (ε), που διέρχεται από τα Α(κ,5) και Β(4, κ+4) είναι παράλληλη 

στην ευθεία 
1
ε : 2 5 0y x− + = , τότε να βρείτε τον κ ∈ℝ  και να δείξετε ότι η

ευθεία (ε) έχει εξίσωση: 2 1 0.x y− − =  

∆3. Έστω τα διανύσµατα 2 3   και  2u a v aβ β= + = −

�� �

� � �

, όπου ,a β
�

�

διανύσµατα µε 

2
2,  1  και  ,  

3
a a

π
β β

∧ 
= = = 

 

� �

� �

. 

α) Βρείτε το γινόµενο u v⋅

� �

 και το µέτρο v
�

. 

β) Βρείτε το σηµείο Γ της ευθείας (ε) του ερωτήµατος ∆2 και τον µ∈ℝ  ώστε: 

( ) ( )
2

2 (4, 1).uv v µΒΓ + − ΑΒ = +

���� � ����

��

 

(6,7,6,6  µονάδες) 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2017 
Α ΦΑΣΗ

ΤΑΞΗ: Β΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥ∆ΩΝ 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  

Ηµεροµηνία: Σάββατο 7 Ιανουαρίου 2017 

∆ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. ∆ίνονται τα διανύσµατα 
1 1

α (x ,y )=

�

και 
2 2

β (x ,y )=

�

 µε  ,   � � ��
�� �

 y΄y  και 

συντελεστές διεύθυνσης λ1 και λ2 αντίστοιχα. Να δείξετε ότι: 

1 2
α β λ λ 1−⊥ ⇔ =

�

�

Μονάδες 15 

Α2. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό 
σας, δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό αν η 
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος αν η πρόταση είναι λανθασµένη. 

α) Η ευθεία µε εξίσωσηΑx+By+Γ 0=  είναι παράλληλη στο διάνυσµα 

δ = (Β, Α)−
�

. 

β) Ο συντελεστής διεύθυνσης λ µίας ευθείας που διέρχεται από τα σηµεία 

Α(x1,y1) και Β(x2,y2) µε x1 ≠x2 είναι: 2 1

2 1

y y
λ

x x

−

−

=

γ) Οι συντεταγµένες (x,y) του διανύσµατος µε άκρα τα σηµεία Α(x1,y1) και 
Β(x2,y2) δίνονται από τις σχέσεις x = x2+ x1 και y = y2 + y1. 

δ) Αν α
�

, β
�

 είναι διανύσµατα του επιπέδου τότε ισχύει πάντα α+β α + β=

� �

� �

. 

ε) Αν α
�

, β
�

 είναι δύο διανύσµατα µε β ≠
�

�

� τότε α / /β α λβ⇔ =

� �

� �

, λ∈ℝ . 

Μονάδες 10 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2017 
Α ΦΑΣΗ

ΘΕΜΑ Β 

Έστω δύο κυκλικά ρολόγια τοίχου µε δείκτες. Το πρώτο βρίσκεται στην Αθήνα και το 

δεύτερο στο Λονδίνο. Τα ρολόγια λειτουργούν άψογα και δείχνουν την ώρα στην 
Αθήνα και στο Λονδίνο αντίστοιχα. Το ρολόι που βρίσκεται στην Αθήνα έχει 
λεπτοδείκτη µήκους 4cm και ωροδείκτη µήκους 3cm. Το ρολόι που βρίσκεται στο 

Λονδίνο έχει λεπτοδείκτη µήκους 8cm. Θεωρούµε το λεπτοδείκτη και τον ωροδείκτη 

του ρολογιού που βρίσκεται στην Αθήνα ως διανύσµατα 
Α Α
,λ ω

�

�

 αντιστοίχως, µε κοινή 

αρχή το κέντρο του ρολογιού. Αναλόγως 
Λ Λ
,λ ω

�

�

 είναι τα διανύσµατα του λεπτοδείκτη 

και του ωροδείκτη αντιστοίχως, του ρολογιού που βρίσκεται στο Λονδίνο, µε κοινή 
αρχή το κέντρο του ρολογιού. 

Β1. Να βρείτε την τιµή του εσωτερικού γινοµένου 
Α Α

λ ω⋅
�

�

: 

i) Όταν η ώρα στην Αθήνα είναι 06:00 π.µ.

Μονάδες 6 

ii) Κάποια χρονική στιγµή κατά την οποία η απόσταση του πέρατος του
Α
λ
�

από το πέρας του 
Α
ω

�

 είναι 5cm.

Μονάδες 7 

Β2. Να βρείτε το µήκος του ωροδείκτη του ρολογιού που βρίσκεται στο Λονδίνο 
αν στις 04:00π.µ. ώρα Αθήνας, ο λόγος του εσωτερικού γινοµένου των δεικτών 

του ρολογιού που βρίσκεται στο Λονδίνο προς το εσωτερικό γινόµενο των 
δεικτών του ρολογιού που βρίσκεται στην Αθήνα, είναι ίσος µε ‒4. 

Μονάδες 12 

∆ίνεται ότι η ώρα στο Λονδίνο είναι δύο ώρες ακριβώς πίσω από την ώρα στην 
Αθήνα. 

ΘΕΜΑ Γ 

∆ίνεται η ευθεία (ε): y =2x  και τα σηµεία του επιπέδου 
2κ +1

Α ,2κ
2

 
 
 

, κ∈ℝ  και 

1
Β µ, µ

2

 
 
 

, µ>0. 

Γ1. i) Αν η ευθεία (ε) διέρχεται από το σηµείο Α, να βρείτε τις συντεταγµένες του
Α.

Μονάδες 4 

ii) Αν ισχύει ΟΒ 5=
�����

όπου Ο(0,0) η αρχή των αξόνων, να βρείτε τις 

συντεταγµένες του σηµείου Β. 

Μονάδες 4 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2017 
Α ΦΑΣΗ

Θεωρούµε τα διανύσµατα ( )α ΟΑ 1,2= =

�����

�

, ( )β ΟΒ 2,1= =

�����
�

, ( )γ x, y=

�

 και δ = (y,x)
�

µε 

xy 0≠ . 

Γ2. Αν ( )ω α,β=
ɵ
�

�

, ( )φ γ,δ=
ɵ
�

�

 και α γ⊥
� �

 να αποδείξετε ότι: 

i) 
4

συνω
5
=

Μονάδες 3 

ii) x 2y−= και β δ⊥
� �

 

Μονάδες 4 

iii) οι γωνίες φ και ω είναι παραπληρωµατικές.

Μονάδες 4 

Γ3. Να αποδείξετε ότι 

i) Τα διανύσµατα γ
�

 και δ
�

δεν είναι παράλληλα. 

Μονάδες 3 

ii) Το παραλληλόγραµµο που κατασκευάζεται από τα διανύσµατα γ
�

και δ
�

είναι ρόµβος.

Μονάδες 3 

ΘΕΜΑ ∆ 

∆ίνεται η ευθεία (ζ) µε εξίσωση:   
3

y x 2017
4
− −=  

∆1. i) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ε), η οποία είναι παράλληλη στην

ευθεία (ζ) και τέµνει τον άξονα y΄y στο σηµείο Α µε τεταγµένη 3.

Μονάδες 4 

ii) Αν η εξίσωση της ευθείας (ε) είναι 3x 4y 12 0+ − =  να βρείτε το σηµείο

τοµής Β της ευθείας (ε) µε τον άξονα x΄x.

Μονάδες 4 

∆2. Αν είναι Α(0,3) και Β(4,0) τότε: 

i) Να βρείτε τις συντεταγµένες του σηµείου ∆ του ευθυγράµµου τµήµατος
ΑΒ αν ισχύει:

9
Α∆ ΑΒ

25
=

����� �����

Μονάδες 5 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2017 
Α ΦΑΣΗ

ii) Αν είναι
36 48

∆ , 
25 25

 
 
 

, να αποδείξετε ότι το ευθύγραµµο τµήµα Ο∆ είναι 

το ύψος του ορθογωνίου τριγώνου ΑΟΒ προς την υποτείνουσα. 

Μονάδες 5 

∆3. Θεωρούµε το σηµείο ( )Γ 3,0 . Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε σηµείο Μ 

του ευθυγράµµου τµήµατος ΑΓ ισχύει: 

( ) ( ) ( )
22 2

ΟΜ ΟΑ ΟΜ ΟΓ 3ΟΜ+⋅ ⋅ =

����� ����� ����� ���� �����

Μονάδες 7 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2018 
A΄ ΦΑΣΗ

ΤΑΞΗ: Β΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 
ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ 
ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Ημερομηνία: Παρασκευή 5 Ιανουαρίου 2018 
Διάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

_____________________________________________________________________ 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Αν ( ) ( )1 1 2 2α x , y , β x , y= =
 

και ( )3 3γ x , y=


 διανύσματα του επιπέδου Oxy

να αποδείξετε ότι: ( )α β γ α β α γ⋅ + = ⋅ + ⋅
      

Μονάδες 10 
Α2. Να γράψετε στο τετράδιό σας τον τύπο που υπολογίζει τον συντελεστή 

διεύθυνσης λ  μίας ευθείας που διέρχεται από τα σημεία ( )1 1Α x , y  και

( )2 2Β x , y  με 1 2x x≠ . 
Μονάδες 5 

Α3.  Για καθεμιά από τις επόμενες προτάσεις, να γράψετε στο τετράδιό σας δίπλα 
από το κάθε γράμμα τη λέξη ΣΩΣΤΟ, αν η πρόταση είναι σωστή, ή τη λέξη 
ΛΑΘΟΣ, αν είναι λανθασμένη. 

(α) Αν ( )1 1Α x , y , ( )2 2B x , y  δύο σημεία του επιπέδου Oxy  τότε οι 
συντεταγμένες ( )x, y  του μέσου Μ  του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ  είναι:

1 2 1 2x x y yx , y
2 2
+ +

= =

(β) Αν 1 2ε ,ε  δύο ευθείες με συντελεστές διεύθυνσης 1 2λ ,λ  αντίστοιχα, τότε 
ισχύει 1 2 1 2ε ε λ λ 1⊥ ⇔ ⋅ = − . 

(γ) Αν ( )1 1α x , y=


και ( )2 2β x , y=


 δύο διανύσματα του επιπέδου Oxy  τότε: 

1 1 2 2α β x y x y⋅ = ⋅ + ⋅
 

(δ) Αν α / /x x′


 τότε δεν ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης του διανύσματος α


. 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2018 
A΄ ΦΑΣΗ

(ε)  Η εξίσωση μιας κατακόρυφης ευθείας που διέρχεται από το σημείο 

( )0 0A x , y  είναι η 0x x=
Μονάδες 10 

ΘΕΜΑ Β 
Δίνονται τα διανύσματα: 

( )u 3,κ=


, ( )v 3, 3= −


 με κ 0>  τα οποία έχουν ίσα μέτρα.

Β1. Να δείξετε ότι κ 3= . 
Μονάδες 8 

Β2.  Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα u,v
 

 είναι κάθετα. 

Μονάδες 5 
B3. Να βρείτε το μέτρο του διανύσματος u v+

 

. 
Μονάδες 7 

B4. Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζουν τα διανύσματα u v+
 

 και u


. 
Μονάδες 5 

ΘΕΜΑ Γ 
Δίνεται τρίγωνο με κορυφές τα σημεία ( )Α 1,1 , ( )Β 2,3 , ( )Γ 5,3

Γ1. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΑΒ . 
Μονάδες 8 

Γ2. (i)  Να αποδείξετε ότι το μέσο Μ  της πλευράς ΑΓ  του τριγώνου ΑΒΓ  έχει 
συντεταγμένες ( )3,2 . (Μονάδες 3)

(ii)  Nα δείξετε ότι η μεσοκάθετος της πλευράς AΓ  του τριγώνου ΑΒΓ έχει 
εξίσωση ( )ε : y 2x 8= − + . (Μονάδες 7)

Μονάδες 10 
Γ3. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Δ  του επιπέδου Oxy  για το οποίο το 

ΑΒΓΔ να είναι παραλληλόγραμμο. 
Μονάδες 7 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2018 
A΄ ΦΑΣΗ

ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται η ευθεία ( )ε : y α x α β= + +
  

 η οποία σχηματίζει με τους άξονες ισοσκελές 

τρίγωνο και τέμνει τον άξονα y y′  στο σημείο ( )Α 0,2 . Αν για το διάνυσμα β


 ισχύει 

( )β 1, β 1= −
 

 να δείξετε ότι: 

Δ1.  (i) α 1=


 (Μονάδες 5) 

(ii) β 1=


 (Μονάδες 5) 

Δ2. α β=
 

 (Μονάδες 8) 

Δ3. Οι ευθείες 1ε : y 2x λ 2= − +  και 2
2ε : y λx λ λ 2= − + +  με { }λ 2∈ −  τέμνονται 

για κάθε λ 2≠  σε σημείο το οποίο κινείται πάνω στην ( )ε . (Μονάδες 7)
Μονάδες 25 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2019 
A΄ ΦΑΣΗ

ΤΑΞΗ: Β΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 
ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ 
ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Ημερομηνία: Δευτέρα 7 Ιανουαρίου 2019 
Διάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

_____________________________________________________________________ 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1.  Δίνεται ένα διάνυσμα ΑΒ


 και ένα σημείο αναφοράς Ο. Για την διανυσματική 

ακτίνα ΟΜ


 του μέσου Μ, του τμήματος ΑΒ, να αποδείξετε ότι 
2

ΟΑ+ΟΒ
ΟΜ =

 


. 

(8 Μονάδες) 

Α2.  Τι ονομάζουμε εσωτερικό γινόμενο δύο μη μηδενικών διανυσμάτων 

a  και 


β ;

(7 Μονάδες) 
Α3.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό 

σας, δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η 
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

i. Αν α


, β


 είναι δυο μη μηδενικά διανύσματα τότε ( )/ / det , 1α β⇔ α β = −
   

. 

ii. Η απόσταση των σημείων ( )1 1x , yΑ  και ( )2 2x , yΒ  είναι ίση με 

( ) ( ) ( )2 2
1 2 2 1x x y yΑΒ = − + − . 

iii. Αν ( )x, yα =


 είναι ένα διάνυσμα με x 0≠ , τότε ο συντελεστής διεύθυνσής 

του είναι y
x

λ = . 

iv. Αν α


, β


 είναι δυο μη μηδενικά διανύσματα τότε α ↑↓ β⇔ α⋅β = − α ⋅ β
     

. 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2019 
A΄ ΦΑΣΗ

v. H ευθεία που διέρχεται από το σημείο ( )0 0x , yΑ  και είναι παράλληλη στον
άξονα y y′  έχει εξίσωση 0x x= .

(10 Μονάδες) 

ΘΕΜΑ Β 

Δίνονται τα διανύσματα α


, β


 για τα οποία ισχύει 1α =


, 2β =


 και ,
3

∧  π
α β = 
 

 
. 

Β1.  Να βρείτε το α ⋅β
 

. 

(5 Μονάδες) 

Β2.  Να βρείτε τις τιμές του λ ∈ ℝ ώστε ( )( ) 3β+ λα λβ−α =
   

. 

(6 Μονάδες) 

Β3.  Να βρείτε την γωνία που σχηματίζει με τον άξονα x x′  το διάνυσμα 
( ) ( )( )x , 2= α α +β β α −β

      
. 

(7 Μονάδες) 

Β4.  Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα u 2= α −β β+ α +β α
      

 και 

v 2= α −β β− α +β α
      

 είναι κάθετα μεταξύ τους. 

(7 Μονάδες) 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2019 
A΄ ΦΑΣΗ

ΘΕΜΑ Γ 

Δίνονται τα διανύσματα α


 και β


 ορθοκανονικού συστήματος ,όπως φαίνεται στο
παρακάτω σχήμα, για τα οποία ισχύει 4α ⋅β =

 
, Κ είναι το μέσο του ΑΕ και το ΟΑΒΔ 

είναι τραπέζιο με Β� = Δ� = 90∘. 

Γ1. Να δείξετε ότι 2β =


 και ( )2,2α =


. 

(8 Μονάδες) 

Γ2  Να δείξετε ότι σημείο Κ έχει συντεταγμένες ( )2,1  και στην συνέχεια να 
αποδείξετε ότι τα σημεία Ο, Κ και Β είναι συνευθειακά. 

(7 Μονάδες) 

Γ3  Να βρείτε την εξίσωση της  ευθείας ( )1ε  που διέρχεται από το σημείο Κ και 
είναι κάθετη στην ευθεία ΟΑ . 

(6 Μονάδες) 

Γ4.  Να βρείτε το συμμετρικό του Κ ως προς την ευθεία ΟΑ. 
(4 Μονάδες) 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2019 
A΄ ΦΑΣΗ

ΘΕΜΑ Δ 

Δίνονται τα μη μηδενικά διανύσματα α


, β


 και η ευθεία ( ) x y: 1ε − =
α β
  η οποία 

σχηματίζει με τους άξονες x x′  και y y′ ισοσκελές τρίγωνο ΑΟΒ . 

Δ1.  Να βρείτε τα σημεία τομής Α, Β της ευθείας ( )ε  με τους άξονες x x′  και y y′

αντίστοιχα και να αποδείξετε ότι α = β
 

. 

(8 Μονάδες) 

Δ2.  Να βρείτε  την εξίσωση της διαμέσου ΒΜ του τριγώνου ΑΟΒ. 
(5 Μονάδες) 

Δ3.  Να αποδείξετε ότι κάθε σημείο της ευθείας y x= −  ισαπέχει από τα σημεία Α 
και Β 

(5 Μονάδες) 

Δ4. Αν η ευθεία ( ) ( ) 2 2
: x y 2019 0η α ⋅β − α + α =
   

 είναι κάθετη στην ( )ε  τότε να 

δείξετε ότι τα διανύσματα α


, β


 είναι αντίρροπα.

(7 Μονάδες) 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2020 
A΄ ΦΑΣΗ

ΤΑΞΗ: Β΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 
ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ 
ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Ημερομηνία: Τρίτη 7 Ιανουαρίου 2020 
Διάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

_____________________________________________________________________ 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 
ΘΕΜΑ Α 
Α1. Αν ( )1 1,x yΑ  και ( )2 2,x yΒ  δύο σημεία του καρτεσιανού επιπέδου και (x,y) οι 

συντεταγμένες του μέσου Μ του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ τότε να 

αποδείξετε ότι 1 2

2
x x

x
+

=  και 1 2

2
y y

y
+

= .

10 Μονάδες

Α2. Έστω λ  ένας πραγματικός αριθμός με 0≠λ  και α  ένα μη μηδενικό διάνυσμα.  
Να ορίσετε το γινόμενο του λ  με το α . 

5 Μονάδες 

Α3. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό 
σας, δίπλα στον αριθμό που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό αν η 
πρόταση είναι σωστή ή Λάθος αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 
1. Αν βα


=  τότε βα


= . 

2. Αν βα


⋅ =0⇔ βα


⊥ . 
3. Αν ( )11, yx=Α  και ( )22 , yx=Β  με 21 xx ≠  τότε η κλίση της ευθείας ΑΒ  

ισούται με 
12

12

xx
yy

−
−

=λ . 

4. Η διχοτόμος της γωνίας yOx ˆ  είναι η ευθεία ε : xy = .
5. Η ευθεία ε : βλ += xy  τέμνει τον 'yy  στο σημείο ( )β,0 .

10 Μονάδες 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2020 
A΄ ΦΑΣΗ

ΘΕΜΑ Β 

Δίνονται τα διανύσματα βα
,  με 2=α


, 1=β


 και 
3

, πβα =






 ∧ 

Β1. Να δείξετε ότι το 1=⋅ βα
 . 

5 Μονάδες 

Β2. Να βρείτε την τιμή του πραγματικού αριθμού λ  ώστε τα μη μηδενικά 
διανύσματα βαλ


−  και βλ


3  να είναι κάθετα. 

5 Μονάδες 

Β3. Να βρεθούν τα μέτρα των διανυσμάτων βα
 2+=u  και βα


−=v . 

8 Μονάδες 

Β4. Να βρεθεί η γωνία 





 ∧

vu , . 

7 Μονάδες 

ΘΕΜΑ Γ  
Δίνεται το παραλληλόγραμμο ΑΒΓ∆  με κορυφές ( )3,2Α , ( )1,1−Β  και ( )3,4 −Γ  
Γ1. Να δείξετε ότι ( )1,7 −∆ . 

7 Μονάδες 

Γ2. Να βρεθούν οι εξισώσεις των διαγωνίων ΑΓ  και Β∆ . 
6 Μονάδες 

Γ3. Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από το σημείο Β  και είναι 
παράλληλη στην ευθεία 93: +−=ΑΓ xy . 

5 Μονάδες 

Γ4. Αν Μ  είναι μέσο της ΒΓ  να βρεθεί σημείο Λ  της : 3 2y xε = − −  τέτοιο ώστε 
τα σημεία ΛΜΑ ,,  να είναι συνευθειακά. 

7 Μονάδες 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2020 
A΄ ΦΑΣΗ

ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται η ευθεία ε: α
αβα 


+











 −+
= xy

2

323
, όπου βα

,  δύο μη μηδενικά διανύσματα 

για τα οποία ισχύει αβ 
2= . 

Δ1. Αν η ευθεία ε διέρχεται από το σημείο ( )0,1Α  να δείξετε ότι βα


↑↓ . 
6 Μονάδες 

Δ2. Αν οι ευθείες 1ε : ( ) 201932 ++= xy α


 και 2ε : ( ) 20205 −+= xy α  είναι 

παράλληλες τότε να δείξετε ότι 2=α


 και ότι 8−=⋅ βα


 . 
6 Μονάδες 

Δ3. Να δείξετε ότι 2β α= −
   και ότι η ευθεία ε έχει εξίσωση 22 +−= xy . 

7 Μονάδες 

Δ4.  Να βρεθεί το συμμετρικό Γ  του σημείου 





Β α,

2
5

 ως προς την ευθεία ε . 

6 Μονάδες 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2021 
A΄ ΦΑΣΗ

ΤΑΞΗ: Β΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 
ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ 
ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Ημερομηνία: Σάββατο 9 Ιανουαρίου 2021 
Διάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

_____________________________________________________________________ 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Δίνονται τα διανύσματα 𝛼𝛼→ = (𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) και 𝛽𝛽
→

= (𝑥𝑥2,𝑦𝑦2) με συντελεστές 
διεύθυνσης 𝜆𝜆1 = 𝜆𝜆

𝛼𝛼
→  , 𝜆𝜆2 = 𝜆𝜆

𝛽𝛽
→ αντίστοιχα και 𝛼𝛼→  , 𝛽𝛽

→
 ∦y΄y. 

Να αποδείξετε ότι :  𝛼𝛼
→
⊥ 𝛽𝛽

→
 ⟺ 𝜆𝜆1𝜆𝜆2 = −1. 

8 Μονάδες 

Α2. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό: «Για δύο μη μηδενικά διανύσματα του 
επιπέδου 𝛼𝛼→, 𝛽𝛽

→
 ισχύει ότι   �⃗�𝛼 ↗↙ 𝛽𝛽 ⇔ �⃗�𝛼 ⋅ 𝛽𝛽 = |�⃗�𝛼| ⋅ �𝛽𝛽�» 

α. Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας 
το γράμμα Α αν είναι αληθής, ή το γράμμα Ψ αν είναι ψευδής. 

2 Μονάδες 

β. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α. 
2 Μονάδες 

Α3. Τι ονομάζεται γραμμικός συνδυασμός δύο διανυσμάτων 𝛼𝛼→, 𝛽𝛽
→

; 
3 Μονάδες 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2021 
A΄ ΦΑΣΗ

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν , γράφοντας στο τετράδιο 
σας δίπλα στον αριθμό που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση , τη λέξη Σωστό αν η 
πρόταση είναι σωστή ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 
1. Η εξίσωση Ax + By + Γ = 0 παριστάνει ευθεία για κάθε

Α, Β, Γ∈R .
2. Αν 𝑎𝑎→ διάνυσμα του επιπέδου, λ∈R,τότε ισχύει ότι:

𝜆𝜆�⃗�𝑎 = 0�⃗ ⟺ 𝜆𝜆 = 0 ή  �⃗�𝑎 = 0�⃗  .
3. Ως συντελεστή διεύθυνσης μιας ευθείας ε ορίζουμε την εφαπτομένη της

γωνίας ω που σχηματίζει η ε με τον άξονα  x'x.
4. Το �𝛼𝛼→� ενός διανύσματος 𝛼𝛼→ = (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) με 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈R του καρτεσιανού επιπέδου 

ισούται πάντα με 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 .
5. Το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων𝛼𝛼→ = (𝑥𝑥1,𝑦𝑦1), 𝑥𝑥1,𝑦𝑦1 ∈R και

𝛽𝛽
→

= (𝑥𝑥2,𝑦𝑦2), 𝑥𝑥2,𝑦𝑦2 ∈R συναρτήσει των συντεταγμένων τους είναι 
𝛼𝛼→ 𝛽𝛽
→

= 𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦1𝑦𝑦2. 
10 Μονάδες 

ΘΕΜΑ Β 
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Β(-2 , 4). 
B1. Να βρεθούν οι συντεταγμένες της κορυφής Α από την οποία διέρχονται οι 

ευθείες (ε1) : 2x + y - 5 = 0 και (ε2) : x - 4y + 2 = 0 . 

8 Μονάδες 

B2. Αν η πλευρά ΒΓ  είναι παράλληλη στην ευθεία (ζ): 3x - y + 2021 = 0, να 
αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας στην οποία ανήκει η ΒΓ είναι η 
y = 3x+10. 

8 Μονάδες 

B3. Αν Α(2 , 1) και το ύψος ΒΔ ανήκει στην ευθεία με  εξίσωση x + y - 2 = 0, να 
βρεθούν οι συντεταγμένες της κορυφής Γ. 

9 Μονάδες 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2021 
A΄ ΦΑΣΗ

ΘΕΜΑ Γ 

Έστω τα διανύσματα �⃗�𝛼 , 𝛽𝛽 για τα οποία είναι |�⃗�𝛼|=1, �𝛽𝛽�=5, 𝜂𝜂𝜂𝜂 �𝛼𝛼→ , 𝛽𝛽
→

∧

� = 3
5
. 

Γ1. Να αποδείξετε ότι: 𝛼𝛼→ ⋅ 𝛽𝛽
→

= 4 ή 𝛼𝛼→ ⋅ 𝛽𝛽
→

= − 4. 
9 Μονάδες 

Αν η γωνία (𝛼𝛼→ , 𝛽𝛽
→

∧

) είναι οξεία τότε : 

Γ2. Να υπολογίσετε το �5𝛼𝛼
→
− 𝛽𝛽

→
�. 

8 Μονάδες 

Γ3. Να υπολογίσετε τον πραγματικό αριθμό x αν το διάνυσμα 

𝑣𝑣
→

= �𝛼𝛼→ ⋅ 𝛽𝛽
→
� 𝛼𝛼→ − 𝑥𝑥 𝛽𝛽

→
 είναι κάθετο στο 𝛽𝛽

→
. 

8 Μονάδες 

ΘΕΜΑ Δ 
Στο καρτεσιανό επίπεδο Oxy θεωρούμε τα σημεία Β(-2 , 3) και Γ(0 , -3). 
Δ1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της μεσοκάθετης ευθείας μ του ευθύγραμμου 

τμήματος ΒΓ είναι y = 1
3
 (x+1). 

7 Μονάδες 

Δ2. Να βρείτε το σημείο Α(𝑥𝑥𝐴𝐴,𝑦𝑦𝐴𝐴), με 𝑥𝑥𝐴𝐴 > 0, του επιπέδου Oxy για το οποίο το 
τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές με 𝛢𝛢 �= 90𝜊𝜊. 

9 Μονάδες 
Δ3. Αν Μ είναι οποιοδήποτε σημείο του επιπέδου Oxy, να αποδείξετε ότι: 

𝛭𝛭𝛭𝛭������⃗   𝛭𝛭𝛭𝛭������⃗ +  𝛭𝛭𝛢𝛢������⃗ 2 =  𝛭𝛭𝛢𝛢������⃗   𝛭𝛭𝛭𝛭������⃗ +  𝛭𝛭𝛢𝛢������⃗   𝛭𝛭𝛭𝛭������⃗  . 
9 Μονάδες 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2022 
A΄ ΦΑΣΗ

ΤΑΞΗ: Β΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Ημερομηνία: Τετάρτη 5 Ιανουαρίου 2022 

Διάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

_____________________________________________________________________ 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α  

Α1. Για τα διανύσματα και του επιπέδου 

 να αποδείξετε ότι : . 

Μονάδες 7 

Α2.  Τι ονομάζουμε εσωτερικό γινόμενο δύο μη μηδενικών διανυσμάτων  και ; 

Μονάδες 4 

A3. Για τα διανύσματα  με και  το μοναδιαίο διάνυσμα, δίνεται ο 

ισχυρισμός: «η παράσταση    είναι ίση με πραγματικό αριθμό». 

α)  Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό αυτό ως Σωστό ή Λάθος. 

Μονάδες 1 

β) Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μονάδες 3 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2022 
A΄ ΦΑΣΗ

Α4. Για κάθε μία από τις επόμενες προτάσεις να γράψετε στο τετράδιο σας δίπλα 

στον αριθμό που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό αν η πρόταση 

είναι σωστή ή Λάθος αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  

1. Αν  τότε για κάθε πραγματικό αριθμό λ ισχύει . 

2. Οποιαδήποτε ευθεία που διέρχεται από το σημείο  έχει εξίσωση 

της μορφής .

3. Αν για τα μη μηδενικά διανύσματα  ισχύει  τότε τα 

 είναι πάντα ομόρροπα. 

4. Η απόσταση των σημείων  και  είναι ίση με 

. 

5. Ο συντελεστής διεύθυνσης  μιας ευθείας που διέρχεται από τα σημεία

 και  είναι πάντα . 

Μονάδες 10 

ΘΕΜΑ Β 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ του οποίου η πλευρά ΑΒ τέμνει τους άξονες  και 

στα σημεία  και . Το κέντρο του τετραγώνου είναι η αρχή των αξόνων 

. 

Β1. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ε) πάνω στην οποία βρίσκεται η πλευρά 

ΑΒ του τετραγώνου. 

Μονάδες 5 

Β2. Να βρείτε τις συντεταγμένες της κορυφής Δ του τετραγώνου και να αποδείξετε 

ότι η μεσοκάθετος της πλευράς ΑΔ έχει εξίσωση την διχοτόμο της 2ης και 4ης 

γωνίας των αξόνων. 

Μονάδες 6 

Β3. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας πάνω στην οποία βρίσκεται η πλευρά ΒΓ, 

καθώς και το μέτρο του διανύσματος 

Μονάδες 5 

Β4. Να βρείτε τη γωνία φ που σχηματίζει η ευθεία (ε) με τον  άξονα και έπειτα 

τα εσωτερικά γινόμενα : 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2022 
A΄ ΦΑΣΗ

1)     2)        3)   όπου =  και 

Μονάδες 9 

ΘΕΜΑ Γ 

Δίνονται τα διανύσματα και με 

. Αν  και 

Γ1. Να αποδείξετε ότι . 

Μονάδες 9 

Για 

Γ2. Να γράψετε το διάνυσμα  ως γραμμικό συνδυασμό των . 

Μονάδες 6 

Γ3. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ε) που είναι κάθετη στο διάνυσμα  και 

διέρχεται από το σημείο . 

Μονάδες 5 

Γ4. Αν η ευθεία (ε) τέμνει τους άξονες στα σημεία Β και Γ να βρείτε το εμβαδόν 

του . 

Μονάδες 5 

ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με και όπου για τα 

διανύσματα  ισχύουν : 

• 

• 

• η γωνία  είναι αμβλεία. 

Δ1. Να αποδείξετε ότι . 

Μονάδες 5 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2022 
A΄ ΦΑΣΗ

Δ2. Να αποδείξετε ότι  και να βρείτε το μήκος της διαμέσου ΒΜ 

αν Μ το μέσο της ΑΓ. 

Μονάδες 8 

Δ3. Αν για το διάνυσμα  ισχύει  να αποδείξετε ότι . 

Μονάδες 5 

Δ4. Να γράψετε το διάνυσμα  ως γραμμικό 

συνδυασμό των  και  και να αποδείξετε ότι . 

Μονάδες 7 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2023 
A΄ ΦΑΣΗ

ΤΑΞΗ: Β΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Ημερομηνία: Πέμπτη 5 Ιανουαρίου 2023 

Διάρκεια Εξέτασης: 2 ώρες 

_____________________________________________________________________ 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α  

Α1. α) Αν Μ το μέσο του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ και Ο σημείο αναφοράς στο χώρο 

να αποδείξετε ότι 
ΟΑ ΟΒ

ΟΜ
2

+
= . 

Μονάδες 9 

β) Επιπλέον αν ( ) ( )1 2 2 2Α x , x ,B x , y  και ( )M x,y  να αποδείξετε ότι 1 2x x
x

2

+
=

και 1 2y y
y

2

+
= . 

Μονάδες 6 

Α2. Να γράψετε στο τετράδιό σας τον αριθμό καθεμιάς από τις παρακάτω προτάσεις 

και δίπλα το γράμμα Σ αν η πρόταση είναι σωστή, το γράμμα Λ αν η πρόταση 

είναι λάθος. 

α) Για κάθε διάνυσμα α  και λ,μ  αν ισχύει λ α μ α =   τότε λ μ= . 

β) Ο συντελεστής διεύθυνσης λ μιας ευθείας που διέρχεται από τα σημεία 

( )1 2Α x ,x  και ( )2 2B x , y  με 
1 2x x  είναι 1 2

1 2

y y
λ

x x

−
=

−
. 

γ) Για τα διανύσματα α  και β  με α β 0 =  ισχύει πάντα α 0=  ή β 0= . 

δ) Οι ευθείες με εξισώσεις x 1=  και y 0=  είναι κάθετες. 

ε) Αν α β α β 0 −  =  τότε α β . 

Μονάδες 10 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2023 
A΄ ΦΑΣΗ

ΘΕΜΑ Β 

Δίνονται τα διανύσματα ( )α 3 i j,  β 5,3=  − =  και γ  του επιπέδου για τα οποία ισχύει

α 2γ β+ =  . 

Β1. Να δείξετε ότι ( )γ 1,2= .

Μονάδες 7 

Β2. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  που διέρχεται από το ( )Α 1,4−  και είναι 

παράλληλη στο διάνυσμα γ . 

Μονάδες 4 

Β3. Αν Β, Γ είναι τα σημεία τομής της ευθείας ( )ε  με τους άξονες x'x  και y'y

αντίστοιχα να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών πάνω στις οποίες βρίσκονται 

(i) η διάμεσος ΟΜ του τριγώνου ΟΒΓ . 

(ii) το ύψος ΟΚ του τριγώνου ΟΒΓ . 

Μονάδες 14 

ΘΕΜΑ Γ 

Στο σχήμα δίνεται ρόμβος ΟΑΒΓ πλευράς 4cm  

και η  γωνία Γ ˆ π
ΟΑ

3
= . 

Γ1. Να δείξετε ότι το σημείο Α  

ανήκει στην ευθεία y 3 x=    

και ότι οι κορυφές του ρόμβου 

έχουν συντεταγμένες 

( ) ( ) ( )Α 2,2 3 ,Β 6,  2 3 ,Γ 4,0 .

Μονάδες 7 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2023 
A΄ ΦΑΣΗ

Γ2. Να βρείτε τις συντεταγμένες του κέντρου Κ του ρόμβου και τις εξισώσεις των 

ευθειών πάνω στις οποίες βρίσκονται οι πλευρές του. 

Μονάδες 6 

Γ3. Να υπολογίσετε τα εσωτερικά γινόμενα 

i) ΟΑ ΟΒ  , ii) ΟΑ ΒΑ  , iii) ΚΑ ΚΒ  , iv) ΑΚ ΑΟ  

Μονάδες 6 

Γ4. Να δείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων ( )Μ x, y  του επιπέδου για τα

οποία ισχύει η σχέση ( )
2

ΓΜ ΓΒ ΚΒ ΟΑ ΚΓ ΑΜ − + =   είναι ευθεία κάθετη 

στην ευθεία της διαγωνίου  ΑΓ. 

Μονάδες 6 

ΘΕΜΑ Δ 

Δίνονται τα διανύσματα α,β  με α 2 β 5+ =  και τα παράλληλα διανύσματα 

( ) ( )u α ,1 , ν β ,2= = . 

Δ1. Αποδείξτε ότι α 1, β 2= =  και ότι u ν . 

Μονάδες 6 

Αν επιπλέον ισχύει :  ( ) ( )α β 5α 2β+ ⊥ −

Δ2. Να αποδείξετε ότι  :   (i) α β 1 =    (ii) 
π

α,  β
3

 
= 

 
. 

Μονάδες 6 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2023 
A΄ ΦΑΣΗ

Δ3. Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς x  και y  λύνοντας τις εξισώσεις 

4 2α β x 2 ν u −  =  −

και 

( )
( )

α y α 2β
α 1 y α

α β

  +
 = − 

+

Μονάδες 8 

Δ4. Αν το διάνυσμα α  είναι ομόρροπο του θετικού ημιάξονα Οx   και  το 

ΟΒ β=  βρίσκεται στο πρώτο τεταρτημόριο να αποδείξετε ότι 
π

β,u
12

 
= 

 

Μονάδες 5 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2016 
Β ΦΑΣΗ

ΤΑΞΗ: Β΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥ∆ΩΝ 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  

Ηµεροµηνία: Κυριακή 17 Απριλίου 2016 

∆ιάρκεια Εξέτασης: 2 ώρες 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Έστω ,a v

� �

 δύο διανύσµατα του επιπέδου µε 0a ≠

� �

. 

∆είξτε ότι για την προβολή του   πάνω στο  αv

� �

 ισχύει προβ νav
α

α= ⋅ ��

�� �� �

. 

(15 µονάδες) 

Α2. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό 

σας, δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό αν η 

πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος αν η πρόταση είναι λανθασµένη. 

α) Το εµβαδόν τριγώνου ΑΒΓ δίνεται από το τύπο ( )
1

( ) det AB, AΓ .
2

ΑΒΓ =

���� ����

 

 Σ - Λ 

β) Για τη γωνία φ, που σχηµατίζει ένα διάνυσµα α
��

 µε τον άξονα x x′  ισχύει 

0 2ϕ π≤ < .  Σ – Λ 

γ) Η εξίσωση 2 2
A 0x y x By+ + + + Γ =  µε 0Α⋅Β ≠  και 2 2

4 0Α +Β − Γ >

παριστάνει κύκλο µε κέντρο 
B
,

2 2

Α 
Κ  
 

.  Σ – Λ 

δ) Η απόσταση της κορυφής µιας παραβολής από την εστία της είναι ίση µε το 

µισό της απόστασης της εστίας από την διευθετούσα.  Σ – Λ 

ε) Ισχύει η ισοδυναµία ( )/ / det , 0a a aβ λβ β⇔ = ⇔ =

� �� � �� � ��

, Rλ∈ και 0β ≠
�� �

  Σ – Λ 

(2x5 µονάδες) 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2016 
Β ΦΑΣΗ

ΘΕΜΑ Β 

∆ίνονται τα διανύσµατα ( 1,2) και  β=-3 jα = −

�� � �

. 

Β1. ∆είξτε ότι το διάνυσµα ( )3 2β 3,12v a= − = −

� � �

 και βρείτε τον αριθµό 4 βva aγ = +

�� ��

. 

(6 µονάδες) 

Β2. Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ η πλευρά ΑΒ διέρχεται από το σηµείο Κ(3,3) και είναι 

κάθετη στο διάνυσµα v
�

, ενώ η πλευρά ΒΓ έχει εξίσωση ( )4 2y va a xβ= + −

�� ���

τότε βρείτε τις εξισώσεις των πλευρών ΑΒ και ΒΓ και την κορυφή Β. 

(7 µονάδες) 

Β3. Βρείτε την εξίσωση της ευθείας γραµµής, στην οποία βρίσκονται τα σηµεία 

Μ(λ-1, 2λ+2), .λ∈ℝ  

(6 µονάδες) 

Β4. Αν η πλευρά ΑΓ είναι η ευθεία γραµµή που βρήκατε στο ερώτηµα Β3 τότε να 

δείξτε ότι το µήκος του ύψους ΒΛ είναι
49 5

55
. 

(6 µονάδες) 

ΘΕΜΑ Γ 

∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε κορυφή Α(2,-3) και τη πλευρά Γ∆ να έχει 

εξίσωση 2 3 5 0.x y− + =  Μία πλευρά του βρίσκεται στην ευθεία 

(ε): 0.x y+ =  

Γ1. ∆είξτε ότι η πλευρά που βρίσκεται στην ευθεία (ε) είναι η ΒΓ, βρείτε τις 

συντεταγµένες της κορυφής Γ και δείξτε ότι το κέντρο του παραλληλογράµµου 

είναι Κ 
1
, 1

2

 
− 

 
. 

(7 µονάδες) 

Γ2. Βρείτε την πλευρά ΑΒ και δείξτε ότι το εµβαδόν του 

παραλληλογράµµουΑΒΓ∆ είναι 
18

5
τ.µ. 

(7 µονάδες) 

Γ3. ∆είξτε ότι η εξίσωση της παραβολής C, που έχει κορυφή Ο(0,0), άξονα 

συµµετρίας τον x x′  και διέρχεται από το κέντρο Κ του παραλληλογράµµου 

είναι 21

2
x y=

(5 µονάδες) 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2016 
Β ΦΑΣΗ

Γ4. ∆είξτε ότι η εφαπτοµένη της παραβολής C στο σηµείο Κ είναι 2 2 1 0x y+ + =  

και µετά βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης της διχοτόµου της γωνίας �ΕΚΘ , 

όπου Ε η εστία και ΚΘ ΟΕ

���� ����
րր . 

(6 µονάδες) 

ΘΕΜΑ ∆ 

∆ίνεται η ευθεία : 0.x yε α β+ =  

∆1. Να δείξετε ότι η εξίσωση 2 2
4 4 0x y ax yβ+ − − =  παριστάνει κύκλο, του οποίου 

να βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα ρ. 

(7 µονάδες) 

∆2. Ποια είναι η σχετική θέση της ευθείας και του κύκλου. 

(5 µονάδες) 

∆3. Αν για τους αριθµούς α και β ισχύει 2 2
3 4 3a β+ =  τότε να δείξετε ότι τα κέντρα 

των παραπάνω κύκλων βρίσκονται στην έλλειψη 2 2
3 4 12  x y+ = , της οποίας να 

βρείτε τα µήκη των αξόνων και την εκκεντρότητα. 

(6 µονάδες) 

∆4. ∆είξτε ότι η εφαπτοµένη της έλλειψης σε σηµείο 
1 1

N( , )x y  διαφορετικό των 

κορυφών της, που διέρχεται από το Ζ(-2,3) είναι 2 4 0x y+ − = . Μετά δείξτε ότι 

τα σηµεία Ζ, Ο(0,0) και το µέσο του NA′  είναι συνευθειακά, όπου Α΄ η 

κορυφή της έλλειψης στον άξονα Οχ΄ 

(7 µονάδες) 

207

ΦΡΟ
ΝΤΙ

ΣΤ
ΗΡΙ

Α 
ΑΡ

ΓΥ
ΡΗ

 Σ
ΙΡ

ΔΑ
ΡΗ



ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2017 
Β ΦΑΣΗ

ΤΑΞΗ: Β΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥ∆ΩΝ 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  

Ηµεροµηνία: Σάββατο 8 Απριλίου 2017 

∆ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Έστω ε η εφαπτοµένη του κύκλου �:	�² + �² = �² σε ένα σηµείο του

�(��,��). Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ε είναι 			��� + ��� = �²
Μονάδες 15 

Α2. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιο 

σας, δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό αν η 

πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος αν η πρόταση είναι λανθασµένη. 

α) Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων είναι αριθµός. 

β) Κάθε εξίσωση της µορφής �² + �² + �� + �� + 	 = 0 παριστάνει κύκλο.

γ) Στην παραβολή  �� = 2
�  τα 
 και � (µε � ≠ 0), είναι οµόσηµα.

δ) Μία ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία �(��,��) και �(��,��) έχει

πάντοτε συντελεστή διεύθυνσης � =
�����
�����

ε) Ένα διάνυσµα παράλληλο στην ευθεία �� + �� + 	 = 0 είναι το διάνυσµα

� = (�,�)
Μονάδες 10 

ΘΕΜΑ Β 

∆ίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ µε κορυφές Α (–1,1), Β (4,1) και Γ (1,5). 

Β1. Αν Μ είναι το µέσον της ΑΓ, να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας ε που 

διέρχεται από τα σηµεία Β και Μ είναι η x 2y 6+ = . 

Μονάδες 8 
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Β2. ∆ίνεται η εξίσωση της ευθείας ζ: 4x 3y 1+ = −  , η οποία διέρχεται το σηµείο Α 

και είναι παράλληλη στην ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία Β και Γ.  

Να αποδείξετε ότι:  

i. Το σηµείο τοµής ∆ των ευθειών ε και ζ είναι το ∆ (-4,5)

Μονάδες 3 

ii. Το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο.

Μονάδες 6 

Β.3. Να βρείτε την παράµετρο p και την εστία Ε της παραβολής C µε εξίσωση 
2

x 2py= , της οποίας η διευθετούσα είναι η οριζόντια ευθεία που διέρχεται 

από τα σηµεία Α και Β.

Μονάδες 8 

ΘΕΜΑ Γ 

∆ίνεται η εξίσωση ��� − 2���� + ����� − 8 = 0		�,� ∈ ℝ	(1) όπου �� ,�� διανύσµατα µε

|��| = 2 και ���� = 4.

Γ1. Να αποδείξετε ότι εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία. 

Μονάδες 8 

Γ2. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ζ που προκύπτει από την (1) αν η γωνία 

των διανυσµάτων �� και �� είναι ίση µε 60
0
.

Μονάδες 7 

Γ3. Έστω � ο κύκλος µε κέντρο το �(0, 0) ο οποίος εφάπτεπται στην ευθεία ζ που

έχει εξίσωση � + � − 2 = 0, στο σηµείο �.

Να βρείτε:  

i. Τις συντεταγµένες του σηµείου �.

Μονάδες 7 

ii. Την εξίσωση του κύκλου �.

Μονάδες 3 
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ΘΕΜΑ ∆ 

Σε ένα ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων Oxy θεωρούµε ότι ο ηµιάξονας ��
είναι ένας κατακόρυφος τοίχος και ο ηµιάξονας �� είναι το έδαφος επί του οποίου

µπορεί να κυλιέται ένα σύρµα σχήµατος κύκλου µε ακτίνα � = 1. Η αρχική θέση του

κυκλικού σύρµατος είναι τέτοια ώστε να εφάπτεται ταυτοχρόνως στους ηµιάξονες ��
και �� και τότε έχει κέντρο το σηµείο �. Κάποια στιγµή αρχίζει να κυλιέται προς τα

δεξιά µέχρι τη στιγµή που προσκρούει στο κεκλιµένο επίπεδο �� οπότε και

ακινητοποιείται όπως φαίνεται στο σχήµα. 

Η τετµηµένη του σηµείου � είναι 9 + √2. Τα σηµεία � και � αφορούν στην τελική

θέση του κυκλικού σύρµατος και είναι αντιστοίχως το κέντρο του και το σηµείο 

επαφής του µε το επίπεδο ��. Aν � σηµείο αυτού του κύκλου τέτοιο ώστε ��������//��

για το οποίο ισχύει: ���������� · �������� = √�

�
 τότε: 

∆1. Να αποδείξετε ότι: 

α) 	���� = ���� = ���� = 45° όπου � το σηµείο τοµής της προέκτασης του

�� µε το επίπεδο ��.

Μονάδες 4 

β) Η εξίσωση της ευθείας   που ορίζει το κεκλιµένο επίπεδο �� είναι

� + � − 9 − √2 = 0.

Μονάδες 4 

B 

M 

Λ Κ 
Ρ 

Α 
x 

y 

y' 

x'  O

z 
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γ) Οι συντεταγµένες του κέντρου � είναι �(8, 1).
Μονάδες 5 

∆2. Θεωρούµε ότι η εξίσωση �² + �² + �� + �� + 	 = 0 µε �² + �² − 4	 > 0
παριστάνει την οικογένεια των κύκλων που περιλαµβάνει όλες τις θέσεις από 

τις οποίες διέρχεται το κυκλικό σύρµα κατά την διάρκεια της συνολικής 

διαδροµής του. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) 	� = −2

Μονάδες 3 

β) 	� = −2√	
Μονάδες 4 

γ) 	1 ≤ 	 ≤ 64

Μονάδες 5 

• Να θεωρήσετε τη διάµετρο (πάχος) του σύρµατος αµελητέα

• Οι αριθµοί που αφορούν σε µήκη είναι σε !"
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ΤΑΞΗ: Β΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 
ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ 
ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Ημερομηνία: Σάββατο 14 Απριλίου 2018 
Διάρκεια Εξέτασης: 2 ώρες 

_____________________________________________________________________ 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 
Α1. Δείξτε ότι η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο Α(x0, y0) και έχει 

συντελεστή διεύθυνσης λ είναι: ( )0 0y - y  = λ x - x . 

Μονάδες 15 
Α2. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας 

δίπλα στον αριθμό που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η 
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  
1. Η εξίσωση x2 + y2 = α με α ≠ 0 παριστάνει πάντα κύκλο.

2. Αν ΑΒ


 = ΒΑ


 ⇔ ΑΒ


 = 0


 
3. Το δ



 = (Β, Α) είναι παράλληλο στην ε: Αx + By + Γ = 0 με Α ≠ 0 ή Β ≠ 0. 
4. Αν α ⋅β



  = | || |α β


  τα ,α β


  διανύσματα αντίρροπα.
5. Η εξίσωση y=4x2 παριστάνει παραβολή.

Μονάδες 10 

ΘΕΜΑ Β 
Σε καρτεσιανό επίπεδο Οxy όπου Ο(0,0) η αρχή των αξόνων θεωρούμε τα σημεία 
Α(1, 0), Β(3, 2) και Γ(x0, 0) σημείο του άξονα x΄x τέτοια ώστε Α Β̂Γ = 90ο. 

Β1. Να βρεθεί το ΑΒ


 και το |ΑΒ


|. 
Μονάδες 6 

Β2. Να δείξετε ότι Γ(5, 0). 
Μονάδες 6 

Β3. Να βρείτε το είδος του τριγώνου ως προς τις πλευρές. 
Μονάδες 6 
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Β4. Αν Κ σημείο του επιπέδου Οxy ώστε Γ μέσο του ΒΚ, να υπολογίσετε το 

εμβαδόν του 
∆

ΑΒΚ . 
Μονάδες 7 

ΘΕΜΑ Γ 
Δίνεται η ευθεία ε: x + y + 3 = 0 και σημείο Α(0, -5) του επιπέδου. Να βρείτε: 
Γ1. την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το Α και είναι κάθετη στην ε. 

Μονάδες 6 
Γ2. το συμμετρικό Α΄ του Α ως προς την ευθεία ε. 

Μονάδες 8 
Γ3. (α) τις εξισώσεις των κύκλων C, C΄ με κέντρα τα σημεία Α, Α΄ αντίστοιχα που 

 εφάπτονται στην ε. 
(β) τη μεγαλύτερη δυνατή απόσταση που μπορεί να έχουν ένα σημείο του 

κύκλου C από ένα σημείο του κύκλου C΄. 
Μονάδες 6 

Γ4. τις εξισώσεις των κοινών εφαπτόμενων ευθειών των κύκλων C, C΄. 
Μονάδες 5 

ΘΕΜΑ Δ 
Θεωρούμε τις εξισώσεις: 2 2x + y - 2x + 4y +1 = 0   (1) 
και: ( ) ( )2λ +1 x + 1- λ y + 3 = 0 . (2) 
Δ1. Να αποδείξετε ότι:  

i. Η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο C του οποίου να βρείτε το κέντρο Κ και
την ακτίνα ρ.

Μονάδες 2 
ii. Για κάθε τιμή της παραμέτρου λ η εξίσωση (2) παριστάνει ευθεία γραμμή

και ότι όλες οι ευθείες που ορίζονται από την εξίσωση (2) διέρχονται από το
ίδιο σημείο Τ το οποίο και να βρείτε.

Μονάδες 4 
Αν είναι Κ(1,-2) και ρ=2 τότε:  

Δ2. Να αποδείξετε ότι οποιαδήποτε ευθεία της οικογένειας ευθειών (2) για λ≠1 
τέμνει τον κύκλο C σε δύο σημεία. 

Μονάδες 6 
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Δ3. Να βρείτε τις τιμές του λ∈  για τις οποίες η ευθεία (ε) ορίζει στον κύκλο C 
χορδή μήκους 2 2 . 

Μονάδες 6 
Δ4. Να βρεθεί το συνημίτονο της γωνίας που σχηματίζουν οι εφαπτόμενες του 

κύκλου C που διέρχονται από την αρχή των αξόνων. 
Μονάδες 7 
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ΤΑΞΗ: Β΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 
ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ 
ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Ημερομηνία: Σάββατο 4 Μαΐου 2019 
Διάρκεια Εξέτασης: 2 ώρες 

_____________________________________________________________________ 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 
Α.1. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη ( )ε  του κύκλου 2 2 2: + =C x y ρ  σε ένα σημείο 

του ( )1 1,Α x y  είναι ( ) 2
1 1: + =xx yyε ρ . 

Μονάδες 11 

Α.2. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό 
σας, δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η 
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

α. Η εξίσωση 21
2

=y x
p

 με 0>p  παριστάνει παραβολή με άξονα συμμετρίας 

τον ′y y . 

β. Η εξίσωση 0Α +Β +Γ =x y , παριστάνει μια ευθεία για κάθε Α, Β, Γ ∈ ℝ. 

γ. Τα διανύσματα ( )1,0=

i  και ( )0,1=


j  είναι ίσα. 

δ. Η απόσταση του σημείου ( )0 0 0,Μ x y  από την ευθεία ε  με εξίσωση 

0Α +Β +Γ =x y  είναι ίση με ( ) 0 0
0 2 2
,

Α +Β +Γ
Μ =

Α +Β

x y
d ε . 

ε. Η εξίσωση 2 2+ =x y a , παριστάνει κύκλο για κάθε 𝑎𝑎 ∈ ℝ. 

Μονάδες 10 
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Α.3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό: «Αν δυο διανύσματα έχουν ίσα μέτρα, 
τότε είναι ίσα». 

α. Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας 
το γράμμα Α αν είναι αληθής ή το γράμμα Ψ αν είναι ψευδής. 

Μονάδες 1 

β. Να αιτιολογήσετε την απάντηση σας στο ερώτημα α. 

Μονάδες 3 

ΘΕΜΑ Β 
Στον εναέριο χώρο της Ελλάδας κινούνται δύο αεροπλάνα που ακολουθούν τις 
παρακάτω πορείες: 

• Το πρώτο αεροπλάνο κινείται στη γραμμή 1γ  όπου κάθε σημείο της σε
ορθοκανονικό σύστημα αξόνων (στο χάρτη) είναι της μορφής ( )1, 3Α + +λ λ ,
𝜆𝜆 ∈ ℝ.

• Το δεύτερο αεροπλάνο κινείται στη ευθεία 2γ  που περνάει από το
αεροδρόμιο των Ιωαννίνων με συντεταγμένες ( )2, 2Ι − −  και είναι παράλληλη

στο διάνυσμα ( 2,2)v = −


 . 

Β.1. Να βρείτε την εξίσωση της γραμμής 1γ . 

Μονάδες 4 

Β.2. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας 2γ . 

Μονάδες 7 

Β.3. Στο σημείο ( )0,0Ο  βρίσκεται το αεροδρόμιο Αθηνών. Αν οι γραμμές είναι οι 
ευθείες 1 : 2= +y xγ  και 2 : 4= − −y xγ . 

α. ποιο αεροπλάνο θα περάσει πιο κοντά από το αεροδρόμιο Αθηνών; 
Μονάδες 7 

β. να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου ΙΟΝ όπου Ν το σημείο τομής μεταξύ 
των 1γ  και 2γ . 

Μονάδες 7 
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ΘΕΜΑ Γ 

Δίνεται η παραβολή ( )2
1 : 2 2= −

  
C y a xβ β  και ο κύκλος 

( )( )2 2
2 : 4 15 0+ − + ⋅ + =

  
C x y x a yβ β , όπου 


a  και 


β  διανύσματα για τα οποία ισχύουν

1=

a , 2=


β  και ( )( )3 1+ − =

   
a aβ β .  

Γ.1. Να αποδείξετε ότι 1=

aβ  και ,

3

∧ 
= 

 

 
a πβ

Μονάδες 6 

Γ.2. Να βρείτε την εστία Ε και την εξίσωση της διευθετούσας ( )δ  της παραβολής 

1C , καθώς επίσης το κέντρο Κ και την ακτίνα ρ  του κύκλου 2C . 

Μονάδες 7 

Γ.3. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη ( )ε  της παραβολής 1C  στο σημείο της ( )1,2Α  
εφάπτεται και στο κύκλο 2C . 

Μονάδες 6 
Γ.4. Να βρεθεί η μέγιστη και ελάχιστη απόσταση της εστίας Ε(1,0) από το κύκλο 

2C . 

Μονάδες 6 
ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται η εξίσωση 

( ) ( ) ( ) ( )4 2 2 3 2 2 2 2 2 42 2 6 1 8 8 16 16 0+ + − + − + − + − + + + =x y x yλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ , 𝜆𝜆 ∈ ℝ. 

Δ.1. Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει κύκλο C  αν και μόνο αν 
1=λ . 

Μονάδες 4 

Δ.2. Αν 1=λ , τότε: 

α. Να βρείτε το κέντρο Θ και την ακτίνα ρ  του κύκλου C . 

Μονάδες 4 
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β. Να βρείτε την ελάχιστη και την μέγιστη απόσταση των σημείων του 
κύκλου C , από την ευθεία ( ) : 3 4 15 0+ + =x yη . 

Μονάδες 5 

γ. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου C  που διέρχονται 
από την αρχή των αξόνων Ο. 

Μονάδες 8 

δ. Έστω Κ και Λ σημεία του κύκλου C  για τα οποία ισχύει 6ΚΛ = . Να 
βρείτε το μέτρο ΟΚ +ΟΛ

 
. 

Μονάδες 4 
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ΤΑΞΗ: Β΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 
ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ 
ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Ημερομηνία: Κυριακή 24 Μαΐου 2020 
Διάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

_____________________________________________________________________ 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 
ΘΕΜΑ Α 
Α1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση του κύκλου με κέντρο την αρχή των αξόνων και 

ακτίνα ρ  είναι 222 ρ=+ yx .
Μονάδες 10

Α2. Τι ονομάζουμε εσωτερικό γινόμενο δυο μη μηδενικών διανυσμάτων α  και β


; 
Μονάδες 5 

Α3. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό 
σας, δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό αν η 
πρόταση είναι σωστή ή Λάθος αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 
α) Ισχύει 0=⋅⇔⊥ βαβα







 . 
β) Η εξίσωση 0=Γ+Β+Α yx με 0≠Α  και 0Β ≠ παριστάνει ευθεία. 
γ) Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας AB όπου ( )11 ,xA y και ( )22 ,xB y

δίνεται από τον τύπο
21

21

x-x
y-yλ = . 

δ) Η ευθεία με εξίσωση 0532 =++ yx  είναι παράλληλη στο διάνυσμα 
( )3,5δ =



. 
ε) Αν γαβα 





⋅=⋅  τότε είναι γα 

= .
Μονάδες 10
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ΘΕΜΑ Β 
Δίνεται το τετράγωνο ΑΒΓΔ  με κορυφές ( )2,3Α − , ( )6,4Β και ( )1,8Γ − . 

Β1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της πλευράς ΑΒείναι 0267y-4x =+ . 
Μονάδες 5 

Β2. Να αποδείξετε ότι ( )5,1Δ − . 
Μονάδες 6 

Β3. Να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου ΑMB  όπου M το μέσο της πλευράς ΒΓ . 
Μονάδες 7 

Β4. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο Δ  και 
είναι  κάθετη στην ευθεία ΑM είναι 13y18x =+ . 

Μονάδες 7 

ΘΕΜΑ Γ 
Δίνεται η εξίσωση 02222 =−−+−+ xyxyxy . 

Γ1. Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει τις παράλληλες ευθείες με 
εξισώσεις 1:)( 1 += xyε και 2:)( 2 −= xyε . 

Μονάδες 6 

Γ2. Να βρεθεί η εξίσωση της μεσοπαράλληλης των ευθειών )( 1ε  και )( 2ε . 
Μονάδες 6 

Γ3. Να βρεθεί η απόσταση των δυο ευθειών )( 1ε και )( 2ε . 
Μονάδες 6 

Γ4. Να βρεθούν οι εξισώσεις των ευθειών που είναι παράλληλες στην ευθεία )( 1ε
και σχηματίζουν με τους άξονες τρίγωνο με εμβαδόν 8 τμ . 

Μονάδες 7 

ΘΕΜΑ Δ 
Δίνονται οι εξισώσεις ( ) ( ) ( ) 023-λλ4-λ:)( 1 =++++ yxαλε 

 και 

( ) 0βα2-λ3:)( 2 =+++






yx λβλε
 
όπου ℜ∈λ  και α ,β



 δυο διανύσματα 

για τα οποία  ισχύουν : 1=α , 32 =− βα


 και ( ) ( )βαβα








−⊥− 232 .
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Δ1. Να αποδείξετε ότι 2=β


και 2=βα


 . 
Μονάδες 6 

Δ2. Να αποδείξετε ότι οι  εξισώσεις )( 1ε και )( 2ε  παριστάνουν ευθείες για κάθε 
ℜ∈λ  και να βρεθούν οι τιμές του λ ώστε οι ευθείες αυτές να είναι κάθετες. 

Μονάδες 6 

Δ3. Να αποδείξετε ότι η ευθεία )( 2ε διέρχεται από σταθερό σημείο το οποίο  και να 
βρεθεί. 

Μονάδες 7 

Δ4. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου με κέντρο το σημείο ( )0,0Ο που εφάπτεται 
στην ευθεία )( 2ε  για 1=λ . 

Μονάδες 6 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2021 
Β΄ ΦΑΣΗ

ΤΑΞΗ: Β΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 
ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ 
ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Ημερομηνία: Τετάρτη 5 Μαΐου 2021 
Διάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

_____________________________________________________________________ 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 
Α1. Έστω α→ = (x, y) ένα διάνυσμα του καρτεσιανού επιπέδου. Να αποδείξετε ότι 

το μέτρο του διανύσματος δίνεται από τον τύπο � α→� = �x2 + y2 . 

10 Μονάδες 

Α2. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό: «H εξίσωση y-yo = λ(x-xo),λ∈R  
παριστάνει όλες τις ευθείες που διέρχονται από το σημείο Μ(xo ,yo) » 
α. Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας 

το γράμμα Α αν είναι αληθής, ή το γράμμα Ψ αν είναι ψευδής. 
2 Μονάδες 

β. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α. 
3 Μονάδες 

Α3. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν , γράφοντας στο τετράδιο 
σας δίπλα στον αριθμό που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση , τη λέξη Σωστό αν η 
πρόταση είναι σωστή ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 
1. Η απόσταση των σημείων Α(x1,y1) και B(x2,y2) είναι

(AB) = �(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2  .

2. Αν α→ = (x1 , y1) και β
→

= (x2,y2) διανύσματα του επιπέδου τότε το
εσωτερικό γινόμενο είναι : α��⃗ ∙ β�⃗  =  x1x2 + y1y2 .
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3. Ο συντελεστής διεύθυνσης λ μιας ευθείας η οποία διέρχεται από δύο
σημεία Α(x1,y1) και B(x2,y2), με x1 ≠ x2 είναι λ =  y1−y2

x1−x2
  .

4. H απόσταση του σημείου Μ(xo, yo) από την ευθεία
(ε) : Αx + Βy + Γ = 0 , δίνεται σε κάθε περίπτωση από τον τύπο
d(Μ, ε) = Α𝑥𝑥𝑜𝑜+B𝑦𝑦𝑜𝑜+Γ

√Α2+Β2
 .

5. Αν α→ = (x1, y1) και β
→

= (x2, y2) είναι δύο μη μηδενικά διανύσματα του

επιπέδου που σχηματίζουν γωνία θ , τότε συνθ = α→∙β
��

�α→��β
→
�
 . 

10 Μονάδες 

ΘΕΜΑ Β 
Δίνονται τα σημεία Α (1,1) , Β (2,-2) , Γ (0,4) και Ο(0,0). 

B1. Να βρεθεί το εσωτερικό γινόμενο ΟΑ�����⃗ ∙ ΟΒ�����⃗  και στη συνέχεια να υπολογίσετε 
την παράσταση  ΟΑ�����⃗ 2 +  ΟΒ�����⃗ 2 . 

8 Μονάδες 

B2. Να βρεθούν οι συντεταγμένες του διανύσματος ΑΒ�����⃗  . 

5 Μονάδες 

B3. Να βρεθεί το μήκος της διαμέσου ΟΜ του τριγώνου ΟΒΓ . 

6 Μονάδες 

B4. Να δείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά . 
6 Μονάδες 
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ΘΕΜΑ Γ 
Δίνονται οι εξισώσεις λx + (λ -1)y + 5 – 10λ = 0 (1) και 
(λ+2)x + λy – 5λ = 0 (2) , λ∈R . 

Γ1. Να δείξετε ότι καθεμία από τις εξισώσεις (1) και (2) παριστάνει ευθεία για 
κάθε πραγματική τιμή του λ. 

6 Μονάδες 

Αν (ε1) και (ε2) οι ευθείες που παριστάνουν οι εξισώσεις (1) και (2) αντίστοιχα είναι 
παράλληλες : 
Γ2. Να δείξετε ότι λ = 2 . 

5 Μονάδες 

Γ3. Να βρείτε το σημείο της ευθείας (ε1) το οποίο απέχει τη μικρότερη απόσταση 
από την αρχή των αξόνων και στη συνέχεια να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου 
με κέντρο το Ο(0 ,0) ο οποίος εφάπτεται στην ευθεία (ε2). 

8 Μονάδες 

Γ4. Να βρεθεί το εμβαδόν που ορίζεται από τις ευθείες (ε1) και (ε2) και τους 
ημιάξονες Οx και Oy . 

6 Μονάδες 

ΘΕΜΑ Δ 
Δίνεται ο  κύκλος C με εξίσωση 2x2 + 2y2 + Αx + 4y + 3 = 0 , A < 0 και η ευθεία (ε) : 
y = x – 1 . Αν η ευθεία ε εφάπτεται στον κύκλο C τότε : 

Δ1. Να δείξετε ότι Α = - 4 . 
6 Μονάδες 
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Δ2. Να βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα ρ του κύκλου C . 
5 Μονάδες 

Αν Κ(1, -1) και ρ = √2
2

 , να αποδείξετε ότι : 

Δ3. Η ευθεία (η) : y = - x -1 εφάπτεται στον κύκλο C. 
5 Μονάδες 

Δ4. Το τετράπλευρο ΜΝΛΚ είναι τετράγωνο , όπου Μ το σημείο επαφής της (ε) με 
τον C , N είναι το σημείο τομής των ευθειών (ε) και (η) και Λ είναι το σημείο 
επαφής της ευθείας (η) με τον κύκλο C .   

9 Μονάδες 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2022 
Β΄ ΦΑΣΗ

ΤΑΞΗ: Β΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Ημερομηνία: Μ. Τετάρτη 20 Απριλίου 2022 

Διάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

_____________________________________________________________________ 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη  του κύκλου  σε ένα σημείο 

του είναι  . 

Μονάδες 7 

Α2. Τι ονομάζουμε παραβολή με διευθετούσα ευθεία δ και εστία Ε σημείο εκτός 

της δ; 

Μονάδες 4 

Α3. Δίνεται ο παρακάτω ισχυρισμός: 

«Τα σημεία της παραβολής  με  και βρίσκονται 

στο 1ο και 2ο τεταρτημόριο του καρτεσιανού συστήματος αξόνων xOy». 

α) Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισμό ως Σωστό ή Λάθος. 

Μονάδες 1 

β) Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μονάδες 3 
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Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας 

δίπλα στον αριθμό που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό αν η 

πρόταση είναι σωστή ή Λάθος αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

1. Η ευθεία με εξίσωση είναι κάθετη στο διάνυσμα 

. 

2. Αν  τότε για τα διανύσματα  θα ισχύει υποχρεωτικά  ή 

. 

3. Η έλλειψη με εξίσωση έχει εφαπτομένη στο σημείο της 

 την ευθεία . 

4. Η υπερβολή έχει ασύμπτωτες τις ευθείες και 

. 

5. Η εξίσωση  παριστάνει κύκλο αν και μόνο αν . 

Μονάδες 10 

ΘΕΜΑ Β 

Δίνονται τα διανύσματα   για τα οποία ισχύουν , 

 και η παραβολή . 

Β1. α) Να αποδείξετε ότι: και  . 

Μονάδες 4 

β) Να αποδείξετε ότι η εστία της παραβολής είναι το σημείο  και να βρείτε 

την εξίσωση της διευθετούσας δ. 

Μονάδες 4 

Β2. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής στο σημείο της 

 καθώς και την γωνία που αυτή σχηματίζει με τον  άξονα. 

Μονάδες 6 
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Β3. Αν Β είναι το σημείο τομής της εφαπτομένης  με τον άξονα  να αποδείξετε 

ότι το τρίγωνο  είναι ισόπλευρο. 

Μονάδες 4 

Β4. Να δείξετε ότι όπου Γ το σημείο τομής της ευθείας και της 

διευθετούσας δ. 

Μονάδες 7 

ΘΕΜΑ Γ 

Δίνονται οι ευθείες  ,  και το τρίγωνο ΚΛΜ 

όπου Κ το σημείο τομής των ,  και Λ, Μ τα συμμετρικά σημεία του Κ ως προς 

τον  και  άξονα αντίστοιχα. 

Γ1. Να αποδείξετε ότι , να βρείτε την εξίσωση της ευθείας  και να 

υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΚΛΜ. 

Μονάδες 6 

Γ2. Να βρείτε την οξεία γωνία που σχηματίζουν οι ευθείες  και . 

Μονάδες 6 

Γ3. Αν Γ είναι το σημείο τομής της  με τον , να βρείτε σημείο  της  ώστε 

τα σημεία Γ  και  να είναι συνευθειακά. 

Μονάδες 7 

Γ4. Αν  σημείο της ευθείας  ή της  να αποδείξετε ότι ισχύει 

. 

Μονάδες 6 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται η εξίσωση  (1). 

Δ1. Να αποδείξετε ότι η (1) παριστάνει κύκλο για κάθε με , να 

βρείτε το κέντρο, την ακτίνα και να αποδείξετε ότι το σημείο Α(-2,1) είναι 

κοινό σημείο όλων των κύκλων της μορφής (1). 

Μονάδες 6 

Δ2. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των κέντρων των κύκλων που 

ορίζονται από την εξίσωση (1) είναι τα σημεία της ευθείας  εκτός 

του σημείου της Α. 

Μονάδες 6 

Δ3. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που ορίζει η εξίσωση (1), ο οποίος 

εφάπτεται στην ευθεία . 

Μονάδες 7 

Δ4. Να βρείτε τα σημεία του άξονα των οποίων η μέγιστη απόσταση από τον 

κύκλο  είναι μεγαλύτερη από . 

Μονάδες 6 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2023 
Β΄ ΦΑΣΗ

ΤΑΞΗ: Β΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Ημερομηνία: Τετάρτη 19 Απριλίου 2023 

Διάρκεια Εξέτασης: 2 ώρες 

_____________________________________________________________________ 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α. 

Α1. (α) Τι ονομάζουμε συντελεστή διεύθυνσης λ ενός διανύσματος ( )α x, y=

με x 0 . 

Μονάδες 3 

 (β) Αν ( ) ( )1 1 2 2α x , y , β x , y= =  διανύσματα με α,β y 'y  και
1 2λ ,λ οι

συντελεστές διεύθυνσης των α  και β  αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι 

1 2α β λ λ 1⊥   = −  . 

Μονάδες 6 

Α2. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας 

δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη ΣΩΣΤΟ, αν η 

πρόταση είναι σωστή ή ΛΑΘΟΣ, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

(α) Η εξίσωση ( )0 0y y λ x x ,λ− = − R  παριστάνει για τις διάφορες τιμές του

λ όλες τις ευθείες που διέρχονται από το σημείο ( )0 0Μ x , y .

(β) Δύο αντίθετα διανύσματα έχουν αντίθετους συντελεστές διεύθυνσης. 

(γ) Η εξίσωση 
2 2x y κ x λ y 0+ +  +  =  με κ 0 ή λ 0  , παριστάνει πάντα 

κύκλο. 
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(δ) Όλα τα σημεία της παραβολής 2y 2ρx,  ρ 0=  , εκτός του Ο(0, 0) έχουν 

θετική τετμημένη. 

(ε) Η έλλειψη 
2 2

2 2

x y
1

α β
+ =  στο σημείο της ( )1 1Μ x , y έχει εφαπτομένη με 

εξίσωση 
2 2 2 2

1 1 β x x α y y α β  +   =

Μονάδες 10 

Α3. Να γράψετε στο τετράδιό σας τον αριθμό καθεμιάς από τις παρακάτω ημιτελείς 

προτάσεις και δίπλα σε αυτόν το γράμμα που αντιστοιχεί στη σχέση ή πρόταση 

που την συμπληρώνει σωστά. 

1. Αν Ε΄, Ε οι εστίες μιας έλλειψης με μεγάλο άξονα μήκους 2α και Μ τυχαίο

σημείο της έλλειψης, τότε  

Α. ( ) ( ) 2 −  =  Β. ( ) ( ) +  = 

Γ. ( ) ( ) 2 +  =  Δ. ( ) ( ) −  = 

2. Έστω ευθεία (ε) που διέρχεται από το σημείο ( )0 0Α x , y  και είναι παράλληλη 

με το διάνυσμα ( )ν α,β=  με α β 0  . Τότε η εξίσωση της ευθείας είναι 

    Α. 00
x xy y −−

=
 

Β. ( )0 0y y x x− =  −

     Γ. 0

0

x x

y y

− 
=

− 
Δ.  ( )0 0y y x x


− = − −



Μονάδες 6 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2023 
Β΄ ΦΑΣΗ

ΘΕΜΑ Β 

Δίνονται τα σημεία ( )0,8 και ( )4,0 του τριγώνου ΟΑΒ όπου Ο η αρχή των

αξόνων. 

Β1. Να βρείτε την εξίσωση της πλευράς ΑΒ και τις συντεταγμένες του μέσου της Μ. 

Μονάδες 7 

Β2. Να βρείτε την εξίσωση της μεσοκαθέτου (ε) της πλευράς ΑΒ και το σημείο Γ 

που η (ε) τέμνει τον x 'x  άξονα. 

Μονάδες 7 

Β3. Να βρείτε σημείο Δ του επιπέδου ώστε το τετράπλευρο ΓΜΒΔ να είναι 

παραλληλόγραμμο. 

Μονάδες 6 

Β4. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει διάμετρο το ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ 

Μονάδες 5 

ΘΕΜΑ Γ 

Δίνεται ο κύκλος 
1C  με κέντρο την αρχή των αξόνων ( )Ο 0,0  και ακτίνα 2 καθώς και 

η εξίσωση 2C : 2 2x y 8x 6y α 0+ − − + =  με x,y,αR . 

Γ1. (α) Να αποδείξετε ότι  η εξίσωση 2C  παριστάνει κύκλο όταν 25   

Μονάδες 3 

       (β) Να γράψετε για τον κύκλο με εξίσωση 2C

i) το κέντρο του.

ii) την ακτίνα του, συναρτήσει της παραμέτρου α.

Μονάδες 2 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2023 
Β΄ ΦΑΣΗ

Γ2. Να γράψετε την εξίσωση του κύκλου 
1C  και να βρείτε για ποια τιμή του α  οι 

κύκλοι 1 2 C , C εφάπτονται εξωτερικά. 

Μονάδες 5 

Για α 16=  

Γ3.Nα βρείτε την εξίσωση της διακέντρου και να αποδείξετε ότι η εξίσωση της κοινής 

τους εφαπτομένης στο κοινό τους σημείο είναι η ε : 4x 3y 10 0+ − = . 

Μονάδες 8 

Γ4. α) Να κάνετε ένα πρόχειρο σχήμα χαράζοντας τους δύο κύκλους 1 2 C , C και την   

ευθεία (ε) 

Μονάδες 2 

β) Αν η εφαπτομένη ε  τέμνει τους άξονες x x,  y y   στα σημεία Α και Β  

αντίστοιχα, να βρείτε το συνολικό εμβαδόν των περιοχών του επιπέδου που 

βρίσκονται εντός του τριγώνου ΟΑΒ και εκτός του κύκλου 
1C , όπου ( )Ο 0,0  η

αρχή των αξόνων. 

Μονάδες 5 

ΘΕΜΑ Δ 

Δίνονται τα διανύσματα ( )α κ 3, 2= − −   και β ( 1,3)= −   με  1 κ 7   

και η παραβολή  ( ) ( ) 2

1C : y 1 2κ x= −  . 

Δ1. Αν ( ) οα,  β 135=  να αποδείξετε ότι κ 2=  . 

Μονάδες 8 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2023 
Β΄ ΦΑΣΗ

Για κ 2=  

Δ2. α) Να βρείτε την παράμετρο ρ  της παραβολής C , την εστία της Ε  και την εξίσωση 

της διευθετούσας της δ.  

Μονάδες 3 

β) Να χαράξετε πρόχειρα τη γραφική παράσταση της παραβολής C  

επισημαίνοντας την εστία Ε  και τη διευθετούσα δ. 

Μονάδες 2 

Δ3. Αν είναι  ΑΒ β=  με Α,Β σημεία της παραβολής, να βρείτε τις συντεταγμένες 

των σημείων Α,Β. 

Μονάδες 7 

Δ4. Αν Δ  η προβολή του σημείου Α  στη διευθετούσα δ , να αποδείξετε ότι το 

τρίγωνο ΑΔΕ  είναι ισοσκελές, όπου Ε  η εστία της παραβολής. 

Μονάδες 5 
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2018 | Φάση 1 | �ιαγωνίσµατα Προετοιµασίας 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Β' Γενικού Λυκείου

Θετικών Σπουδών  

Παρασκευή 5 Ιανουαρίου 2018 | �ιάρκεια Εξέτασης: 2 ώρες

ΘΕΜΑΤΑ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Δίνονται τα διανύσματα   , ,α β γ
�

� �

. Να δείξετε ότι ισχύει ( )α β γ α β α γ⋅ + = ⋅ + ⋅

� �

� � � � �

. 

Μονάδες 10 

Α2. Να δώσετε τον ορισμό του εσωτερικού γινομένου δύο διανυσμάτων  ,α β
�

�

. 

Μονάδες 5 

Α3. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα 

στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση 

είναι σωστή, ή Λάθος αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

α) Αν  0,α β ≠
� �

�

και ισχύει ( ) 0det ,α β ≠
�

�

, τότε ⋅ + ≠

� �

�

0α x β  για κάθε x ∈ℝ . 

Μονάδες 2 

β) Το διάνυσμα 4 3α j i= −

� �

�

ισούται με το διάνυσμα θέσης του σημείου 

( )Α 4 3,− .

Μονάδες 2 

γ) Αν  0,α β ≠
� �

�

, τότε ισχύει η ισοδυναμία 2 2α β α β= ⇔ =

� �

� �

. 

Μονάδες 2 
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2018 | Φάση 1 | �ιαγωνίσµατα Προετοιµασίας 

δ) Κάθε ευθεία που διέρχεται από το σημείο ( )Ο 0 0, έχει εξίσωση της 

μορφής 0αx βy+ =  με 0α β+ > .  

Μονάδες 2 

ε) Η ευθεία 3 3 2 0x y+ − =  σχηματίζει με τον άξονα yy΄	οξει�α	γωνι�α	60ο. 

Μονάδες 2 

ΘΕΜΑ Β 

Δίνονται τα μη μηδενικά διανύσματα  ,α β
�

�

με �( )  ,α β φ=
�

�

και τα διανύσματα 

( ),v α β α= ⋅

�

� ��

 και ( ),w β α β= ⋅

� �

��

. 

B1. Να αποδείξετε ότι ισχύει: v w α β⊥ ⇔ ⊥

�

�� �

. 

Μονάδες 6 

B2. Να αποδείξετε ότι ισχύει: v w α β= ⇔ =

�

�� �

Μονάδες 6 

B3. Να δείξετε ότι αν 2  τότε 4v w α β= =

�

�� �

. 

Μονάδες 6 

B4. Να αποδείξετε ότι ισχύει: 2 1
 // v w συν φ

α β
⇔ =

� �

�

�

. 

Μονάδες 7 
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2018 | Φάση 1 | �ιαγωνίσµατα Προετοιµασίας 

ΘΕΜΑ Γ 

Έστω ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο με ( ) ( ) ( )− +Α  Β 4 1 Γ 3 8, , , , - ,α β β α και ( )Δ 1 4,− , 

∈  ,α β R . 

Γ1. Να δείξετε ότι = − = −3 και 2α β . 

Μονάδες 6 

Γ2. Να βρείτε το συνημίτονο της οξείας γωνίας των διαγωνίων ΑΓ και ΒΔ του ΑΒΓΔ. 

Μονάδες 5 

Γ3. Έστω ευθεία (ε) που διέρχεται από την κορυφή Δ του παραλληλογράμμου η 

οποία είναι παράλληλη προς τη διαγώνιο ΑΓ και τέμνει την ευθεία ΒΓ στο Ε. 

α) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Ε. 

Μονάδες 6 

β) Αν Ζ είναι το συμμετρικό του Β ως προς τη διαγώνιο ΑΓ, τότε να δείξετε ότι 

τα σημεία Δ, Ζ, Ε είναι συνευθειακά. 

Μονάδες 8 
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2018 | Φάση 1 | �ιαγωνίσµατα Προετοιµασίας 

ΘΕΜΑ � 

Έστω η εξίσωση + − − + − − − + =
2 2 2

2 3 2 5 3 8 0( ) ( )λ λ x λ λ y λ λ , λ∈R  ( )1

Δ1. Να βρείτε για ποια τιμή του λ∈R  η ευθεία με εξίσωση της παραπάνω μορφής 

διέρχεται από την αρχή των αξόνων.  

Μονάδες 5 

Δ2. Δείξτε ότι οι ευθείες που ορίζονται από την παραπάνω εξίσωση διέρχονται από 

σταθερό σημείο M το οποίο και να βρείτε. 

Μονάδες 7 

Δ3. Αν ( )Μ 2 1,− , να βρείτε την ευθεία (ε) της παραπάνω οικογένειας ευθειών, η

οποία τέμνει τους άξονες xx΄και	yy΄ στα σημεία Α, Β αντίστοιχα με Μ μέσο του 

ΑΒ. 

Μονάδες 6 

Δ4. Βρείτε την ευθεία της παραπάνω οικογένειας ευθειών που σχηματίζει ισοσκελές 

τρίγωνο με τους άξονες xx΄	και	yy΄. 

Μονάδες 7 
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2019 | Φάση 2 | �ιαγωνίσµατα Προετοιµασίας 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Β' Γενικού Λυκείου

Θετικών Σπουδών 

Σάββατο 5 Ιανουαρίου 2019 | �ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες

ΘΕΜΑΤΑ 

ΘΕΜΑ Α

Α. Έστω α
�

, β
�

 διανύσματα με , //α β
�

�

y y′  και λ1, λ2 οι συντελεστές διεύθυνσης των 

α

�

, β
�

 αντίστοιχα. 

Να αποδείξετε τις ισοδυναμίες: 

• / / ⇔ =

�

�

1 2
α β λ λ

•
1 2

1α β λ λ⊥ ⇔ ⋅ = −

�

�

 

(Μονάδες 10) 

Β. Να γράψετε τον ορισμό του συντελεστή διεύθυνσης μιας ευθείας ε. 

(Μονάδες 5) 

Γ. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα 

στον αριθμό που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση 

είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη: 

1. Για δύο διανύσματα α
�

, β
�

 ισχύει η ισοδυναμία: α β α β= ⇔ =

� �

� �

. 

2. Αν η γωνία των α
�

 και β
�

 είναι οξεία τότε ισχύει: ⋅ > ⋅

� �

� �

α β α β . 

3. Αν 4 3α i j= − ⋅ + ⋅

� �

�

 και 6 8β i j= ⋅ + ⋅

� � �

τότε ( )
2

,

π
α β

∧

=

�

�

. 
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2019 | Φάση 2 | �ιαγωνίσµατα Προετοιµασίας 

4. Οι ευθείες  ε1: y = 2x – 1  και  ε2: y = –2x + 4  σχηματίζουν με τον άξονα x x′

ισοσκελές τρίγωνο.

5. Κάθε ευθεία  ε: Ax + By = 0  διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

(Μονάδες 5x2=10) 

ΘΕΜΑ B

Α. Δίνονται τα διανύσματα α i j= −

� �

�

, β i= −
� �

 και 4 4γ j i= −
� �

�

. 

i. Να δείξετε ότι / /α γ
� �

. 

(Μονάδες 6) 

ii. Να βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων α
�

 και β
�

. 

(Μονάδες 6) 

Β. Δίνονται τα σημεία Α(1, –1), Β(–1, 0), Γ(–4, 4). 

i. Να βρείτε σημείο Δ του επιπέδου τέτοιο ώστε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ να είναι

παραλληλόγραμμο.

(Μονάδες 6) 

ii. Αν Κ το κέντρο του παραλληλόγραμμου ΑΒΓΔ του ερωτήματος i και Ε το

σημείο τομής της ΑΔ με τον άξονα y y′ , να βρεθεί το μέτρο του διανύσματος

KE

����

. 

(Μονάδες 7) 
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2019 | Φάση 2 | �ιαγωνίσµατα Προετοιµασίας 

ΘΕΜΑ Γ

Α. Να δείξετε ότι η εξίσωση ( )− − + =
2 2

2 8 15 1x y x y  παριστάνει δύο ευθείες ε1, ε2 

κάθετες μεταξύ τους. 

(Μονάδες 7) 

Β. Αν  ε1: x – y + 3 = 0  και  ε2: x + y – 5 = 0  οι ευθείες που παριστάνει η εξίσωση (1), 

Α είναι το σημείο τομής τους και Β, Γ τα σημεία τομής των ε1, ε2 αντίστοιχα με 

τον άξονα x x′ , να δείξετε ότι το τρίγωνο 
△

ΑΒΓ  είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. 

(Μονάδες 5) 

Γ. Αν Α(1, 4) το σημείο τομής των ε1, ε2, Δ το συμμετρικό του Α ως προς τον άξονα 

x x′  και Δ’ το συμμετρικό του Δ ως προς την ευθεία ε2, να βρείτε τις εξισώσεις 

των ευθειών που διέρχονται από το Δ’ και είναι παράλληλες στις ε1 και ε2. 

(Μονάδες 7) 

Δ. Αν , ,

− 
− ∈ 

 
ℝ

3 5
1

2

α
Μ α α σημείο του επιπέδου, να βρείτε τη γραμμή στην 

οποία κινείται το σημείο Μ. 

(Μονάδες 6) 

242

ΦΡΟ
ΝΤΙ

ΣΤ
ΗΡΙ

Α 
ΑΡ

ΓΥ
ΡΗ

 Σ
ΙΡ

ΔΑ
ΡΗ



2019 | Φάση 2 | �ιαγωνίσµατα Προετοιµασίας 

ΘΕΜΑ �

Α. Να δείξετε ότι οι εξισώσεις (λ + 3) ∙ x – (λ + 4) ∙ y = 5 ∙ λ   (1) 

(2λ + 5) ∙ x – 2 ∙ λ ∙ y – 1 = 0    (2) 

παριστάνουν ευθείες για κάθε λ∈ℝ . 

(Μονάδες 5) 

Β. Να βρεθούν τα σταθερά σημεία Α και Β από τα οποία διέρχονται όλες οι ευθείες 

των εξισώσεων (1) και (2) αντίστοιχα. 

(Μονάδες 6) 

Γ. Να βρείτε την ακέραια τιμή του λ για την οποία οι ευθείες των εξισώσεων (1) 

και (2) είναι κάθετες. 

(Μονάδες 5) 

Δ. Για την τιμή του λ που βρέθηκε στο Γ ερώτημα, να βρεθεί το σημείο τομής των 

δύο ευθειών. 

(Μονάδες 4) 

Ε. Έστω ε1, ε2 οι δύο ευθείες του ερωτήματος Γ. 

Θεωρούμε διανύσματα α
�

 και β
�

 με =

�

3α , =

�

4β  που είναι παράλληλα στις ε1, 

ε2 αντιστοίχως. Να βρείτε γραμμικό συνδυασμό των α
�

, β
�

με μέτρο 1 που 

διχοτομεί τη γωνία τους.  

(Μονάδες 5) 
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2020 | Ιανουάριος | Φάση 2 | �ιαγωνίσµατα Εµπέδωσης 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Β' Γενικού Λυκείου

Θετικών Σπουδών 

Σάββατο 18 Ιανουαρίου 2020 | �ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες

ΘΕΜΑΤΑ 

ΘΕΜΑ Α

Α. 1) Να αποδείξετε ότι κάθε ευθεία του επιπέδου έχει εξίσωση της μορφής

Ax + By + Γ = 0, με Α ≠  0 ή Β ≠  0, και αντιστρόφως κάθε εξίσωση της

παραπάνω μορφής παριστάνει ευθεία γραμμή.

(7 μόρια) 

2) Να βρείτε δύο διανύσματα ένα παράλληλο κι ένα κάθετο στην ευθεία

Ax + By + Γ = 0, με Α ≠  0 ή Β ≠  0.

(6 μόρια) 

Β. Να σημειώσετε ποιοι από τους παρακάτω ισχυρισμούς είναι σωστοί (Σ) και 

ποιοι λάθος (Λ), δικαιολογώντας τις απαντήσεις σας. 

(3+3 μόρια) 

i) Το διάνυσμα δ
→

 = (2, 3) είναι παράλληλο στην ευθεία 3x + 2y – 4 = 0. 

ii) Μια ευθεία κάθετη στον yy΄	ε�χει	συντελεστη� 	διευ� θυνσης	λ = 0.

iii) Η ευθεία 2x + 5y = 0 διέρχεται από την αρχή των αξόνων.
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2020 | Ιανουάριος | Φάση 2 | �ιαγωνίσµατα Εµπέδωσης 

Γ. Να αντιστοιχίσετε κάθε διάνυσμα της πρώτης στήλης με μια ευθεία της 

δεύτερης στήλης, στην οποία το διάνυσμα είναι κάθετο. 

(6 μόρια) 

ΣΤΗΛΗ Α ΣΤΗΛΗ Β 

ΔΙΑΝΥΣΜΑ ΕΥΘΕΙΑ 

1
δ

→

 = (0,–1) 

2

3 5

2 2
,δ

→  
= − 
 

3
δ

→

 = (5, 0) 

4
δ

→

 = (2, 4) 

ε1: 3x – 5y + 2 = 0 

ε2: y = –2 

ε3: 3x – 10y = 0 

ε4: x + 2y – 1 = 0 

ε5: x = 7 

ΘΕΜΑ B

Δίνεται η εξίσωση (λ + 2)x + (λ + 1)y = 3λ+5  (1) και η εξίσωση x2 – y2 – 4x + 6y – 5=0  

(2). 

1. i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία για κάθε λ∈R  

(5 μόρια) 

ii) Βρείτε (αν υπάρχει) το κοινό σημείο όλων των παραπάνω ευθειών.

(5 μόρια) 

2. i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (2) παριστάνει ένα ζευγάρι κάθετων ευθειών. 

(4 μόρια) 

ii) Βρείτε το σημείο τομής τους.

(4 μόρια) 

3. Να βρείτε την τιμή της παραμέτρου λ, όταν:

i) Η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία κάθετη στον xx΄.

(3 μόρια) 

ii) Η εξίσωση (1) να σχηματίζει με τον xx΄	γωνι�α	π/4.

(4 μόρια) 
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ΘΕΜΑ Γ

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με AB
→

 = 2. AΔ

→

. Έστω   και  ΑΔ α ΑΒ β
→ → → →

= =  με Μ το 

μέσο της πλευράς ΓΔ, και Ν το μέσο της πλευράς ΑΜ. 

i) Να εκφράσετε τα διανύσματα  και  ΑM ΔΝ

→ →

 ως γραμμικούς συνδυασμούς των 

διανυσμάτων  και  α β
→ →

(4+4 μόρια) 

ii) Να αποδείξετε ότι ΔΝ ΑΜ

→ →

⊥

(6 μόρια) 

iii) Αν 
0

 , 120α β

∧

→ →
 
  =
 
 

τότε: 

α. Να αποδείξετε ότι γωνία ΜΑΒ = 600. 

(4 μόρια) 

β. Να αποδείξετε ότι  =ΑM α

→ →

(7 μόρια) 

ΘΕΜΑ �

Δίνονται τα διανύσματα  και  α β
→ →

 για τα οποία ισχύουν: 

5
=(1 8 )  και 2 β

5
, , | |α α β β

→ → → → → 
− =   

 

i) Να αποδείξετε ότι 5β
→

=

(4 μόρια) 
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ii) Να αποδείξετε ότι το 5α β
→ →

⋅ =

(3 μόρια) 

iii) Να αποδείξετε ότι η γωνία των ,
4

π
α β

∧

→ →
 
  =
 
 

(3 μόρια) 

iv) Να βρείτε το συμμετρικό σημείο Α΄ του Α(2, 0) ως προς την ευθεία που είναι

παράλληλη στο α
→

 και διέρχεται από το σημείο Μ(1, 1). 

(7 μόρια) 

v) Βρείτε ένα γραμμικό συνδυασμό των  και α β
→ →

με μέτρο2 5 , που να είναι 

διάνυσμα αντίρροπο στο διάνυσμα 1 2( , )γ

→

= −  

(8 μόρια) 
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Β' Γενικού Λυκείου

Θετικών Σπουδών 

Σάββατο 13 Φεβρουαρίου 2021 | �ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες

ΘΕΜΑΤΑ 

ΘΕΜΑ Α

A. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας (ε) που διέρχεται από το σημείο 

Α(xo, yo) με συντελεστή διεύθυνσης λ είναι η ε: y – y0 = λ(x – x0). 

(8 μόρια) 

B. i) Δώστε την εξίσωση της ευθείας που είναι κάθετη στον xx΄ στο σημείο

Μ(xo, 0).

ii) Δώστε την εξίσωση της ευθείας που είναι κάθετη στον yy΄ στο σημείο

Ν(0,yo).

iii) Τι σχέση έχουν μεταξύ τους οι παραπάνω ευθείες και ποια η σχέση του των

συντελεστών τους διεύθυνσης (αν αυτοί έχουν νόημα).

(9 μόρια) 

Γ. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις γράφοντας στο τετράδιό σας το 

γράμμα Σ ή το γράμμα Λ, στη σωστή ή λανθασμένη αντίστοιχα πρόταση. 

α) Η ευθεία x = 3 είναι κάθετη στον άξονα yy΄. 

β) Για δύο οποιαδήποτε διανύσματα  και α β
→ →

του επιπέδου ισχύει: 

2 2 2

α β α β
→ → → → 
⋅ = ⋅ 

 

γ) Αν για τα διανύσματα  και ,α β
→ →

μη παράλληλα στους άξονες xx΄ και yy΄, 

ισχύει =0α β
→ →

⋅ , τότε οι συντελεστές διεύθυνσής τους είναι αντίθετοι αριθμοί. 
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δ) Η ευθεία με εξίσωση Ax + By + Γ = 0 με Α ≠  0 ή Β ≠  0, είναι παράλληλη στο 

διάνυσμα (–Β, Α). 

(8 μόρια) 

ΘΕΜΑ Β

Δίνεται η ευθεία (ε) με εξίσωση x + 2y = 3 

Α. i) Βρείτε την εξίσωση της ευθείας (n) η οποία είναι κάθετη στην ευθεία (ε) και

διέρχεται από το σημείο Α(3, 1)

(6 μόρια) 

ii) Αν το σημείο Β (–1, α) ανήκει στην (ε) βρείτε το α

(4 μόρια) 

iii) Βρείτε τις συντεταγμένες του μέσου Μ του τμήματος ΑΒ

(4 μόρια) 

Β. Σημείο Γ βρίσκεται στη διχοτόμο 2ου και 4ου τεταρτημόριου και σχηματίζει με τα 

σημεία Α και Β ισοσκελές τρίγωνο με κορυφή το Γ. 

i) Βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Γ.

(7 μόρια) 

ii) Βρείτε την απόσταση του Γ από τους άξονες xx΄ και yy΄.

(4 μόρια) 

ΘΕΜΑ Γ

Μια φωτεινή ακτίνα ξεκινά από το σημείο Α(κ, 3 ) και κινείται κατά μήκος της ευθείας 

ε: x + 3 y – 1 = 0, έως όταν ανακλασθεί πάνω στον άξονα xx΄, στο σημείο Β, 

σχηματίζοντας γωνία 30ο μ’ αυτόν. 

i) Βρείτε το σημείο Α.

(3 μόρια) 

ii) Βρείτε την εξίσωση της ανακλώμενης ακτίνας (n)

(4 μόρια) 
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iii) Αν η εξίσωση της (n) είναι η x – 3 y – 1=0 και η ακτίνα σταματά στο σημείο Κ,

το οποίο απέχει από το σημείο της ανάκλασης απόσταση 2 3 , βρείτε τις

συντεταγμένες του σημείου Κ.

(6 μόρια) 

iv) α) Να κάνετε μια γραφική παράσταση της άσκησης.

(7 μόρια) 

β) Βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΚ

∆ 
 
 

. 

(5 μόρια) 

ΘΕΜΑ �

Δύο αεροπλάνα της Aegean Α1 και Α2 κάθε χρονική στιγμή βρίσκονται στα σημεία 

Α1(2t + 1, t – 1) και Α2(t + 1, 3t + 2) αντίστοιχα. 

Α. i) όταν το Α1 βρίσκεται στο σημείο (–1, –2) που βρίσκεται το Α2;

(5 μόρια) 

ii) Να αποδείξετε ότι οι πορείες των δύο αεροπλάνων είναι ευθείες γραμμές και

να βρείτε τις εξισώσεις τους.

(5 μόρια) 

iii) α. Υπάρχει περίπτωση να συγκρουστούν τα δύο αεροπλάνα;

(5 μόρια) 

β. Ποια είναι η γωνία των δύο πορειών τους; 

Β. i) Να εξετάσετε αν η εξίσωση (3λ + 1)x – (λ + 1)y – λ – 3 = 0 παριστάνει

οικογένεια ευθειών και αν ναι βρείτε το κοινό τους σημείο.

(5 μόρια) 

ii) Η ευθεία n: 5x – 4y + 6 = 0 ανήκει στην παραπάνω οικογένεια;

(4 μόρια) 

250

ΦΡΟ
ΝΤΙ

ΣΤ
ΗΡΙ

Α 
ΑΡ

ΓΥ
ΡΗ

 Σ
ΙΡ

ΔΑ
ΡΗ



2022 | Ιανουάριος | Φάση 2 | �ιαγωνίσµατα Εµπέδωσης 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Β' Γενικού Λυκείου

Θετικών Σπουδών 

Σάββατο 22 Ιανουαρίου 2022 | �ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες

ΘΕΜΑΤΑ 

ΘΕΜΑ Α

Α1. Να αποδείξετε ότι το μέτρο του διανύσματος ( ),α x y=

��

είναι ίσο µε: 

2 2
α x y= +

��

. 

Μονάδες 5 

Α2. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας 

την ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε 

πρόταση. 

i. Αν ( ) det  ,α β
�� ��

είναι η ορίζουσα των διανυσμάτων ,α β
�� ��

, τότε ισχύει η 

ισοδυναμία: ( ) det  1,//α β α β⇔ =

�� �� �� ��

. 

ii. Αν το εσωτερικό γινόμενο δυο διανυσμάτων α
��

 και β
��

 είναι θετικός αριθμός, 

τότε η γωνία των διανυσμάτων α
��

 και β
��

 είναι οξεία. 

iii. Συντελεστής διεύθυνσης μιας ευθείας (ε) είναι η εφαπτομένη της γωνίας που

σχηματίζει η ευθεία (ε) με τον άξονα x x′ .

iv. Η ευθεία με εξίσωση 0Αx By Γ+ + = , 0Α ≠  ή 0Β ≠ , είναι παράλληλη στο

διάνυσμα ( ),δ Β Α=

��

.

v. Αν α β=
�� ��

, τότε α β=
�� ��

. 

Μονάδες 10 
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A3. Έστω α
��

 και β
��

 δύο μη μηδενικά διανύσματα. Να αντιστοιχίσετε κάθε συνθήκη 

της στήλης Α με την αντίστοιχη ισοδύναμη συνθήκη από τη στήλη Β. 

ΣΤΗΛΗ Α 

1. α β⋅
�� ��

2. α β⊥
�� ��

3. α β↑↑
�� ��

4. α β↑↓
�� ��

5. �( ) 60,

οα β =
�� ��

ΣΤΗΛΗ Β 

α. 0α β⋅ =

�� ��

 

β. α β α β⋅ = − ⋅

�� �� �� ��

γ. β α⋅
�� ��

δ. α β α β⋅ = ⋅

�� �� �� ��

ε. 2 α β α β⋅ ⋅ = ⋅

�� �� �� ��

Μονάδες 10 

ΘΕΜΑ Β

Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές ( )1 2,Α , ( )5 0,Γ − και ( ) 10 0:ε α β x β y⋅ ⋅ − ⋅ − =

�� �� ��

 η 

μεσοκάθετος της πλευράς ΑΒ, με ( )1 2,α = −

��

 και ( )3 4,β =
��

. 

Β1. Να αποδείξετε ότι η ευθεία (ε) έχει εξίσωση: − − =2 0x y . 

Μονάδες 5 

Β2. Να δείξετε ότι το σημείο Β έχει συντεταγμένες ( )−4 1, . 

Μονάδες 6 

Β3. Να βρείτε τις εξισώσεις των πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ. 

Μονάδες 9 

Β4. Να βρείτε σημείο Δ του επιπέδου ώστε το ΑΒΓΔ να είναι παραλληλόγραμμο. 

Μονάδες 5 
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ΘΕΜΑ Γ

Έστω η εξίσωση ( ) ( )10 0 1α β x α β y α β− ⋅ + + ⋅ + ⋅ − =

�� �� �� �� �� ��

, τα διανύσματα ( )2 1,α = −

��

( )2,β λ λ= +

��

με λ∈R  και η ευθεία ( ) 2022 0:δ x y+ + = .

Γ1. Να δείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία ( )ε  για κάθε λ∈R .

Μονάδες 5 

Γ2. Αν ( ) ( )//ε δ , να δείξετε ότι α β⊥
�� ��

 και να δείξετε ότι 2λ = . 

Μονάδες 8 

Γ3. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )η  που είναι παράλληλη στο β
��

 και τέμνει 

τον άξονα y y′  στο ( )0 4,Κ − .

Μονάδες 6 

Γ4. Να βρείτε το σημείο τομής Λ των ( )ε  και ( )η  και το εμβαδόν του τριγώνου ΟΚΛ.

Μονάδες 6 

ΘΕΜΑ �

Δίνεται η εξίσωση: ( ) ( )2 2
2 3 0 1x y xy λ x y− + − − = .

Δ1. Να δείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει δύο ευθείες (ε) και (δ) των οποίων να 

βρείτε τις αντίστοιχες εξισώσεις. 

Μονάδες 5 

Δ2. Αν η ευθεία (ε) έχει εξίσωση − =0x y , ενώ η ευθεία (δ) έχει εξίσωση 

+ − =2 3 0x y λ . 

α) να βρείτε το σημείο τομής Μ των παραπάνω ευθειών και  

β) να δείξετε ότι «κινείται» στη διχοτόμο της 1ης και 3ης γωνίας των αξόνων. 

Μονάδες 5 
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Δ3. Να βρείτε το συνημίτονο της οξείας γωνίας των ( ) ( )καιε δ .

Μονάδες 5 

Δ4. Για 1λ =  και 3λ = , να βρείτε τους τύπους των ευθειών ( )1δ  και ( )2δ  αντίστοιχα

και στη συνέχεια να υπολογίσετε το εμβαδόν του τραπεζίου που σχηματίζεται 

από τις ( )1δ , ( )2δ  και τους άξονες x x′  και y y′ .

Μονάδες 5 

Δ5. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων 

και μπορεί να είναι φορέας ύψους του τραπεζίου. 

Μονάδες 5 
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Β' Γενικού Λυκείου

Θετικών Σπουδών 

Σάββατο 21 Ιανουαρίου 2023 | �ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες

ΘΕΜΑΤΑ 

ΘΕΜΑ Α

Α1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο ( )
o o
,Α x y

και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ είναι ( )
o o

y y λ x x− = − .

Μονάδες 15

Α2. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας 

την ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

i. Αν ισχύει α λ β=

�

�

, τότε υποχρεωτικά / /α β
�

�

. 

ii. Αν Α Β≠ , τότε η εξίσωση 0Αx Βy Γ+ + =  παριστάνει πάντοτε ευθεία.

iii. Αν 
2

,

π

α β
∧ 

> 
 
 

�

�

, τότε 0α β⋅ <

�

�

. 

iv. Όταν ο συντελεστής διεύθυνσης μιας ευθείας δεν ορίζεται, τότε η εξίσωσή

της είναι της μορφής 
o

x x= .

v. Η ευθεία η οποία διέρχεται από τα σημεία ( )1 1
,Α x y και ( )1 2

,Β x y έχει 

συντελεστή διεύθυνσης μηδέν.

Μονάδες 10
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ΘΕΜΑ Β

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές ( )Α 6 10,− , ( )Β 6 5,− − και ( )Γ 1 2 3,λ λ− + , με λ∈R .

Β1. Να δείξετε ότι το σημείο Γ κινείται πάνω στην ευθεία ( ) 2 5:ε y x= − +

Μονάδες 6

Β2. Να βρείτε την ευθεία ( )δ  που διέρχεται από το μέσο Μ του ευθυγράμμου

τμήματος ΑΒ και είναι παράλληλη στην ευθεία ( )ε

Μονάδες 6

Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Β, 

Β3. Να βρείτε την τιμή του λ∈R . 

Μονάδες 7

Β4. Για 2λ = , να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ, είναι ισοσκελές. 

Μονάδες 6

ΘΕΜΑ Γ

Δίνονται τα διανύσματα ( ),α x y=

�

 και ( )2 1,β λ λ= − −

�

, λ∈R . 

Γ1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 3 1α β λ⋅ = −

�

�

, παριστάνει τις ευθείες 

( )2 1 3 1 0:
λ

ε λx λ y λ− + − + = .

Μονάδες 6

Γ2. Να αποδείξετε ότι οι παραπάνω ευθείες ( )λε , διέρχονται από σταθερό σημείο Κ 

το οποίο να βρείτε. 

Μονάδες 7

Γ3. Αν επιπλέον μια από τις ( )λε διέρχεται από το μέσο Μ των σημείων ( )Α 1 7,  και 

( )Β 5 3,− , να βρείτε την τιμή του λ∈R . 

Μονάδες 5 
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Γ4. Για 1λ = , να αναλύσετε το διάνυσμα β
�

 σε δύο κάθετες συνιστώσες, από τις 

οποίες η μία είναι παράλληλη στο διάνυσμα ( )3 1,u =

�

Μονάδες 7

ΘΕΜΑ �

Θεωρούμε τα διανύσματα ( )2 8,α = −

�

 και ( )2 3,β μ μ= +

�

, με 5 15α β μ⋅ = +

�

�

, μ∈R . 

Δ1. Να βρείτε την τιμή του αριθμού μ∈R . 

Μονάδες 4

Για 1μ = −  και Ο 3Κ β α= −

���� �

�

, όπου Ο η αρχή των αξόνων, 

Δ2. Να βρείτε την ευθεία ( )ε  που διέρχεται από το Κ και είναι παράλληλη στο

διάνυσμα ( )2u β α αβ β= ⋅ − ⋅

� � �

� ��

. 

Μονάδες 6

Αν 4:ε y x= −  

Δ3. Να βρείτε ευθεία ( )δ  κάθετη στην ( )ε  που διέρχεται από το σημείο Β στο οποίο

η ( )ε  τέμνει τον y y′ .

Μονάδες 5

Δ4. Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΒΑΓ όπου Α, Γ τα σημεία τομής των ( )ε  και

( )δ  αντίστοιχα με τον x x′  

Μονάδες 5

Δ5. Αν Δ σημείο του επιπέδου ώστε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ να είναι τετράγωνο, να 

βρείτε τις εξισώσεις των άλλων δύο πλευρών του τετραγώνου 

Μονάδες 5
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Β' Γενικού Λυκείου

Θετικών Σπουδών 

Σάββατο 14 Απριλίου 2018 | �ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες

ΘΕΜΑΤΑ 

ΘΕΜΑ Α

Α. Δίνεται ο κύκλος με εξίσωση  c: x2 + y2 = p2  κι ένα σημείο του Α(x1, y1). Να 

αποδείξετε ότι η εφαπτομένη στο Α είναι της μορφής:  ε: xx1 + yy1 = p2. 

(μόρια 12) 

Β. Να σημειώσετε τη σωστή (Σ) και τη λανθασμένη (Λ) απάντηση στα παρακάτω: 

i. Tο μη μηδενικό διάνυσμα 0( , )δ α=
�

 είναι κάθετο στον yy΄. 

ii. Όλες οι ευθείες που διέρχονται από την αρχή των αξόνων είναι της

μορφής:

y = λx.

iii. Δίνεται ο κύκλος στη γενική του μορφή  c: x2 + y2 + Ax + By + Γ = 0.

α) όταν Α = 0 το κέντρο του βρίσκεται στον yy΄.

β) όταν Γ = 0 διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

γ) το κέντρο του είναι της μορφής
2 2
,

Α Β
Κ
 
 
 

. 

(μόρια 5) 

Γ. Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση στα παρακάτω: 

i. Η ευθεία ε που διέρχεται από το σημείο Α(0, 4) και είναι παράλληλη στην

ευθεία  3x – 4y = 8  έχει εξίσωση:

α. 3x – 4y = 4 β.  3x – 4y= –16 

γ. 3x + 4y = 4 δ.  
4

4
3

y x= +
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ii. Αν η ευθεία ε είναι παράλληλη στην ευθεία
3

6
4

y x= +  και απέχει από 

αυτήν απόσταση 4, είναι της μορφής:

α. 
3

1
4

y x= + β. 
3

4
y x=

γ. 
3 2

4 3
y x= − δ. 

3
1

4
y x= −

iii. Αν ο κύκλος  c: (x – 1)2 + (y – 3)2 = p2  εφάπτεται στον άξονα  xx΄,  η ακτίνα

του είναι ίση με:

α.  1  β.  3  γ.  4  δ.  9

iv. Αν το κέντρο του κύκλου  c: x2 + y2 + Ax + By + 2 = 0  είναι το Κ (4, –8) τότε

το Α + Β είναι ίσο με:

α. –4  β. 4  γ. 8  δ. –8

(μόρια 8) 

ΘΕΜΑ B

Α. i. Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος α
�

, αν ( )2 2 2,α α α= − −

� � �

. 

(μόρια 5) 

ii. Αν 1 0   και 3 1( , ) ( , )α β= − =

�

�

να εκφράσετε το διάνυσμα  1 2( , )γ =
�

 ως 

γραμμικό συνδυασμό των α
�

 και β
�

. 

(μόρια 4) 

Β. i. Δίνεται παραβολή με εστία Ε( α
�

, 0), όπου α
�

το διάνυσμα του Αii, το 

σημείο Κ(2, –1) και η χορδή της ΑΒ με μέσο το σημείο Κ. Βρείτε την 

εξίσωση της ευθείας ΑΒ. 

(μόρια 7) 

ii. Αν η παραβολή διέρχεται από το σημείο Μ (1, 2), να βρείτε σημείο Ν της

παραβολής διαφορετικό της αρχής των αξόνων, ώστε � 90ΜΟΝ = °

(μόρια 5) 

iii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΜΕΝ.

(μόρια 4) 
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ΘΕΜΑ Γ

Α. Δίνονται τα διανύσματα α
�

 και β
�

με ( )� 2

3
,

π
α β =

�

�

για τα οποία ισχύουν 

2 2  και 5( ) ( )α α β α α β⋅ + = ⋅ − =

���� �

� � � �

. 

i. Να υπολογίσετε τα μέτρα των διανυσμάτωνα
�

 και β
�

. 

(μόρια 6) 

ii. Αν τα διανύσματα 2    και   vu α β α κβ= + = −

� �

� �� �

είναι κάθετα, να 

υπολογίσετε τον αριθμό  κ.

(μόρια 4) 

Β. Δίνεται η εξίσωση  (λ – 1) x + (λ + 2) y – 3 = 0   (1). 

i. Να αποδείξετε ότι η (1) παριστάνει ευθείες για κάθε λ∈R, οι οποίες

διέρχονται από το ίδιο σημείο Α, το οποίο και να βρείτε.

 (μόρια 5) 

ii. Θεωρούμε ευθεία ε της οικογένειας (1) η οποία είναι παράλληλη στην

ευθεία η:  x – 2y + 1 = 0.

α. Να βρείτε τον αριθμό λ.

(μόρια 3) 

β. Να βρείτε την μεσοπαράλληλη ευθεία των  ε  και  η. 

(μόρια 7) 

ΘΕΜΑ �

Δίνεται η εξίσωση  x2 + y2 – 10 + λ(3x + y – 10)  = 0    (1). 

Α. Να δείξετε ότι η (1) παριστάνει κύκλο για κάθε  λ∈R  με  λ ≠ –2. Τι παριστάνει η 

(1)  για λ = –2; 

(μόρια 4+1) 

Β. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των κέντρων των παραπάνω κύκλων. 

(μόρια 3) 
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Γ. Αν  λ = 1  τότε: 

i. Να βρείτε την εξίσωση της χορδής του κύκλου ΜΝ με μέσο το σημείο

Β(1,2).

(μόρια 4) 

ii. Να υπολογίσετε το μήκος του αποστήματος από το κέντρο Κ προς τη

χορδή ΜΝ του κύκλου.

(μόρια 3) 

Δ. Αν  λ = 0  τότε: 

i. Να βρείτε τις εφαπτόμενες που άγονται από το σημείο Γ(5,5) προς τον

κύκλο.

(μόρια 5) 

ii. Να υπολογίστε το συνημίτονο της γωνίας που σχηματίζουν οι παραπάνω

εφαπτόμενες ευθείες.

(μόρια 5) 
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Β' Γενικού Λυκείου

Θετικών Σπουδών 

Μ. Τετάρτη 24 Απριλίου 2019 | �ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες

ΘΕΜΑΤΑ 

ΘΕΜΑ Α

Α. Θεωρούμε δύο σημεία  Α(x1, y1) και  Β(x2, y2) του καρτεσιανού επιπέδου. Να 

αποδείξετε ότι το μέσο  Μ  του  ΑΒ  έχει συντεταγμένες  1 2 1 2

2 2
,

x x y y
M

+ + 
 
 

. 

(8 μόρια) 

Β. Να χαρακτηρίσετε κάθε μία από τις παρακάτω προτάσεις ως σωστή (Σ) ή 

λανθασμένη (Λ): 

i) Η ευθεία με εξίσωση  Ax + By + Γ = 0  είναι παράλληλη στο διάνυσμα  (Α, –Β).

ii) Η εξίσωση  (x - 2y + 5) + λ(3x + 2y + 7) = 0  παριστάνει ευθεία γραμμή η οποία

για κάθε  λ  διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

iii) Η παραβολή με εξίσωση  y2 = 2px  έχει άξονα συμμετρίας τον  yy΄	  και

διευθετούσα την ευθεία  x = –p/2.

iv) Κάθε κύκλος έχει εξίσωση της μορφής x2 + y2 + Ax + By + Γ = 0  με Α2 + Β2
 ≠  0.

v) Το εσωτερικό γινόμενο δύο μη μηδενικών διανυσμάτων είναι πάντα θετικός

αριθμός.

(10 μόρια) 

Γ. Αν  ( )1 1
,α x y=

�

 και  ( )2 2
,β x y

→

= δύο μη μηδενικά διανύσματα του επιπέδου, 

βρείτε το συνθ, όπου θ η γωνία που σχηματίζουν. 

(7 μόρια) 
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ΘΕΜΑ B

Δίνονται τα διανύσματα  2α i j
→ → →

= −   και  2β i j
→ → →

= − . 

i) Βρείτε το γινόμενο  α β
→ →

⋅ και τα μέτρα των   και  α β
→ →

. 

(4 μόρια) 

ii) Βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων  u α β
→ → →

= −   και 2v α β
→ → →

= − . 

(5 μόρια) 

iii) Αν  4   και  γ α κ β α γ
→ → → → →

= − ⊥  τότε: 

α) βρείτε τον πραγματικό αριθμό  κ 

(4 μόρια) 

β) να γράψετε το  γ
→

  σαν γραμμικό συνδυασμό των  u
→

  και  v
→

(6 μόρια) 

iv) Να δείξετε ότι η εξίσωση 2 2 1 0α β x α β y
→ →

− ⋅ + + + = παριστάνει ευθεία για 

κάθε x, y ∈  ℝ  με 5α β
→ →

= = . 

(6 μόρια) 

ΘΕΜΑ Γ

Δίνονται τα σημεία  Κ(κ, 0)  και  Δ(0, λ)  με  κ, λ > 0 και  κ + λ = 2. 

i) Να δειχθεί ότι ο κύκλος C με διάμετρο ΚΛ, διέρχεται από δύο σταθερά σημεία

Ο(0, 0) και  Β(1, 1).

(6 μόρια) 
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ii) Αν  κ = λ = 1, να βρείτε τις εφαπτόμενες  ε1  και  ε2  του κύκλου  C1  οι οποίες

περνάνε από το σημείο  P(1, –1).

(5 μόρια) 

iii) Υπολογίστε το συνημίτονο της αμβλείας γωνίας των ευθειών ε1 και ε2.

(4 μόρια) 

iv) Βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζουν οι ευθείες ε1, ε2  και ο  xx΄.

(4 μόρια) 

v) Αποδείξετε ότι το Ο(0, 0) είναι συμμετρικό του  Β  ως προς την  ΚΛ.

(6 μόρια) 

ΘΕΜΑ �

Δίνεται η εξίσωση  ( ) ( ) ( )2 4 4 4 2 1 0x μ x y μ y μ+ + − − + + =   (1).

i) Να δειχθεί ότι η (1) παριστάνει κύκλο  Cμ  για κάθε  μ  ≠ 0. Τι γίνεται αν  μ = 0;

(6 μόρια) 

ii) Βρείτε τη γραμμή που διαγράφουν τα κέντρα των παραπάνω κύκλων.

(5 μόρια) 

iii) Για ποια τιμή του μ ο αντίστοιχος κύκλος Cμ, διέρχεται από την αρχή των

αξόνων;

(3 μόρια) 

iv) Αν  C(-1/2)  είναι ο κύκλος που προκύπτει για  μ = –1/2 και (ε) η ευθεία με εξίσωση

y = λx + 2, να βρείτε το  λ  ώστε η (ε) να τέμνει τον  C(-1/2)  σε δύο σημεία Α, Β

ώστε 90ΑΟΒ

∧

=
� . 

(6 μόρια) 
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v) Ένα πλοίο Π βρίσκεται στην εστία της παραβολής με εξίσωση 2
1

4
x y= . Αν ένας 

φάρος Φ1 βρίσκεται στο κέντρο του κύκλου  C1 (που προκύπτει για μ = 1), να 

εξετάσετε αν ο φάρος αυτός είναι ορατός από το πλοίο Π. (Ο φάρος Φ1 εκπέμπει 

σήματα ορατά σε ένα κυκλικό δίσκο, με ακτίνα ίση με την ακτίνα του C1. 

(5 μόρια) 
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Β' Γενικού Λυκείου

Θετικών Σπουδών 

Σάββατο 23 Μαΐου 2020 | �ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες

ΘΕΜΑΤΑ 

ΘΕΜΑ Α

Α. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος με κέντρο το Κ(x0, y0) και ακτίνα ρ έχει εξίσωση 

c: (x – x0)2 + (y – y0)2 = ρ2 

(7 μόρια) 

Β. i) Έστω ορθοκανονικό σύστημα αξόνων Οxy και ένα σημείο Α(x0,y0). Να

αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από το Α και έχει

συντελεστή διεύθυνσης λ είναι ε: y – y0=λ(x – x0).

(5 μόρια) 

ii) Ποια είναι η εξίσωση της κατακόρυφης ευθείας που διέρχεται από το

Α(x0, y0);

(3 μόρια) 

Γ. Να γράψετε στο τετράδιό σας το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση: 

i) Δίνεται ο κύκλος c: x2 + y2 = 10 και το σημείο Μ(1, –3). Η εφαπτομένη του

κύκλου στο σημείο Μ έχει εξίσωση:

Α. x + 3y = 10 B. 5x – y = 8 Γ. x – 3y = 10 

Δ. 3x + 2y = 3 E. 
1

5
2
x y+ =

(4 μόρια) 
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ii) Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό

σας (Σ) για τη σωστή απάντηση ή (Λ) για την λανθασμένη.

α) Η ευθεία ε: y = 2x και ο κύκλος c: x2 + y2 = 4 εφάπτονται.

β) H ευθεία Ax + By + Γ = 0 με Α≠ 0 και Β≠ 0 είναι κάθετη στο διάνυσμα

( , )u A B

→

= −   

γ) Αν τα διανύσματα 
1 2

 1   4  με  λ  0( , ), ( , )α λ λ α λ

→ →

= − = − ≠  είναι κάθετα, 

τότε λ = –3. 

(??? μόρια) 

ΘΕΜΑ Β

Δίνεται η εξίσωση x2 + y2 = λ(6x – 2y),  λ∈R (1). 

i) Για ποια τιμή του λ η (1) παριστάνει κύκλο;

(3 μόρια) 

ii) Βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του.

(3 μόρια) 

iii) Που ανήκουν τα κέντρα των παραπάνω κύκλων; Βρείτε την εξίσωση της

γραμμής των κέντρων αυτών.

(5 μόρια) 

iv) Να αποδείξετε ότι οι κύκλοι της εξίσωσης (1) διέρχονται από σταθερό σημείο.

(6 μόρια) 

v) Να αποδείξετε ότι όλοι οι παραπάνω κύκλοι έχουν κοινή εφαπτόμενη στο κοινό

τους σημείο. Ποια είναι η εξίσωσή της;

(4+4= 8 μόρια) 
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ΘΕΜΑ Γ

1. Να δειχθεί ότι τα σημεία Α(–2, 1), Β(1, 1) και Γ(3, –1) είναι κορυφές τριγώνου.

(4 μόρια) 

2. Αν ( )2
2   και  1,u AB ΑΓ v λ λ

→ → → →

= − = + . Να βρείτε τη τιμή του, ώστε αυτά να είναι 

παράλληλα.

(4 μόρια) 

3. Να βρείτε την ευθεία ΑΒ και την απόσταση του Γ από αυτήν.

(2+2=4 μόρια) 

4. Βρείτε σημείο Δ έτσι ώστε το ΑΒΓΔ να είναι παραλληλόγραμμο, και υπολογίστε

το εμβαδόν του.

(3+2=5 μόρια) 

5. Βρείτε ευθεία που διέρχεται από το σημείο Λ ,ΑΒ ΑΒ ΒΓ

→ → 
⋅ 

 
και σχηματίζει 

γωνία 45ο με τον άξονα xx΄. 

(4 μόρια) 

6. Βρείτε την εξίσωση  του κύκλου με κέντρο το (0,0)  που εφάπτεται στο μέσο της

ΑΒ.

(6 μόρια) 

ΘΕΜΑ �

Δίνονται οι κύκλοι C1: x2 + y2 – 2x – 3 = 0 (1) και C2: 2x2 + 2y2 – 12x + 10 = 0 (2) 

i) Βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του κάθε κύκλου Κ1, ρ1 και Κ2, ρ2 αντίστοιχα.

(4 μόρια) 
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ii) Να δειχτεί ότι η εφαπτόμενη (ε) του κύκλου (C1) στο σημείο του Α(1, 2) με λ>0

είναι η ευθεία y = 2.

(5 μόρια) 

iii) Να δειχθεί ότι η ευθεία (ε) είναι κοινή εφαπτομένη των κύκλων C1 και C2.

(4 μόρια) 

iv) Υπάρχει άλλη κοινή εφαπτόμενη των C1 και C2; Αν ναι, βρείτε την εξίσωσή της.

(5 μόρια) 

v) Να κάνετε μια γραφική παράσταση της άσκησης.

(7 μόρια) 
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Β' Γενικού Λυκείου

Θετικών Σπουδών  

Μ. Τετάρτη 28 Απριλίου 2021 | �ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες

ΘΕΜΑΤΑ 

ΘΕΜΑ Α

Α. Να αποδείξετε ότι κάθε κύκλος έχει εξίσωση της μορφής x2 + y2 + Ax + By + Γ = 0, 

με Α2 + Β2 – 4Γ > 0 

(μόρια 7) 

Β. i) Έστω ευθεία (ε) με εξίσωση Αx + By + Γ = 0 και Μ0(x0, y0) ένα σημείο εκτός

αυτής. Γράψτε τη σχέση που δίνει την απόσταση του Μ0 από την ευθεία (ε).

(μόρια 4) 

ii) Έστω Α(x1, y1), B(x2, y2) και Γ(x3, y3), τρία σημεία του καρτεσιανού επιπέδου.

Γράψτε τη σχέση που δίνει το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.

(μόρια 4) 

Γ. Να γράψετε τη σωστή απάντηση σε κάθε μία από τις παρακάτω προτάσεις. 

i) Η εξίσωση της ευθείας (ε) η οποία διέρχεται από το σημείο Α(–2, 3) και είναι

κάθετη στον άξονα yy΄	ει�ναι	η:

Α. x = –2  B. x = 2  Γ. y = 3  Δ. y = –3

Ε. καμία από τις παραπάνω.

ii) Η γωνία ω που σχηματίζει η ευθεία ΑΒ με Α(1, 1) και Β(3, 3) με τον άξονα xx΄

είναι η:

Α. ω = π/2  Β. ω = π/6  Γ. ω = π/4  Δ. ω = π

Ε. καμία από τις παραπάνω.

iii) Η ευθεία ε: 2x – y + 4 = 0 είναι παράλληλη με το διάνυσμα:

Α. 1 4              Β. 2 1  Γ. 2 1   Δ. 1 2

Ε.  κανένα από τα παραπάνω

( , ) ( , ) ( , ) ( , )δ δ δ δ

→ → → →

= = − = =   
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iv) O κύκλος C: x2 + y2 – 2x + 3y – 1 = 0 έχει ακτίνα ίση με:

3 2 4
Α.  Β.  Γ.  Δ. 17

2 3 3

Ε.  καμία από τις παραπάνω 

v) Η απόσταση του σημείο Μ(–1, 2) από την ευθεία ε: x – 3y + 1 = 0 είναι ίση με:

3 10 3 1
Α.  Β.  Γ. 3  Δ. 

5 5 3

Ε.  καμία από τις παραπάνω 

(10 μόρια) 

ΘΕΜΑ Β

Έστω (ε) η ευθεία που περνάει από το σημείο Κ(1, –2) και τέμνει τους άξονες xx΄	και	yy΄ 

στα σημεία Α και Β αντίστοιχα, ώστε το Κ να είναι μέσο του ΑΒ. 

α) Βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΑΒ. 

(μόρια 6) 

β) Ευθεία (n) που διέρχεται από την αρχή των αξόνων είναι παράλληλη στην ΑΒ. 

i) Να βρείτε την ευθεία (n)

(μόρια 3) 

ii) Βρείτε σημείο Γ της παραπάνω ευθείας (n), έτσι ώστε το τρίγωνο ΑΒΓ να

είναι ισοσκελές

(μόρια 6) 

γ) Βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ αν 
3 6

5 5
,Γ

 
− − 

 

(μόρια 6) 

δ) Ποια είναι η προβολή της αρχής των αξόνων πάνω στην ευθεία ΑΒ; 

(μόρια 4) 
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ΘΕΜΑ Γ

Δίνεται η εξίσωση x2 + y2 – 2λx + 2(λ + 2)y + 2(λ + 1)2 = 0, λ∈R (1) 

1) Να δειχτεί ότι η (1) παριστάνει κύκλο για κάθε λ∈R, του οποίου να βρείτε το

κέντρο και την ακτίνα.

(μόρια 5) 

2) Αν τα κέντρα των παραπάνω κύκλων βρίσκονται στην ευθεία x + y + 2 = 0:

α) να δείξετε ότι οι κύκλοι που παριστάνει η (1) εφάπτονται σε 2 σταθερές

ευθείες παράλληλες στην (ε). 

(μόρια 6) 

β) Αν λ = –1, 

i) βρείτε την εφαπτόμενη του κύκλου στο Α(0, –2)

(μόρια 6) 

ii) αν οι σταθερές ευθείες εφάπτονται στο κύκλο στα σημεία Μ και Ν βρείτε

το εμβαδόν του τριγώνου ΜΑΝ

(μόρια 4) 

iii) να κάνετε μια γραφική παράσταση της άσκησης

(μόρια 4) 

ΘΕΜΑ �

Δίνονται τα σημεία Κ(ημα, συνα) και Λ(–ημα, –συνα), α∈ R 

1) Να δειχτεί ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ(x, y), για τα οποία ισχύει

( ) 2( )ΜΚ ΜΛ=  είναι κύκλος. Βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του.

(μόρια 5+1) 

2) Ποιος ο γεωμετρικός τύπος του κέντρου του παραπάνω κύκλου;

(μόρια 3) 

3) Από το σημείο Ρ(0, 6) ξεκινούν δυο εφαπτόμενες n1, n2 προς τον κύκλο c: x2 + y2

= 9.

α) βρείτε τις ευθείες n1 και n2.

(μόρια 6) 

β) ποια γωνία σχηματίζουν μεταξύ τους; 

(μόρια 4) 
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4) Υπάρχουν κύκλοι του ερωτήματος i) που να εφάπτονται ταυτόχρονα στους

άξονες xx΄	και	yy΄;

(μόρια 6) 
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Β' Γενικού Λυκείου

Θετικών Σπουδών  

Πέµπτη 28 Απριλίου 2022 | �ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες

ΘΕΜΑΤΑ 

ΘΕΜΑ Α

Α.α. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη του κύκλου c: x2 + y2 = p2 στο σημείο Α(x1, y1) 

έχει εξίσωση: xx1 + yy1 = p2. 

(8 μονάδες) 

Α.β. Τα διανύσματα ( ) ( )1 1 2 2
και ,   ,α x y β x y= =

�

�

έχουν συντελεστές διεύθυνσης λ1 

και λ2 αντίστοιχα. Να αποδείξετε την ισοδυναμία: 
1 2

/ /α β λ λ⇔ =

�

�

. 

(7 μονάδες) 

Α.γ. Να Χαρακτηρίσετε κάθε μία από τις παρακάτω προτάσεις ως σωστή (Σ) ή 

λανθασμένη (Λ). 

i) Ο κύκλος με εξίσωση x2 + y2 + Ax + By = 0 έχει ως κέντρο την αρχή των

αξόνων Ο(0, 0).

ii) Η ευθεία 2x + y – 3 = 0 σχηματίζει με τον άξονα xx΄ αμβλεία γωνία.

iii) Το συμμετρικό του σημείου P(–1, 2) ως προς τον άξονα yy΄ είναι το P΄�2,	–1).

iv) Η παραβολή με εξίσωση x = 2y2 έχει εστία Ε(0, 1/2).

v) Η ευθεία 2x + 3y – 1 = 0 και το διάνυσμα ( )3 2,u =

�

 είναι μεταξύ τους κάθετα. 

(10 μονάδες) 
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ΘΕΜΑ Β

Δίνεται η εξίσωση x2 + y2 – 4λx + 6λy + 13λ2 – 9 = 0, λ ∊ ℝ (1) 

i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει ίσους κύκλους.

(5 μονάδες) 

ii) Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των κέντρων των παραπάνω κύκλων.

(5 μονάδες) 

iii) α) Να αποδείξετε ότι οι παραπάνω κύκλοι εφάπτονται σε δύο σταθερές ευθείες.

(6 μονάδες) 

β) Να βρείτε την απόσταση των δύο παραπάνω ευθειών. 

(3 μονάδες) 

iv) Αν λ = 0 βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου που άγονται από το

σημείο Α(0, 5).

(6 μονάδες) 
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ΘΕΜΑ Γ

1−

Γ.α. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου στο παραπάνω σχήμα. 

(6 μονάδες) 

Γ.β. Αν η εξίσωση του κύκλου c1 είναι x2 + y2 – 2x – 2y – 3 = 0 

i) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α και Γ είναι αντιδιαμετρικά.

(2 μονάδες) 

ii) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου c1 που άγονται από το

σημείο Δ.

(5 μονάδες) 

iii) Να βρείτε τη γωνία των παραπάνω εφαπτομένων.

(6 μονάδες) 
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iv) Να βρείτε ποιο σημείο του κύκλου c1 απέχει από το Δ τη μικρότερη και ποιο

τη μεγαλύτερη απόσταση.

(6 μονάδες) 

ΘΕΜΑ �

Δίνεται η ευθεία (ε) 4λx – 4y +1 = 0 και η παραβολή c: y = x2. 

i) Να βρείτε την εστία Ε και τη διευθετούσα (δ) της παραβολής.

(3 μονάδες) 

ii) Να αποδείξετε ότι η ευθεία (ε) τέμνει την παραβολή σε 2 σημεία, έστω Α και Β.

(4 μονάδες) 

iii) Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες της c στα σημεία Α και Β είναι μεταξύ τους

κάθετες.

(6 μονάδες) 

iv) Να αποδείξετε αν το κοινό σημείο των εφαπτομένων της c στα σημεία Α και Β

ανήκει στην ευθεία
1

4
.y = −

(6 μονάδες) 

v) Αν λ > 0 να κάνετε μια γραφική παράσταση της άσκησης.

(6 μονάδες) 
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Β' Γενικού Λυκείου

Θετικών Σπουδών  

Πέµπτη 20 Απριλίου 2023 | �ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες

ΘΕΜΑΤΑ 

ΘΕΜΑ Α

Α1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση του κύκλου με κέντρο την αρχή των αξόνων και 

ακτίνα ρ, έχει εξίσωση  c: x2 + y2 = ρ2. 

Μονάδες 10 

Α2. Ποια είναι η εξίσωση του κύκλου με κέντρο  Κ (x0, y0) και ακτίνα  ρ; 

Μονάδες 5 

Α3. Να χαρακτηρίσετε κάθε μία από τις παρακάτω προτάσεις ως σωστή (Σ) ή 

λανθασμένη (Λ). 

i) Η ευθεία με εξίσωση 2x – 3y + 1 = 0 είναι παράλληλη στο διάνυσμα

( )2 3,δ = −

�

.

ii) Η απόσταση των σημείων Α (x1, y1) και Β (x2, y2) είναι:

( ) ( ) ( )
2 2

2 1 1 2
AB x x y y= − + − . 

iii) Η παραβολή με άξονα συμμετρίας τον yy ΄	έχει	εξίσωση 21
0

2
, .x y ρ

ρ
= ⋅ ≠

iv) Η απόσταση του σημείου Μ (x0, y0) από την ευθεία  ε: Αx + Βy + Γ = 0 με

Α ≠ 0  ή  Β �	0		δίνεται από τον τύπο: ( )
2 2

2 2

,

Αx By Γ
d M ε

Α B

+ +

=

+

v) Η αρχή των αξόνων Ο(0, 0) ανήκει στον κύκλο  c: x2 + y2 = 1.

Μονάδες 15 
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ΘΕΜΑ Β

Δίνεται η εξίσωση  x2 + y2 – 4x + 6y + 4 = 0 (1) 

Β1. Να δείξετε ότι παριστάνει κύκλο, του οποίου να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα 

του. 

Μονάδες 6 

Β2. Το σημείο Α (2, 4) είναι εσωτερικό, εξωτερικό ή εφάπτεται στον κύκλο; 

Αποδείξτε τον ισχυρισμό σας αλγεβρικά. 

Μονάδες 5 

Β3. Να βρείτε το συμμετρικό σημείο	 Κ΄ του κέντρου Κ του κύκλου ως προς την 

ευθεία  ε: y = 2x. 

Μονάδες 7 

Β4. Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου  K O A

∆

. 

Μονάδες 7 

ΘΕΜΑ Γ

Δίνεται η εξίσωση  x (x – 2) + y (y – 4λ) = 0 (1) 

Γ1. Να δείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο για κάθε  λ ∈ ℝ.

Βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του. 

Μονάδες 3+3 

Γ2. Να βρείτε που ανήκουν τα κέντρα των παραπάνω κύκλων  

Μονάδες 3 

Γ3. α) Αν ο κύκλος εφάπτεται στην ευθεία  ε: y = x, βρείτε το  λ. 

Μονάδες 6 

β) Βρείτε τα σημεία Α και Β εκτός της αρχής των αξόνων όπου ο κύκλος τέμνει 

του άξονες xx΄ και yy΄ αντίστοιχα. 

Μονάδες 6 
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γ) Είναι τα σημεία Α και Β αντιδιαμετρικά του κύκλου;  

Μονάδες 4 

ΘΕΜΑ �

Δ1. α) Δίνεται η παραβολή με εξίσωση c: y2 = x. Βρείτε την εστία και την 

διευθετούσα της. 

Μονάδες 3 

β) Βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων  ε1 και ε2  της παραβολής που 

περνούν από το σημείο Μ (–1, 0) και εφάπτονται σε αυτήν στα σημεία Α και 

Β αντίστοιχα. 

Μονάδες 6 

Δ2. α) Κύκλος με κέντρο την αρχή των αξόνων εφάπτεται στη διευθετούσα της 

παραβολής. Να βρείτε την εξίσωσή του.  

Μονάδες 4 

β) Να βρείτε τη μικρότερη και τη μεγαλύτερη απόσταση του σημείου Μ από τον 

κύκλο. 

Μονάδες 4 

γ) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΜΑΒ είναι ισοσκελές.  

Μονάδες 3 

Δ3. Να κάνετε μια γραφική παράσταση του θέματος. 

Μονάδες 5 
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

Δ Ι Α Γ Ω Ν Ι Σ Μ Α Τ Α  Ε Φ Ο Λ Η Σ  Τ Η Σ  Υ Λ Η Σ  2 0 2 4  

 

 

 

Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο 

γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, 

αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  

α. Αν δύο διανύσματα είναι κάθετα τότε το εσωτερικό τους γινόμενο είναι ίσο με το μηδέν. 

β. Δεν ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης για ευθείες παράλληλες στον άξονα x΄x. 

γ. Αν  είναι α β  τότε α β α β =   

δ. Η απόσταση του σημείου 0 0Ρ(x , y )  από την ευθεία ( )ε : Αx Βy Γ 0+ + = δίνεται από τον 

τύπο ( ) 0 0

2 2

Αx Βy Γ
d Ρ,ε

Α Β

+ +
=

+
 

ε. Σε ένα καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων  κάθε κύκλος έχει εξίσωση της μορφής  

x2 + y2 + Ax + By + Γ = 0    με    Α2 + Β2 – 4Γ > 0. 

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

Α2. Έστω τα διανύσματα 

( ) ( )1 1 2 2 1 2α x , y και β x , y όπου x , x 0= =   

Να αποδειχθεί ότι  1 2α β λ λ 1⊥   =− .  

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

                                                    Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 4 5 86  

Δίνονται τα σημεία Α(1, 2), Β(3, 4) και  ( )Γ 5, 2− . 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων AB,    AΓ   και να αποδείξετε ότι η γωνία Α̂  

είναι ορθή. 

β. Αν Μ είναι το μέσο του ΒΓ, να βρείτε τα μέτρα των ΑΜ  και  ΒΓ . 

γ. Να γραφεί το ΒΓ  ως γραμμικός συνδυασμός των ΑΓ  και ΑΜ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 8 + 8 ) = 2 5  

  Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται η εξίσωση  ( ) ( )α 1 x α 3 y α 7 0 (1) , α+  + −  + − =  και το σημείο 

( )Μ 2λ 3 ,6λ 14 , λ− −   

Γ1. Να δείξετε ότι η (1) παριστάνει ευθεία για κάθε πραγματικό αριθμό α. 

Γ2. Να δείξετε ότι όλες οι ευθείες της οικογένειας (1) διέρχονται από σταθερό σημείο Κ το 

οποίο και να βρείτε 

Γ3. Να δείξετε ότι το σημείο Μ , για τις διάφορες τιμές της παραμέτρου λ, κινείται σε ευθεία η 

οποία διέρχεται από το σημείο Κ της οικογένειας (1). 

Γ4. Να βρείτε το πλησιέστερο σημείο Μ στην αρχή των αξόνων Ο(0,0) 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 5 + 1 0 + 5 ) = 2 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 0 80  

Δίνονται οι εξισώσεις  1C : 2 2x y 2x 8 0+ − − =          (1)   και     2C : 2 2x y 6x 8 0+ − + =        (2). 

α. Να δείξετε ότι οι (1) και (2) είναι εξισώσεις κύκλων, με κέντρα ( )Κ 1,0 , ( )Λ 3,0  και 

ακτίνες 1ρ 3= , 
2ρ 1=  αντίστοιχα. 

β. i. Να βρείτε το μήκος της διακέντρου ( )ΚΛ . 

ii. Να δείξετε ότι ο κύκλος 2C  εφάπτεται εσωτερικά του κύκλου 1C . 

γ. Να βρείτε τις εξισώσεις των ακτίνων του κύκλου 1C
 
 που εφάπτονται στον κύκλο 2C .  

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 6 + ( 5 + 5 ) + 9 ] = 2 5  ΦΡΟ
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Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο 

γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, 

αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  

 α. Αν 
1 1α (x , y )= και 2 2β (x , y )=  τότε α / /βdet (α,β) 1= . 

β. Κάθε ευθεία του επιπέδου της μορφής Αx+Γ=0 με Α≠0 είναι κάθετη με τον άξονα y’y. 

γ. Η εφαπτομένη της παραβολής x 2 =2py στο σημείο Μ (x1 , y1)έχει εξίσωση  

xx1 = p (y + y1). 

δ. Οι εστίες της υπερβολής 
2 2

2 2

y x
1

α β
− =  βρίσκονται στον άξονα  x΄x . 

ε. Οι κύκλοι με εξισώσεις (x−2)2 + (y +3)2 = 16  και  x2+y2−4x+6y+7=0 είναι ομόκεντροι .  

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

Α2. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη του κύκλου C: 2 2 2x y ρ+ = στο σημείο  του ( )1 1Α x , y , έχει 

εξίσωση 
2

1 1xx yy ρ+ =  

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  

 

 

 

 

 

 

 

 

2 
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                                                    Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 5 0 38  

Θεωρούμε διανύσματα α , β   τέτοια ώστε  α 3, β 4= =  και ( ) π
α,β  

3
= . 

α. Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων α ,  β . 

β. Να βρείτε τα 2α  και 
2β . 

γ. Να αποδείξετε ότι  ( ) ( )3α β α 3β 15−  − = . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 6 + 1 0 ) = 2 5  

  Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ  με κορυφές τα σημεία Α( 2,4)−  , Β(2,6)  και Γ(4,4) . Να βρείτε: 

Γ1. To ύψος του τριγώνου ΑΒΓ που άγεται από την κορυφή Α . 

Γ2. Τις συντεταγμένες του συμμετρικού  του σημείου Α ως προς την πλευρά ΒΓ  του τριγώνου  

Γ3. Τις εξισώσεις δύο παραλλήλων  ευθειών που απέχουν απόσταση 8 μονάδες και  έχουν 

μεσοπαράλληλη  την πλευρά ΒΓ του τριγώνου.) 

Γ4. Το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 8 + 7 + 5 ) = 2 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 4 32  

Δίνεται η εξίσωση    2 2x y 4κx 2κy 4 0 (1) με κ .+ − − + =   

α. Να βρείτε τις τιμές του κϵℝ ώστε  η εξίσωση  (1) να παριστάνει  κύκλο.     

β. Να βρείτε τις συντεταγμένες του κέντρου και την ακτίνα του κάθε κύκλου.   

γ. Να βρείτε την ευθεία στην οποία ανήκουν τα κέντρα των παραπάνω κύκλων. 

δ. Για  κ=1 να βρείτε την εξίσωση εφαπτομένης του αντίστοιχου κύκλου της εξίσωσης (1)  

στο   σημείο  ( )Γ 2, 2 . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 3 + 7 + 8 ) = 2 5   
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Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο 

γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, 

αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  

α. α / /β det(α,β) 0 = . 

β. i j 0 = ,  όπου  i και j   τα μοναδιαία διανύσματα του επιπέδου. 

γ. Η ευθεία   Αx By Γ 0+ + =  είναι παράλληλη στο  διάνυσμα  ( )δ Β,Α= . 

δ. Η  εφαπτομένη  του  κύκλου  C : 2 2 2x y ρ , ρ 0+ =    στο σημείο του ( )1 1Α x , y  , έχει 

εξίσωση    
2

1 1x x y y ρ +  = . 

ε. Η παράμετρος  p  της εξίσωσης της παραβολής  
2y 2px= , παριστάνει την απόσταση της 

εστίας  E  από τη διευθετούσα  δ  της  παραβολής. 

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

Α2. Να  αποδείξετε  ότι  οι  συντεταγμένες  (x, y)  του διανύσματος  με  άκρα  τα σημεία   

( )1 1Α x , y   και  ( )2 2Β x , y  δίνονται από τις σχέσεις  
2 1x x x= −   και   

2 1y y y= − . 

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 5 0 73  

 Δίνονται τα διανύσματα  α (1, 2) και β (2,3)= = . 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος  γ 2α β= + . 

β. Να βρείτε το μέτρο του διανύσματος  γ. 

 γ. Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο       α γ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

3 
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  Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται το παρακάτω σχήμα. 

 

 

 

 

Γ1. Να  αποδείξετε  πως  η παραβολή του σχήματος  έχει  εξίσωση  2y 4x=   και στη  συνέχεια 

να βρείτε την εστία Ε   και τη διευθετούσα της  δ . 

Γ2. Να υπολογίσετε το εμβαδόν  του τριγώνου ΑΒΓ  . 

Γ3. Να  βρείτε  τις εξισώσεις όλων  των  ευθειών που  διέρχονται από το  σημείο Γ  

Γ4. Από τις ευθείες του προηγούμενου ερωτήματος να προσδιορίσετε αυτή που είναι κάθετη 

στην διευθετούσα δ  της παραβολής. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 5 + 7 + 5 ) = 2 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            1 4 9 84  

Θεωρούμε τα σημεία ( )Α  2,  3− −  και ( )Β 7, 9 . Έστω S  το σύνολο των σημείων Μ που είναι 

κορυφές των τριγώνων ΑΜΒ ώστε ( )ΑΜΒ 12=  τ.μ. 

α. Να αποδείξετε ότι το S  αποτελείται από τα σημεία των παραλλήλων ευθειών  

( )1ε : 4x 3y 9 0− − =    και   ( )2ε : 4x 3y 7 0− + = . 

β. Να αποδείξετε ότι η ευθεία ΑΒ είναι η μεσοπαράλληλη των ( )1  ε  και ( )2ε . 

γ. Θεωρούμε ένα σημείο 1Μ  στην ( )1ε  και ένα σημείο 
2Μ  στην ( )2ε  ώστε να σχηματίζεται 

το τετράπλευρο 1 2ΑΜ ΒΜ . Πόσο είναι το εμβαδόν του; Πόσα τετράπλευρα ΑΧΒΥ  

υπάρχουν, αν το Χ πρέπει να είναι σημείο της ( )1ε  και το Υ σημείο της ( )2ε , που έχουν το 

ίδιο εμβαδό με το 1 2ΑΜ ΒΜ ; Εξηγήστε. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 9 + 7 ) = 2 5  ΦΡΟ
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Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο 

γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, 

αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  

α. Η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο Α(x0, y0) και έχει συντελεστή  

    διεύθυνσης λ είναι:   ( )0 0y y λ x x− = − . 

β. Αν ( )α x, y= , τότε 2 2α x y= + . 

γ. Η κάθετη στην εφαπτομένη μιας έλλειψης στο σημείο επαφής Μ διχοτομεί την γωνία 

 Ε΄ Μ Ε, όπου Ε΄, Ε οι εστίες της έλλειψης. 

δ. H εστία της παραβολής y2=2px είναι το σημείο Ε(0,
p

2
). 

ε. Ονομάζουμε εκκεντρότητα της έλλειψης 
2 2

2 2

x y
1

α β
+ =  το λόγο ε=

γ

α
. 

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

A2. Έστω τα διανύσματα ( )1 1α x , y=  και  ( )2 2β x , y=  με συντελεστές διεύθυνσης  λ1 και λ2 

αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι ισχύει η σχέση:  α  // β    λ1 = λ2. 

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  
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                                                    Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 5 1 86  

Δίνονται τα σημεία ( )Α 2,1 , B(6,3) , ( )Δ 1, 2−  και ( )Γ 9, 2 . 

Να αποδείξετε ότι: 

α. Tο μέσο Μ  του τμήματος ΑΒ  έχει συντεταγμένες (4,2)  και το μέσο Ν  του τμήματος ΓΔ  

έχει συντεταγμένες (5,0) . 

 β. ΜΝ (1, 2)= −  και ( )ΔΓ 8,4= . 

 γ. ΜΝ ΔΓ⊥ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

  Θ Ε Μ Α  Γ  

Σ’ ένα τρίγωνο ΑΒΓ η κορυφή του Α έχει συντεταγμένες (6,4) και τα δύο ύψη του έχουν 

εξισώσεις (υ1): y= –3x+10 και (υ2): 5x–3y+6=0 αντιστοίχως. 

 Να βρείτε: 

Γ1. την εξίσωση της πλευράς ΑΒ και τις συντεταγμένες της κορυφής Β. 

Γ2. την εξίσωση της πλευράς ΑΓ και τις συντεταγμένες της κορυφής Γ. 

Γ3. το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ αν Α(6, 4), Β(1, 7) και Γ(0, 2). 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 9 + 7 ) = 2 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 9 93  

Δίνεται η εξίσωση   ( )2 2 2(x 2) (y λ) λ 1 , όπο . 1 υ λ− + − = +   

α. Να αποδείξετε ότι για κάθε τιμή του λ η (1) παριστάνει κύκλο, του οποίου να βρείτε το 

κέντρο και την ακτίνα. 

β. Να αποδείξετε ότι όλοι οι κύκλοι που ορίζονται από την (1) για τις διάφορες τιμές του λ 

διέρχονται από δύο σταθερά σημεία.  

γ. Αν  ( ) ( )Α 1, 0 και Β 3, 0  είναι τα μοναδικά σημεία από τα οποία διέρχονται όλοι οι 

κύκλοι, τότε να βρείτε την εξίσωση της κοινής χορδής τους και να αποδείξετε ότι είναι 

κάθετη στην ευθεία που διέρχεται από τα κέντρα των κύκλων.  

δ. Αν ένα σημείο ( )Μ α, β  επαληθεύει την (1) για κάθε λ ∈ ℝ, τότε να αποδείξετε ότι  αβ 0=  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 3 + 1 0 + 7 + 5 ) = 2 5  ΦΡΟ
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Θ Ε Μ Α  Α  

A1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο 

γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, 

αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  

α. Αν    α β ,  τότε   (α , β) 0


= . 

β. Αν   α β=  τότε  α β=  . 

γ. Η ευθεία  9x 3y 2024− =  είναι  κάθετη στο διάνυσμα   ( )α 3, 1− . 

δ. Το κέντρο του κύκλου   ( )
2 2C : x 1 (y 1) 2+ + − =   είναι το σημείο  ( )Κ 1, 1− . 

ε. Η παραβολή 2x 2py= έχει εστία 
p

Ε 0,
2

 
 
 

 και διευθετούσα 
p

δ : y
2

= − . 

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

Α1. Θεωρούμε τα διανύσματα α, β, γ  ενός επιπέδου. Να αποδείξετε ότι ( )α β γ αβ αγ+ = + . 

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 5 8 25  

Θεωρούμε τα διανύσματα α , β  με α 2=  , β 4=  ,  
π

(α , β)
3



=  και το γ α β= − . 

α. Να αποδείξετε ότι  α β 4 = . 

β. Να αποδείξετε ότι  α γ 0 = . 

γ. Να βρείτε τη          α , γ
 

 
 

.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 1 0 + 7 ) = 2 5  

5 
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                                                    Θ Ε Μ Α  Γ                   2.2            1 5 1 78  

Δίνεται η εξίσωση ( ) ( ) ( )μ 1 x μ 2 y 0,  μ   1+ + + =    . 

α. i. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( )1   παριστάνει ευθεία για κάθε μ .  

ii. Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες που ορίζονται από την εξίσωση ( )1  διέρχονται από 

την αρχή των αξόνων. 

β. i. Πότε η εξίσωση ( )1   παριστάνει ευθεία που έχει συντελεστή διεύθυνσης 0 ; Ποια είναι  

η εξίσωσή της; 

ii. Πότε η εξίσωση ( )1   παριστάνει ευθεία για την οποία δεν ορίζεται συντελεστής 

διεύθυνσης; Ποια είναι η εξίσωσή της; 

γ. Να βρείτε για ποια τιμή του πραγματικού αριθμού μ , προκύπτει ευθεία η οποία    

σχηματίζει γωνία 45  με τον άξονα x΄x . Ποια είναι η εξίσωσή της; 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 8 + 2 ) + ( 3 + 3 ) + 9 ] = 2 5 )  

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 8 4 15  

Δίνεται η εξίσωση 2 2(x 3λ) (y 2λ) 1− + + =  (1) όπου λ  και η ευθεία  ε : 2x 3y 0+ = . 

α. Να αποδείξετε ότι για κάθε λ  τα κέντρα των κύκλων που προκύπτουν από την (1) 

ανήκουν στην ευθεία ε . 

β. Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών 
1 2ε ,ε

 
που απέχουν μεταξύ τους 2 μονάδες και έχουν 

μεσοπαράλληλη την ευθεία ε .  

γ. Να αποδείξετε ότι όλοι οι κύκλοι που προκύπτουν από την (1) εφάπτονται σε δύο σταθερές 

ευθείες. 

δ. Να βρείτε το εμβαδόν ενός τετραγώνου του οποίου δύο απέναντι πλευρές ανήκουν στις 

ευθείες 
1 2ε ,ε  αντίστοιχα. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 7 + 6 + 6 ) = 2 5  
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Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο 

γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, 

αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  

α. Αν λα λβ=  τότε α β=  για κάθε λ R . 

β. Αν ( ) ( )1 1 2 2A x , y  και B x , y είναι δυο σημεία του επιπέδου τότε  ( )2 1 2 1AB x x , y y= − − . 

γ. Η εξίσωση Ax By Γ 0 με  Α, Β, Γ+ + =   παριστάνει ευθεία όταν  A 0 και Β 0  . 

δ. O συντελεστής διεύθυνσης μιας ευθείας που διέρχεται από τα σημεία  

  ( ) ( )1 1 2 2A x , y  και B x , y  με 
1 2x x  ισούται με 2 1

2 1

y y
λ

x x

−
=

−
. 

ε. Ο κύκλος x2 + y2 = 1 περνά από την εστία της παραβολής  y2 = 4x. 

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

Α2. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη ε του κύκλου C: 2 2 2x y ρ+ =  σε ένα σημείο του ( )1 1A x , y  

δίνεται από την εξίσωση (ε) : 
2

1 1xx yy ρ+ = . 

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  
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Στο παρακάτω σχήμα δίνονται τα διανύσματα  καιΑΒ ΑΓ   του καρτεσιανού επιπέδου Oxy. 

 

 

 

 

 

 

 

α. Να αποδείξετε ότι   ΑΒ (4 ,  3) και AΓ (0 ,  2)= − = − . 

β. Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων  καιΑΒ ΑΓ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5  

  Θ Ε Μ Α  Γ  

 Οι συντεταγμένες τυχαίου σημείου ( )Μ x, y του επιπέδου ικανοποιούν την εξίσωση: 

( )( ) ( )( )x 2 x 4 y 3 y 5 2− − + + + = . 

Γ1. Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει κύκλο. 

Γ2. Να βρείτε τις συντεταγμένες του κέντρου Κ και την ακτίνα ρ του κύκλου αυτού. 

Γ3. Να αποδείξετε ότι η ευθεία (ε) : 4x 3y 10+ = εφάπτεται με τον παραπάνω κύκλο. 

Γ4. Να βρείτε τα σημεία τομής Α , Β  της ευθείας (ε) με τους άξονες συντεταγμένων  x΄x   και 

y΄y και στην συνέχεια να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 5 + 7 + 7 ) = 2 5  
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α. Να  βρείτε την εξίσωση της ευθείας 1ε  που διέρχεται από τα σημεία ( )Α 4, 2  και ( )Β 8,5  

β. Αν 
1ε :3x 4y 4 0− − = , να δείξετε ότι η οξεία γωνία που σχηματίζει με την ευθεία  

2ε :7x y 1 0− − =  είναι oφ̂ 45= .  

 γ. Να βρείτε το σημείο τομής των 1ε  και 2ε . 

 δ. Να βρείτε την εξίσωση ευθείας 3ε  τέτοιας ώστε η 2ε  να διχοτομεί τη γωνία που      

σχηματίζουν οι ευθείες 1ε  και 3ε . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 4 + 8 + 7 ) = 2 5  
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Θ Ε Μ Α  Α  

A1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο 

γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, 

αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  

 α. Η εξίσωση 2 2x + y + Ax + By + Γ = 0  είναι εξίσωση κύκλου αν και μόνον αν     

2 2+ Β 4Γ > 0 −  

 β. Η απόσταση του σημείου  ( )0 0 0M x , y  από την ευθεία ε: Αx+Βy+Γ=0 είναι:  

( ) 0 0

0
2 2

Αx + Βy + Γ
d = M , ε

Α Β−
=  

 γ. Η εξίσωση 2x +4y=4  παριστάνει έλλειψη. 

Α2. Αν 2y 8x=  τότε η εστία είναι:  

i. Ε(–2, 0)   ii. E(4, 0),   iii. E(0,  –2) ,  iv. E(2, 0) 

Α3. α  =2,   β  =1,  ( )α,β =
π

3
   τότε   αβ  είναι:  

 i. -1,     ii. 
1

2
,    iii. 1,     iv. 2 

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

A2. Έστω τα διανύσματα ( )1 1α x , y=  και  ( )2 2β x , y=  με συντελεστές διεύθυνσης  λ1 και λ2 

αντίστοιχα. Να αποδείξετε την ισοδυναμία:    α  // β    λ1 = λ2. 

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  
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Δίνονται οι εξισώσεις   (1):  λ x+(λ −1 ) y −4 =0  και (2):  ( 3 λ +1 )x −2 λy −7 =0  με λ ϵ R. 

α. Να αποδείξετε ότι οι εξισώσεις (1) και (2) παριστάνουν εξισώσεις ευθειών για κάθε λR. 

β. Να βρείτε τις τιμές του λR, ώστε οι ευθείες με εξισώσεις τις (1) και (2) να είναι μεταξύ 

τους κάθετες. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 5 + 1 0 ) = 2 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Γ                   1.4            1 8 2 43  

Θεωρούμε τα διανύσματα  α , β   με  α 2= ,  β 4=  , 
π

α , β
3

 
= 

 
  και τα διανύσματα  

γ α β= −  και δ 2α β= + . 

α. Να βρείτε το  α β . 

β. Να βρείτε το  γ δ . 

γ. Να βρείτε τα  γ , δ   

δ. Να βρείτε τη γωνία  (γ , δ)


. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 7 + 8 + 5 ) = 2 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            1 8 8 70  

Στο σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση της παραβολής με εξίσωση 2y 4x= , η εφαπτομένη 

της ( )ε  στο σημείο ( )Α 4, 4  και η ΑΚ  κάθετη στην ( )ε . Μία φωτεινή ακτίνα ( )ζ , 

ακολουθώντας πορεία παράλληλη προς τον άξονα της παραβολής, προσπίπτουσα στο σημείο 

Α  και ανακλώμενη πάνω στην καμπύλη (που αντιστοιχεί σε παραβολικό κάτοπτρο) διέρχεται 

από το σημείο Μ . Αν γνωρίζετε ότι η γωνία 1θ  που σχηματίζει η προσπίπτουσα φωτεινή 

ακτίνα ( )ζ  με την ( )ε  και η γωνία 2θ  που σχηματίζει η ανακλώμενη φωτεινή ακτίνα ΑΜ  με 

την ( )ε  είναι ίσες, τότε: ΦΡΟ
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α. Να βρείτε την εστία και την διευθετούσα της παραβολής. 

β. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  και το σημείο Β  στο οποίο αυτή τέμνει τον άξονα 

x΄x . 

γ. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΜΑΒ  είναι ισοσκελές. 

δ. Να αποδείξετε ότι το σημείο Μ  ταυτίζεται με την εστία της παραβολής. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 7 + 6 ) = 2 5  
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Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο 

γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, 

αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  

α. Οι συντεταγμένες  (x , y) του μέσου Μ τμήματος ΑΒ με  

  ( ) ( )1 1 2 2Α x , y και B x , y  είναι  1 2 1 2x x y y
x , y

2 2

− −
= =  

β. Αν 2 2Α Β 4Γ 0+ −   τότε η εξίσωση 2 2x y Ax By Γ 0+ + + + =  παριστάνει  

  κύκλο με ακτίνα ρ=
2 2Α Β 4Γ

2

+ −
 

γ. ( ) Β
1

Α ,ΑΒΓ det
2

ΒΓ
 

=   
 

 

δ. Ισχύει η ισοδυναμία α / /β det (α,β) 0 =   

ε. Ο κύκλος  ( )
2 2x 1 y 1− + =  και η παραβολή  2y 2x= −  εφάπτονται. 

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

Α2. Να αποδείξετε ότι η ευθεία με εξίσωση Αx+Βy+Γ=0 με Α 0  ή  Β 0, είναι παράλληλη στο 

διάνυσμα ( )δ Β, Α= −  και κάθετη ( )η Α, Β= . 

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  
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Δίνονται τα διανύσματα  

( ) ( )21
 α 1, 3 ,  β 2,    και    v x , x 1 .

2

 
= − = − − = − 

 
 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος u α 2β= − . 

 β. Να βρείτε τους αριθμούς  x  για τους οποίους τα διανύσματα ( )u 3,4=  και v  είναι κάθετα. 

 γ. Να βρείτε τους αριθμούς  x  για τους οποίους τα διανύσματα v  και β  είναι συγγραμμικά; 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

  Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται ο κύκλος   

( ) ( )
2 2

2x 4 2y 4 32− + + =  

Γ1. Βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα  ρ  του κύκλου. 

Γ2. Βρείτε την γωνία του διανύσματος ΟΚ
→

με τον άξονα  x΄x. 

Γ3. Βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ , όπου  Μ το μέσο της κάθε χορδής που 

διέρχεται από το σημείο Α(1,-1). 

Γ4. Βρείτε την εφαπτομένη (ε) του κύκλου  , η οποία να είναι παράλληλη προς την ευθεία  

( )1ε : y x 3= +   

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 5 + 7 + 8 ) = 2 5  
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Δύο εργοστάσια  Α και Β   τα οποία σε ένα σύστημα 

συντεταγμένων έχουν συντεταγμένες  ( ) ( )Α 2, 1 , Β 4, 3  

βρίσκονται κοντά σε μια ακτή που πρόκειται να 

κατασκευαστεί μια αποβάθρα και θα εξυπηρετεί τα δύο 

εργοστάσια.  

α. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που συνδέει τα δύο εργοστάσια.   

β. Αν η ακτή είναι ευθύγραμμη με εξίσωση ε: y 2x 7= − , να βρείτε τις συντεταγμένες του 

σημείου της ακτής στο οποίο πρέπει να τοποθετηθεί η αποβάθρα ώστε να απέχει εξ ίσου 

από τα δύο εργοστάσια.   

γ. Αν το ζητούμενο σημείο του ερωτήματος β) είναι  ( )Ν 4, 1 , να βρείτε πόσο απέχει το κάθε 

εργοστάσιο από το σημείο αυτό. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 1 0 + 7 ) = 2 5  
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Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο 

γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, 

αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  

α. Ισχύει α β α β=  =     

β. Η εξίσωση  
2 2

2 2

x y

α β
+  = 1 , όπου β = 

2 2α γ−  , παριστάνει έλλειψη με εστίες Ε΄(-γ,0)  

    και Ε(γ,0) και σταθερό άθροισμα 2α. 

γ. Η εξίσωση 2 2x y Αx Βy Γ 0+ + + + =  παριστάνει κύκλο αν ισχύει  

2 2Α Β 4Γ 0+ +   

δ. Το διάνυσμα ( )δ Α,Β= −  είναι παράλληλο στην ευθεία  

ε : Αx Βy Γ 0 , Α 0 ή Β 0+ + =    

ε. Αν μια ευθεία και ένα διάνυσμα έχουν ίσους συντελεστές διεύθυνσης , τότε σχηματίζουν 

ίσες γωνίες με τον άξονα xx . 

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

 

Α2. Αν ( ) ( )1 1 2 2α x , y και β x , y= =  δύο διανύσματα του καρτεσιανού επιπέδου, να γράψετε τις 

συντεταγμένες των διανυσμάτων α β και λα μβ με λ,μ πραγματικούς αριθμούς+ + . 

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  
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Στο καρτεσιανό επίπεδο Οxy , με μοναδιαία διανύσματα των αξόνων x x  , y'y  τα i ,   j  

αντίστοιχα, τα σημεία Α  και Β  έχουν διανύσματα θέσεως ΟΑ 3i 2 j= +   και ΟΒ 6i j= − .   

Έστω Μ  ένα σημείο τέτοιο ώστε ΟΜ =  
1

5
 ( )2ΟΑ ΟΒ − .         

α. Να αποδείξετε ότι: 

i. ΑΒ 3i 3 j= −  ,  

ii. ΟΜ j=  . 

β. Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο  ΑΒ ΟΜ  . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

  Θ Ε Μ Α  Γ  

Έστω τα σημεία  

Μ(1+ημφ , 2-συνφ) , φ[0,2π] 

Γ1. Να δείξετε ότι τα σημεία Μ κινούνται σε κύκλο , του οποίου να βρείτε το κέντρο και την 

ακτίνα. 

Γ2. Δίνεται ο κύκλος ( ) ( )
2 2

x 1 y 2 1− + − =  

  Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου που άγονται από το σημείο Ο(0,0). 

Γ3. Αν Α,Β είναι τα σημεία επαφής του (β) ερωτήματος , να υπολογίσετε το συν ΚΑ,ΚΒ


→ → 

 
 
 

 , 

όπου Κ το κέντρο του κύκλου. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 9 + 8 ) = 2 5  

 

 

 

 

 ΦΡΟ
ΝΤΙ

ΣΤ
ΗΡΙ

Α 
ΑΡ

ΓΥ
ΡΗ

 Σ
ΙΡ

ΔΑ
ΡΗ



 

303 

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   2.2            2 1 6 52  

Δίνονται οι εξισώσεις  ( )λx y 2λ  1+ =    και  ( )x λy λ 1  2+ = +  , όπου λ .  

α. Να δείξετε ότι για κάθε λ  οι εξισώσεις ( )1  και ( )2 παριστάνουν ευθείες λε  και λη  

αντίστοιχα. 

β. Να βρείτε για ποιες τιμές του λ  οι ευθείες λε  και λη  τέμνονται. 

γ. Για  λ 1,1 − −   

i.  να βρείτε συναρτήσει του λ  τις συντεταγμένες του σημείου τομής Μ  των λε  και λη  

ii. αν 
2λ 1 λ

Μ ,
λ 1 λ 1

+ 
 

+ +   

να αποδείξετε ότι το Μ  κινείται στην ευθεία ζ : x y 1− = . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 6 + 6 + ( 7 + 6 ) ] = 2 5  
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Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο 

γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, 

αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  

α. Αν α β  τότε α  β  = α β−   και αντίστροφα.  

β. Η κατακόρυφη ευθεία που διέρχεται από το σημείο   00 ,Β(x y ) έχει εξίσωση 
ox x= . 

γ. Η ευθεία με εξίσωση 2 2x y Αx Βy Γ 0 + + + + = παριστάνει κύκλο όταν  

2 2Α Β 4Γ 0+ − = .  

δ. Η εφαπτόμενη της υπερβολής στο σημείο ( )1 , 1Α x y  με εστίες στον x 'x είναι  

 
1 ,1

2 2

xxyy
1

α β
− =  

ε. Μια ευθεία με εξίσωση Αx Βy Γ 0+ + = είναι κάθετη στο διάνυσμα ( )n Α,Β= . 

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

A2. Έστω  δύο σημεία 
1 1A(x , y )  και 2 2B(x , y )  του καρτεσιανού επιπέδου.  

Αν  ( x, y ) είναι οι συντεταγμένες του μέσου Μ του  ΑΒ, να αποδείξετε ότι : 

1 2 1 2x x y y
x και y

2 2

+ +
= = . 

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  
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                                                    Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            2 0 7 32  

 Δίνονται τα διανύσματα ( )α 2,1 =  και  ( )β 8,  4 .= − −  

 α. Να δείξετε ότι τα διάνυσμα α,β   είναι αντίρροπα και ότι β 4 α= .  

β. Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζουν τα διανύσματα α,β  και να δικαιολογήσετε την  

απάντησή σας.  

 γ. Να δείξετε ότι α β 0  . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 6 + 7 ) = 2 5  

  Θ Ε Μ Α  Γ  

 Δίνεται η ευθεία ε:    
x y

1.
2 3
+ =  

Γ1. Να βρείτε τα σημεία τομής Α και Β της ευθείας ε με τους άξονες  συντεταγμένων. 

Γ2. Να δείξετε ότι ένας κύκλος που έχει διάμετρο το τμήμα ΑΒ διέρχεται από την αρχή των  

αξόνων Ο. Να βρείτε το αντιδιαμετρικό σημείο του Ο. 

Γ3. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και εφάπτεται 

στην ευθεία ΑΒ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 9 + 9 ) = 2 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   2.2            1 5 2 53  

Δίνεται η εξίσωση 2 2 2(μ 1)x (3μ 2μ 1)y 5μ 4μ 1 0− + − − − + + =  (1), όπου μ . 

α. Να βρείτε για ποιες τιμές του μ  η (1) παριστάνει ευθεία ε . 

β. Να βρείτε για ποιες τιμές του μ  οι ευθείες ε :  

i. είναι παράλληλες στον x x . 

ii. είναι παράλληλες στον y y . 

iii. διέρχονται από το (0,0) . 

γ. Να δείξετε ότι όλες οι ευθείες ε  που προκύπτουν από την (1) διέρχονται από σταθερό 

σημείο. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 5 + ( 4 + 4 + 4 ) + 8 ] = 2 5  ΦΡΟ
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Θ Ε Μ Α  Α  

A1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο 

γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, 

αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  

α. Η  εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου  x2 + y2 = ρ2   στο  σημείο του  

  Α( x1 , y1 )  είναι   xx1 + yy1 =ρ 

β. Η ευθεία  Αx+Βy+Γ=0,  είναι  παράλληλη  στο διάνυσμα   δ
→

= ( Β , Α )  

γ. Η ευθεία   
0y y=   έχει  συντελεστή  διεύθυνσης   λ=0   

δ. Οι  ευθείες  y= 
1

λ
x , λ ≠0  και     2y λ x 1= −   είναι  κάθετες  για  λ 1= − . 

ε. Η έλλειψη  
2 2x y

1
4 1
+ = έχει εστίες ( ) ( )E 3, 0 και Ε΄ 3, 0−  

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

Α2. Αν Μ είναι το μέσον ενός ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ, να αποδείξετε ότι για κάθε σημείο Ο 

ισχύει η σχέση  

OA OB
OM

2

⎯⎯→ ⎯⎯→
⎯⎯→ +

= .  

Μ ο ν ά δ ε ς   7  
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                                                    Θ Ε Μ Α  Β                   2.2            2 2 0 92  

Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ με κορυφή Α(1,4) .  

Η πλευρά ΑΔ έχει εξίσωση 3x 2y 5 0− + =  και η διαγώνιος ΒΔ έχει εξίσωση y x 2= + .  

α. Να αποδείξετε ότι η κορυφή Δ έχει συντεταγμένες Δ( 1,1)− . 

β. Αν οι διαγώνιοι ΑΓ και ΒΔ του τετραπλεύρου τέμνονται κάθετα, να βρείτε την εξίσωση 

της διαγωνίου ΑΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5    

  Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται  τα  διανύσματα  α
→

 , β
→

    με   

α
→

 =  β
→

 = 2  και  ( )α ,β = 1200 

Γ1. Nα   υπολογιστούν τα εσωτερικά  γινόμενα  

α
→

 · β
→

,      3 α
→

·( 2 β
→

−  ) 

Γ2. Να   υπολογιστούν   τα   μέτρα   των διανυσμάτων   

α
→

+ β
→

,      α
→

+2 β
→

 

Γ3. Να βρεθεί   η   γωνία  των  διανυσμάτων    

u
→

, v
→

  με     u
→

= α
→

 + β
→

,    v
→

= α
→

 +2 β
→

 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 9 + 9 ) = 2 5  
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                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   3.3            2 1 6 55  

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η έλλειψη C  με κέντρο το Ο(0,0) , εστίες τα σημεία Ε, Ε΄  και 

κορυφές τα σημεία Α(5,0),Α (́ 5,0),Β,Β΄− . Αν είναι γνωστό ότι το τετράπλευρο ΒΕΒ΄Ε΄  είναι 

τετράγωνο, να βρείτε:  

 

 

 

 

 

 

 

α. τις συντεταγμένες των σημείων Β,Β ,́Ε,Ε΄ .  

β. την εξίσωση της έλλειψης C . 

γ. Έστω Μ  τυχαίο σημείο της C , που δεν ταυτίζεται με κάποιο από τα Α,Α΄ .  

i. να αποδείξετε ότι όλα τα τρίγωνα ΕΜΕ΄ έχουν την ίδια περίμετρο την οποία να 

προσδιορίσετε. 

ii. να βρείτε τις συντεταγμένες του Μ  για τις οποίες το εμβαδόν του τριγώνου ΕΜΕ΄ 

παίρνει τη μέγιστη τιμή του, την οποία και να προσδιορίσετε. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 8 + 7 + ( 5 + 5 ) ] = 2 5  
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Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στην κόλλα σας δίπλα στο γράμμα 

που αντιστοιχεί σε κάθε  πρόταση τη λέξη  Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η 

πρόταση  είναι  λανθασμένη. 

α. Αν ( )1 1A x ,  y  και ( )2 2B x ,  y ,  τότε   ( ) ( ) ( )
2 2

2 1 2 1AB x x y y= − + −  

β. Αν ( )1 1α x ,  y=  και  ( )2 2β x ,  y= ,  τότε  1 1 2 2α β x y x y = +  

γ. Η απόσταση του σημείου ( )0 0M x ,  y από τη ευθεία ε: Ax By Γ 0+ + =  δίνετε από τον τύπο: 

( ) 0 0

2 2

Ax By Γ
d M,  ε

A B

+ +
=

+
 

δ. Η εξίσωση  ( ) ( )
2 2 2

0 0x x y y ρ+ + + = παριστάνει κύκλο με κέντρο το σημείο    ( )0 0K x ,  y  

και ακτίνα  ρ . 

ε. Οι ασύμπτωτες της υπερβολής:  
2 2

2 2

x y
1

α β
− = είναι οι ευθείες: 

β
y x

α
=  και 

β
y x

α
= −   

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

Α2. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος με κέντρο το σημείο Ο(0,0) και ακτίνα ρ έχει εξίσωση   

2 2 2x y ρ+ =  

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  
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Θεωρούμε το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και έστω   ΑΒ α=   και ΑΔ β.=    

 

 

 

Τα σημεία Ε και Ζ είναι τέτοια ώστε   

1
AE AΒ 

2
= −    και   

1
AZ AΔ

3
= . 

α. Να αποδείξετε ότι:  

1 1
ΕΖ α β

2 3
= +   και ΖΓ  = 

2
α β

3
+ . 

β. Να αποδείξετε ότι:  

ΖΓ =2 ΕΖ  . 

γ. Να δείξετε ότι τα σημεία Ζ, Ε και Γ είναι συνευθειακά. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 9 + 6 ) = 2 5  

  Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνετε ο κύκλος   
2 2

1C :  x y 25+ =  

Γ1. Να αποδείξετε ότι το σημείο ( )M 4,  3   ανήκει στον παραπάνω κύκλο. 

Γ2. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ευθείας  (ε)  του παραπάνω κύκλου στο σημείο    

του ( )M 4,  3 . 

Γ3. Να αποδείξετε ότι η ευθεία  (ε)  εφάπτεται και του κύκλου  ( ) ( )
2 2

x 10 y 5 36− + − =  . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 4 + 8 + 1 3 ) = 2 5  
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                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            1 5 1 94  

Δίνονται τα σημεία του επιπέδου ( )Α 1,1 , ( )Β 4, 4  και ( )Γ 3,1 .   

α. Να δείξετε ότι τα σημεία αυτά σχηματίζουν τρίγωνο. 

β. Να δείξετε ότι η μεσοκάθετος του τμήματος ΒΓ  είναι η ευθεία ( )ε : 
1 11

y x
3 3

= − + . 

γ. Να βρείτε σημείο Κ  της ευθείας ( )ε  του β) ερωτήματος τέτοιο ώστε ( ) ( )ΚΑ ΚΒ= .  

  Τι ιδιότητα έχει το σημείο Κ ;    

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 9 + 9 ) = 2 5  
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Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στην κόλλα σας δίπλα στο γράμμα 

που αντιστοιχεί σε κάθε  πρόταση τη λέξη  Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η 

πρόταση  είναι  λανθασμένη. 

α. Αν α β α γ =   και  α 0 , τότε ισχύει πάντα β γ=  . 

β. Η ευθεία Ax By Γ 0+ + =  είναι παράλληλη στο διάνυσμα δ ( Β, Α)= − . 

γ. Η απόσταση της εστίας Ε της παραβολής 2x 2py=  από τη διευθετούσα της δ είναι ίση με     

p . 

δ. Η εξίσωση y λx= , όπου λR , παριστάνει όλες τις ευθείες του επιπέδου που διέρχονται 

από την αρχή των αξόνων. 

ε. Η εκκεντρότητα της έλλειψης είναι μεγαλύτερη της μονάδας. 

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

Α2. Να δείξετε ότι η εξίσωση 2 2 2 2x y Ax By Γ 0 με Α Β 4Γ 0+ + + + = + −  , παριστάνει 

κύκλο με κέντρο το σημείο 
2 2Α Β Α Β 4Γ

Κ , και ακτίνα ρ
2 2 2

+ − 
− − = 
 

 

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  
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Σε καρτεσιανό επίπεδο Οxy δίνονται τα σημεία  ( ) ( ) ( )Α 2, 4 , Β 11, 5 , Γ 3, 7   και ένα σημείο Δ 

ώστε το ΑΔ⃗⃗⃗⃗  ⃗ να είναι ίσο με το άθροισμα των  καιΑΒ ΑΓ . 

 

 

 

 

Να υπολογίσετε τις συντεταγμένες: 

α. των διανυσμάτων  καιΑΒ ΑΓ . 

β. του διανύσματος  ΑΔ . 

γ. του σημείου Δ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 8 + 5 ) = 2 5  

  Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται η εξίσωση C1: x
2 + y2 – 2x – 3 = 0    (1) 

Γ1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει  κύκλο,  του οποίου να βρείτε το κέντρο και  

την  ακτίνα. 

Γ2. Να βρείτε την εξίσωση παραβολής C2, της οποίας η εστία Ε ταυτίζεται με το κέντρο του      

κύκλου  και η παράμετρος p της παραβολής με την ακτίνα του κύκλου. 

Γ3. Να αποδείξετε ότι το σημείο Α(3,2 3)  είναι σημείο της παραπάνω παραβολής. 

Γ4. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της  παραβολής C2  στο σημείο Α(3,2 3)  εφάπτεται και  

του κύκλου. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 8 + 3 + 8 ) = 2 5  
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Δίνονται τα σημεία  ( ) ( )Α 1, 3 , Β 2, 2−   και η ευθεία  ( )ε : 3x y α 0 με α .+ + =   

α. Να βρείτε για ποια τιμή του α, η απόσταση του σημείου Α από το σημείο Β είναι ίση με 

την απόσταση του σημείου Α από την ευθεία ε. 

β. Για  α=4 

i. Να βρείτε  το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ, όπου Γ το σημείο τομής της ευθείας ε με 

τον άξονα y΄y. 

ii. Να βρείτε το σημείο της ευθείας ε που απέχει την μικρότερη απόσταση από την αρχή 

των αξόνων. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 8 + ( 8 + 9 ) ] = 2 5  
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Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να μεταφέρετε τον παρακάτω πίνακα στην κόλλα σας και να τον συμπληρώσετε. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μ ο ν ά δ ε ς   4 x 2 = 8  

Α2. Να χαρακτηρίσετε με Σωστό ή Λάθος την παρακάτω πρόταση. 

α. Η  υπερβολή    C: 
2 2

2 2

x y
1

α β
− =    έχει  ασύμπτωτες   τις  ευθείες  με  εξισώσεις  

β
y x

α
=   

Μ ο ν ά δ ε ς   2  

Α3. Να  αποδείξετε  ότι  κάθε  ευθεία  του  επιπέδου  έχει  εξίσωση  της  μορφής    

Ax By Γ 0 με Α 0 ή Β 0+ + =      ( 1 ) 

 και  αντιστρόφως, κάθε εξίσωση της μορφής  (1)  παριστάνει  ευθεία  γραμμή. 

 Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  

 

 

Εξίσωση κωνικής 
Γραφή της κωνικής 

στην κανονική της 

μορφή   

Χαρακτηρισμός κωνικής 

(κύκλος, παραβολή, 

έλλειψη, υπερβολή) 

   

α.  2 24x 36 9y= +    

β. 2 2x y 4x 6y 4 0+ − + + =    

γ.  2 29x 100 25y= −    

δ.  2y 12x 0− =    

14 

ΦΡΟ
ΝΤΙ

ΣΤ
ΗΡΙ

Α 
ΑΡ

ΓΥ
ΡΗ

 Σ
ΙΡ

ΔΑ
ΡΗ



 

316 

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

                                                    Θ Ε Μ Α  Β                   1.4            1 9 0 38  

Δίνεται τα διανύσματα  α (2,3), β ( 1,1) και γ ( 5, 5)= = − = − − . 

α. Να υπολογίσετε τη γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα β⃗  με τον άξονα x΄x. 

β. Να αποδείξετε ότι  | γ | 5 | β |= . 

γ. Να υπολογίσετε τους πραγματικούς αριθμούς λ, μ ώστε το διάνυσμα γ  να γραφεί στη μορ-

φή  γ λα μβ= + . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 8 + 8 ) = 2 5  

  Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται τα σημεία ( )A 1,  2 ,  ( )B 3,  8− και  ( )Γ 5,  6−  

Γ1. Να αποδείξετε ότι δεν είναι συνευθειακά. 

Γ2. Να βρείτε τα μέσα Μ και Ν των τμημάτων ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα .  

Γ3. Να βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας ΜΝ.   

Γ4. Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών ε που είναι παράλληλες στην ΜΝ και απέχουν από 

την αρχή των αξόνων απόσταση d 2= . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 4 + 4 + 1 2 ) = 2 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 0 82  

Δίνονται δύο κύκλοι με εξισώσεις:  

1C : ( ) ( )
2 2

x 2 y 3 8− + − =  και 2C : ( ) ( )
2 2

x 7 y 2 18− + + = . 

α. Να υπολογίσετε το μήκος της διακέντρου ( )ΚΛ , όπου Κ,Λ τα κέντρα των κύκλων 1 2C ,C  

αντίστοιχα. Ακολούθως να δείξετε ότι οι δύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά. 

β. i. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΚΛ . 

ii. Να βρείτε τα σημεία τομής της ευθείας ΚΛ  με τον κύκλο 1C  και το σημείο επαφής 

των δύο κύκλων. 

γ. Να βρείτε την εξίσωση της κοινής εσωτερικής εφαπτομένης των κύκλων. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 5 + ( 5 + 7 ) + 8 ] = 2 5  ΦΡΟ
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

 

 

 

Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στην κόλλα σας δίπλα στο  γράμμα 

που αντιστοιχεί σε κάθε  πρόταση τη λέξη  Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η 

πρόταση  είναι  λανθασμένη. 

α. Η εξίσωση 2 2 2 2 2 2β x α y α β− =   ( α β 0  ) παριστάνει υπερβολή. 

β. Η παραβολή με εξίσωση 2x 2py= έχει την εστία της πάνω στον άξονα x x . 

γ. Η ευθεία με εξίσωση Ax By Γ 0+ + =  είναι παράλληλη με το διάνυσμα  ( )δ A,  B= − .        

δ. Για δύο οποιαδήποτε διανύσματα α , β   ισχύει  ( )
2

2 2α β α β =  . 

  ε. Η εξίσωση ( ) ( )
2 2 2

o 0x x y y ρ− + − =  παριστάνει πάντα κύκλο. 

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

Α2. Αν ( )1 1α x , y=  και ( )2 2β x , y= δύο διανύσματα με συντελεστές διεύθυνσης 1 2λ , λ   αντίστοιχα, 

να αποδείξετε την ισοδυναμία:   

1 2α / /β λ λ =  

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

                                                    Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            2 0 9 26  

Δίνεται η ευθεία ε : x 2y 1− =  και τα σημεία ( )Α 0, 2 , ( )Β 1,0 .  

α. Να αποδείξετε ότι το σημείο Β  ανήκει στην ευθεία ε  ενώ το σημείο Α δεν είναι σημείο  

της ε . 

β. Να βρείτε την απόσταση του σημείου Α  από την ευθεία ε . 

γ. Να υπολογίσετε την απόσταση του Α  από το Β  και να αποδείξετε ότι η προβολή του  Α   

στην ευθεία  ε  είναι το Β . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  

  Θ Ε Μ Α  Γ  

 Δίνονται τα διανύσματα α
→

 και  β
→

 
 για τα οποία ισχύει ότι 

 | β | 3, (α , β) 120


→ → →

= =      και     ( 3α β ) (6 α 5β )
→ → → →

− ⊥ +  

 Γ1. Να αποδείξετε ότι | α | 2
→

= . 

 Γ2. Θεωρούμε το διάνυσμα γ 3α 2 β
→ → →

= + .   

  Να βρείτε : 

   i. Tο μέτρο του διανύσματος  γ
→

. 

   ii. Tη γωνία   (α , γ )


→ →

. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 8 + 8 ) = 2 5  
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   3.1            1 5 1 77  

Δίνονται τα σημεία ( ) ( )Α 1,0  και Β 0, 1−  και ο κύκλος 1c  με εξίσωση 

2 2

1

1 1
c :    x y 2

2 2

   
− + + =   

   
. 

α. Να αποδείξετε ότι το σύνολο των σημείων Ν(x, y)  του επιπέδου, τα οποία ικανοποιούν τη 

σχέση 
2 2

ΝΑ ΝΒ 4− = , ανήκουν στην ευθεία (ε)  με εξίσωση y x 2= − − . 

β. Να αποδείξετε ότι το σύνολο των σημείων Ρ  του επιπέδου, τα οποία ικανοποιούν την εξί-

σωση 2 22x 2y 10x 14y 21 0+ + + + = , ανήκουν σε κύκλο 2c  κέντρου 
5 7

Λ ,
2 2

 
− − 
 

 και α-

κτίνας R 2 2=  . 

γ. i. Να αποδείξετε ότι οι δύο κύκλοι 1c  και 2c  εφάπτονται εξωτερικά και στη συνέχεια να  

βρείτε την ελάχιστη και τη μέγιστη απόσταση των σημείων τους.  

ii. Να αποδείξετε ότι η ευθεία (ε)  είναι η κοινή εσωτερική εφαπτομένη των κύκλων 1c  

και  2c  . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 7 + 6 + ( 6 + 6 ) ] = 2 5  
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

 

 

 

Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στην κόλλα σας δίπλα στο  γράμμα 

που αντιστοιχεί σε κάθε  πρόταση τη λέξη  Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η 

πρόταση  είναι  λανθασμένη. 

α. Αν α , β  ομόρροπα διανύσματα τότε α β α β =   

β. Η ευθεία με εξίσωση Ax By Γ 0+ + =  είναι παράλληλη στο διάνυσμα ( )δ B,  A= −  

γ. Mια ευθεία  που διέρχεται από το σημείο ( )o oA x ,  y  και είναι παράλληλη στον x΄x έχει 

εξίσωση 
oy y= . 

δ. Η παραβολή με εξίσωση 
2y 2px=  έχει εστία 

p
E ,  0

2

 
 
 

 

ε. Η εξίσωση της έλλειψης με εστίες ( )E΄ γ,  0−  και ( )E γ,  0  και μήκος μεγάλου άξονα 

2α 2γ  είναι  
2 2

2 2

x y
1

β α
+ =     με  2 2 2β α γ= −  

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

Α2. Για δύο διανύσματα α , β που δεν είναι παράλληλα στον άξονα y΄y, να αποδείξετε ότι ισχύει:  

 

α β  ⊥  λ1 λ2 = –1 

όπου λ1 και λ2  είναι οι συντελεστές διεύθυνσης των διανυσμάτων α,β .  

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

                                               Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            2 0 68 5  

Δίνονται τα διανύσματα u (1,1)= , w ( 10,2)= −  και τα σημεία Α( 1,2)− , Β(β,0) , Γ(0, γ) . Τα 

διανύσματα u , ΑΒ  είναι κάθετα και το διάνυσμα w  είναι παράλληλο στο διάνυσμα ΑΓ .  

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος ΑΒ  και να αποδείξετε ότι β 1= .  

β. Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος ΑΓ  και να αποδείξετε ότι 
9

γ
5

= .  

γ. Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόμενο ΑΒ ΑΓ . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 9 + 9 + 7 ) = 2 5  

  Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και οι συντεταγμένες των κορυφών του Α(6, 1) και Γ(2, 3). Αν το ύψος 

του ΑΔ έχει εξίσωση x 2y 4 0− − =  και η διάμεσός του ΒΛ έχει εξίσωση y x 6= − + , να βρείτε: 

Γ1. Την εξίσωση της πλευράς ΒΓ      

Γ2. Την εξίσωση της πλευράς ΑΓ 

Γ3. Τις συντεταγμένες της κορυφής Β  

Γ4. Το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΛ, όπου Λ το μέσο της ΑΓ 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 7 + 5 + 6 ) = 2 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   3.4            2 1 6 56  

Έστω υπερβολή C  με κέντρο το (0,0) , εστίες τα σημεία Ε(5,0),Ε (́ 5,0)−  και κορυφές τα ση-

μεία Α(4,0),Α (́ 4,0)− .  

α. Να βρείτε:  

i. τις εξισώσεις των ασυμπτώτων της υπερβολής C . 

ii. την εξίσωση της υπερβολής C . 

β. Να σχεδιάσετε στο ίδιο ορθοκανονικό σύστημα, την υπερβολή C , τις ασύμπτωτες της C  

και το ορθογώνιο βάσης της C .  

γ. Αν Μ  τυχαίο σημείο της C , να βρείτε την τιμή της παράστασης ( ) ( )ΜΕ ΜΕ΄− .  

δ. Αν Μ( 80,6)  σημείο της C , να βρείτε την εξίσωση της διχοτόμου της γωνίας ˆΕΜΕ΄. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 3 + 3 ) + 9 + 5 + 5 ] = 2 5  ΦΡΟ
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

 

 

 

Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στην κόλλα σας δίπλα στο  γράμμα 

που αντιστοιχεί σε κάθε  πρόταση τη λέξη  Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η 

πρόταση  είναι  λανθασμένη. 

α. Αν α / /β   α λβ,  λ R=   

β. Αν ε : Ax By Γ 0+ + = ευθεία και σημείο
0 0 0Μ (x , y )  εκτός αυτής τότε:    

0 0

0
2 2

0 0

Ax By Γ
d(Μ ,  ε)

x y

+ +
=

+
 

γ. Η εξίσωση 2 2x y Ax By Γ 0+ + + + =   παριστάνει πάντα κύκλο . 

δ. Οι ευθεία y x 0− =  διχοτομεί την 1η γωνία των αξόνων.  

 ε. Σε ένα καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων  Οxy με αρχή Ο η εξίσωση x2 = 2py  με p  0  

παριστάνει παραβολή, με κορυφή το  σημείο Ο. 

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

Α2. Αν α (x, y)= ,  να αποδείξετε ότι   2 2α x y= +    

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  

 

                                                    Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 5 8 52  

Δίνονται τα διανύσματα ( ) ( )α 3, 2 ,   β 2,1 .= = −  

Να υπολογίσετε: 

α. το διάνυσμα v 2α 3β= + .   

β. το εσωτερικό γινόμενο α β  και το μέτρο του διανύσματος α  . 

γ. το εσωτερικό γινόμενο α v . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 9 ) = 2 5  
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

  Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου με κέντρο την αρχή των αξόνων όταν  διέρχεται από  το Μ  

(1, 3 )      

Γ2. Αν Ρ
1 1(x , y )  σημείο του κύκλου του  προηγούμενου ερωτήματος , με 1x 0  και 1y 0 , να 

βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου στο Ρ και τα σημεία Α και Β που αυτή   

τέμνει τους άξονες (συναρτήσει των 1x  και
 1y )   

Γ3. Να βρείτε το σημείο Ρ τέτοιο ώστε η εφαπτομένη του κύκλου στο Ρ να τέμνει τους άξονες      

σε δύο σημεία Α και Β ώστε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ να έχει μήκος 4. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 6 + 1 2 ) = 2 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            1 6 0 57  

Δίνονται τα σημεία  ( ) ( )Α 2, 0 , Β 3, 4 και λ .  

α. i. Να βρείτε την εξίσωση που περιγράφει όλες τις ευθείες που διέρχονται από το σημείο  

Α και έχουν κλίση λ. 

ii. Να αποδείξετε οτι η ευθεία, η οποία διέρχεται από το σημείο Α, έχει κλίση λ και απέχει 

απόσταση ίση με 1 από το σημείο Β, έχει εξίσωση  ( )ε : 15x 8y 30 0− − = . 

β. Να αποδείξετε οτι υπάρχει και άλλη ευθεία (ζ), εκτός από την (ε), η οποία διέρχεται από 

το σημείο Α και απέχει απόσταση ίση με 1 από το σημείο Β. 

γ. Να βρείτε τις εξισώσεις των διχοτόμων των γωνιών που σχηματίζουν οι ευθείες (ε) και (ζ). 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 5 + 8 ) + 5 + 7 ] = 2 5  
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

 

 

 

Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στην κόλλα σας δίπλα στο  γράμμα 

που αντιστοιχεί σε κάθε  πρόταση τη λέξη  Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η 

πρόταση  είναι  λανθασμένη. 

 α. Αν  ( )α x,  y=  τότε  2 2α x y= + . 

β. Αν α β  ,  τότε α β α β =     και αντιστρόφως. 

γ. Η ευθεία με εξίσωση Ax By Γ 0+ + =  είναι παράλληλη στο διάνυσμα ( )δ B,  A=  . 

δ. Η παραβολή με εστία
p

E ,  0
2

 
 
 

  και διευθετούσα 
p

δ : x
2

= −  έχει εξίσωση 2x 2py= . 

ε. Όταν η εκκεντρότητα μιας έλλειψης τείνει στη μονάδα, τότε η έλλειψη τείνει να γίνει κύκλος. 

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

Α2. Αν 1 1α (x , y )
→

= και 2 2β (x , y )
→

=  είναι δύο μη μηδενικά διανύσματα του επιπέδου που σχημα-

τίζουν γωνία θ, να αποδείξετε ότι:    συνθ= 1 2 1 2

2 2 2 2

1 1 2 2

x x y y

x y x y

+

+  +
 

Μ ο ν ά δ ε ς  1 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            2 0 7 73  

Δίνονται τα διανύσματα α (1 , 2)= − και β (2 , 3)=  

α. Να βρείτε το διάνυσμα  u 2α β= + .   

β. Αν u (4 , 1)= −  να βρείτε την τιμή του κ R  ώστε το διάνυσμα u  να είναι κάθετο στο  

διάνυσμα v (1 , κ)= .  

 γ. Για κ 4= να υπολογίσετε το μέτρο του διανύσματος ν
→

του προηγούμενου ερωτήματος. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 9 + 8 ) = 2 5  
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

  Θ Ε Μ Α  Γ  

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι ( )Γ 2,  3 . Έστω ότι το ύψος και η διάμεσος που άγονται από την κορυφή 

Α έχουν εξισώσεις 3x 5y 6 0− + =    και   x 11y 2 0− + = αντίστοιχα. 

Γ1. Να αποδείξετε ότι το σημείο Α έχει συντεταγμένες ( )2,  0− . 

Γ2. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΒΓ. 

Γ3. Να αποδείξετε ότι οι συντεταγμένες του Β είναι ( )5,  2−  . 

Γ4. Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 6 + 7 ) = 2 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            1 8 2 45  

Δίνεται η παραβολή C : 2y 4x=  και η εξίσωση 2 2(λ 1)x 2λy λ 1 0− + + + =     (1),  λ . 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες της  εστίας Ε  και την εξίσωση της διευθετούσας δ της παρα-

βολής C.  

β. Να αποδείξετε ότι η (1) για κάθε λ  παριστάνει ευθεία λε  που δεν διέρχεται από το 

( )Ο 0,0 .  

γ. Να αποδείξετε ότι η διευθετούσα της παραβολής δεν ανήκει στην οικογένεια ευθειών λε .  

δ. Έστω Μ(α,β)  σημείο του επιπέδου το οποίο δεν ανήκει στην παραπάνω διευθετούσα δ . 

Αν από το Μ  διέρχεται μόνο μία ευθεία από την οικογένεια ευθειών λε , να δείξετε ότι το 

Μ  ανήκει στον κύκλο που έχει κέντρο την κορυφή της παραβολής C και διέρχεται από την 

εστία της Ε .  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 6 + 7 ) = 2 5  
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

 

 

 

Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στην κόλλα  σας δίπλα στο γράμμα 

που αντιστοιχεί σε κάθε  πρόταση τη λέξη  Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η 

πρόταση  είναι  λανθασμένη. 

α. Αν  α β α β =    τότε  α β . 

β. Το διάνυσμα ( )δ Β, Α= −  είναι παράλληλο στην ευθεία: 

ε : Αx Βy Γ 0,  Α 0 ή Β 0+ + =    

γ. Το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ  δίνεται πάντα από τον τύπο:  
1

(ΑΒΓ) det ΒΓ,ΓΑ
2

→ → 
=   

 
 

δ. Σε κάθε έλλειψη με εστιακή απόσταση 2γ και μήκος μεγάλου άξονα 2α  ισχύει ότι :   

2 2 2β γ α= − . 

ε. Κάθε ευθεία  του επιπέδου που διέρχεται από το σημείο ( )0 oA x ,  y  έχει εξίσωση της μορ-

φής ( )0 0y y λ x x− = −  , λ  

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

Α2. ∆ίνονται τα διανύσµατα 1 1α (x , y )
→

= ,  2 2β (x , y )
→

=  και 3 3γ (x , y )
→

= .  

Nα αποδείξετε ότι ισχύει: α(β γ) α .β α . γ
→ → → → → → →

+ = +  (Επιμεριστική ιδιότητα ).  

Μ ο ν ά δ ε ς  1 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 5 4 63  

Δίνονται τα διανύσματα  ΑΒ (2,1)=  και ΑΓ (3, 1)= − .  

α. Να αποδείξετε ότι  ΒΓ (1, 2)= − .  

β. Να αποδείξετε ότι  ΑΒ ΒΓ⊥ .  

γ. Να αποδείξετε ότι  ΑΒ ΒΓ= .  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 9 + 8 ) = 2 5  
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

  Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται οι ευθείες     ( )1ε :  κ 2 x 3y 24κ 0+ − − =  και 
2ε : 4x 3y 2 0,  κ− + =   

Γ1. Να βρείτε το κ  ώστε οι ευθείες 
1 2ε ,  ε  να είναι παράλληλες. 

Γ2. Για κ 2=  

α. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας δ, η οποία είναι κάθετη στην 2ε  στο σημείο της      

( )A 1,  2  και το σημείο τομής της Β  με την 1ε  . 

β. Να βρείτε την απόσταση των ευθειών 
1 2ε ,  ε . 

γ. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου C ο οποίος εφάπτεται στις ευθείες 
1 2ε ,  ε  στα 

σημεία   Β, Α  

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 5 + ( 1 0 + 5 + 5 ) ] = 2 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   3.3            2 0 7 22  

Έστω Κ(x, y)  μεταβλητό σημείο του επιπέδου για το οποίο ισχύει (ΚΕ) (ΚΕ )́ 10+ = , όπου 

Ε(3,0) και Ε΄(-3,0).  

α. Να βρείτε το είδος της καμπύλης C  πάνω στην οποία κινείται το σημείο Κ  και να γράψε-

τε την εξίσωσή της, αιτιολογώντας την απάντησή σας.  

Έστω 
2 2x y

C : 1
25 16

+ =  και (ε) :3x 5y 25+ = . 

β. Να αποδείξετε ότι C  και (ε)  έχουν ένα μόνο κοινό σημείο Μ  και να βρείτε τις συντεταγ-

μένες του σημείου Μ . 

γ. Να ερμηνεύσετε γραφικά το συμπέρασμα του ερωτήματος γ) και να σχεδιάσετε στο ίδιο 

ορθοκανονικό σύστημα την έλλειψη C  και την ευθεία ε . 

 δ. Να σχεδιάσετε τη διχοτόμο της γωνίας ˆΕΜΕ΄ και να βρείτε την εξίσωσή της .  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 7 + 6 + 6 ) = 2 5  
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

 

 

Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στη κόλλα σας δίπλα στο γράμμα 

που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η 

πρόταση είναι λανθασμένη. 

α. Έστω η ευθεία (ε) με εξίσωση Ax By Γ 0+ + =  με A,B,Γ 0  και ένα σημείο 
1

K ,
Α Β

 
− 

 
.  

Τότε η απόσταση του Κ από την (ε) είναι 
2 2

Γ

Β Α+
. 

β. Το διάνυσμα 1δ (2,4)=  είναι παράλληλο στην ευθεία με εξίσωση 2x 4y 2024 0+ + = . 

γ. Η έλλειψη με εξίσωση 
2 2x y

1
4 9
+ =  έχει μεγάλο άξονα με μήκος 4. 

δ. Αν ισχύει η σχέση α β α β+ = + , τότε τα διανύσματα α,β  είναι συγγραμμικά. 

ε. Οι κύκλοι   (x - 1)2 + (y + 2)2 = 1   και  (x - 2)2 + (y + 1)2 = 10 εφάπτονται εξωτερικά 

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

A2. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος με κέντρο ( )0 0Κ x , y  και ακτίνα ρ έχει εξίσωση  

( ) ( )
2 2 2

0 0x x y y ρ− + − = . 

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  
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                                                    Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            2 0 8 85  

Η ευθεία ε διέρχεται από  το σημείο Α( 3, 1)− − ) και σχηματίζει με τον άξονα x’x γωνία 
3π

4
. 

α. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε. 

β. Να αποδείξετε ότι  το εμβαδό του  τριγώνου, που σχηματίζει η ευθεία ε με τους άξονες x’x 

και y’y, είναι: E = 8. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 2 + 1 3 ) = 2 5  

  Θ Ε Μ Α  Γ  

Για τα διανύσματα α,β  ισχύει 2α 3β (4, 2)+ = −  και α 3β ( 7,8)− = − . 

Γ1. Να δείξετε ότι α ( 1, 2)  και  β (2, 2)= − = − . 

Γ2. Να υπολογίσετε τον πραγματικό αριθμό κ, ώστε τα διανύσματα κα β+  και 2α 3β+  να εί-

ναι κάθετα μεταξύ τους.  

Γ3. Να γράψετε το διάνυσμα  ( )γ 3, 1
→

= −   ως γραμμικό συνδυασμό των διανυσμάτων 

α και β
→ →

.   

Γ4. Να υπολογίσετε την γωνία του διανύσματος β  με τον άξονα x’x.  

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 7 + 6 + 6 ) = 2 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            1 8 5 70  

 Δίνεται ο κύκλος με εξίσωση x2+y2−4x−8y−5=0 και η ευθεία (ε): 3x−4y=μ, μR. 

 α. Να βρείτε το κέντρο του κύκλου και την ακτίνα του. 

β. Αν η ευθεία ε τέμνει τον κύκλο σε δύο διαφορετικά σημεία Α, Β  

i. Να αποδείξετε ότι −35<μ<15. 

ii. Να βρείτε για ποια τιμή του μ η ευθεία ε διέρχεται από το κέντρο του.  

iii. Να βρεθεί σημείο Γ του κύκλου τέτοιο ώστε, το τρίγωνο ΓΑΒ να είναι ισοσκελές με 

βάση τη χορδή ΑΒ.  

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 5 + ( 7 + 4 + 9 ) ] = 2 5  ΦΡΟ
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

 

 

 

Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στη κόλλα σας δίπλα στο γράμμα 

που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η 

πρόταση είναι λανθασμένη. 

α. Ο συντελεστής διεύθυνσης  μιας ευθείας παράλληλης στον άξονα των x δεν ορίζεται. 

β. Δύο κάθετα διανύσματα έχουν εσωτερικό γινόμενο ίσο με 0. 

γ. Η ευθεία Αx + By + Γ = 0 είναι παράλληλη με το διάνυσμα 𝛿  = (–Β, Α). 

δ. Ηεξίσωση y2 = 2px  είναι παραβολή με άξονα συμμετρίας τον άξονα των y. 

ε. Τα σημεία που ανήκουν σε μία έλλειψη έχουν σταθερή απόσταση από κάθε εστία της έλ-

λειψης. 

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

Α2. Να αποδείξετε ότι οι συντεταγμένες ( )x, y  του διανύσματος AB  με άκρα τα σημεία ( )1 1A x , y  

και  ( )2 2B x , y  δίνονται από τις σχέσεις:      
2 1x x x= −     και    

2 1y y y= −  

Μ ο ν ά δ ε ς   1 0  

                                                    Θ Ε Μ Α  Β                   2.3            1 8 2 40  

Δίνεται το σημείο Α(1,2)  και η ευθεία (ε) : y x 3= + .  

α. Να βρείτε την απόσταση του σημείου Α  από την ευθεία (ε) . 

β. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (η)  που διέρχεται από το Α  και είναι παράλληλη στην 

(ε) . 

γ. Να σχεδιάσετε στο ίδιο ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων τις ευθείες (η) , (ε) . 

Μ ο ν ά δ ε ς  ( 7 + 8 + 1 0 ) = 2 5  
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Θ Ε Μ Α  Γ  

Δίνονται τα διανύσματα α , β  και γ  για τα οποία ισχύουν α 1= , β 2= , 
π

α,β
3

  = 
 

. 

Γ1. Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο α β . 

Γ2. Αν για το διάνυσμα γ  ισχύει η σχέση: α β γ 0+ − = , τότε: 

i. Να δείξετε ότι γ 7= . 

ii. Υπολογίστε το εσωτερικό γινόμενο β γ . 

iii. Αιτιολογήστε ότι η γωνία των διανυσμάτων β  και γ  είναι οξεία. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 7 + ( 6 + 6 + 6 ) ] = 2 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   3.2            2 0 0 92  

 Δίνεται η παραβολή y2= 4x, το σημείο της Μ( 
1

4
,  1) και η ευθεία ε του επιπέδου με εξίσωση  

x y
ε : 1 0

3 4
− + = . 

α. i. Να δείξετε ότι η ευθεία ε δεν έχει κοινά σημεία με την παραβολή και να βρείτε την  

απόστασή του σημείου Μ από την ε. 

ii. Αν η ευθεία ε τέμνει τους άξονες x’x  και y’y στα σημεία Γ και Δ αντίστοιχα, να δείξε-

τε ότι (ΜΓΔ) = 5 τ.μ. 

β. i. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ευθεία ζ της παραβολής με ζ παράλληλη στην ε. 

ii. Ποια είναι η απόσταση των ευθειών ζ και ε; 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ ( 7 + 5 ) + ( 8 + 5 ) ] = 2 5  
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

 

 

 

Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στη κόλλα σας δίπλα στο γράμμα 

που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η 

πρόταση είναι λανθασμένη. 

 α.  Οι ευθείες ( )1

1
ε : y x

λ
=  και  ( )2ε : y λx= −  είναι κάθετες για κάθε λ     

β. Αν ο συντελεστής διεύθυνσης διανύσματος α  είναι 
3

4
 τότε : ( )α 3,4= . 

 γ. οι κύκλοι ( )1

2 2
+ 2 + 3y 1 = 0C : x + y x −  και ( )2

2 2
+ 2 + 3y = 0C : 2x + y x +   

είναι ομόκεντροι  

δ. Η έλλειψη  ( ) 2 2
= 6C : 2x +3y  έχει τις εστίες της στον άξονα x x   

ε. Η εφαπτομένη της παραβολής  : 2 = 2pyx  στο σημείο της 
1 1Μ(x , y )  είναι η 1

1

x x
y y

p
= −  

Μ ο ν ά δ ε ς   5 x 2 = 1 0  

Α2. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη του κύκλου ( ) 2 2 2C : x + y = ρ  στο σημείο του 1 1A(x , y )  έχει  

  εξίσωση: ( ) 2

1 1ε : xx + yy = ρ . 

 

 

 

 

 

 

 

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

                                                Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            1 5 9 96  

Δίνονται τα σημεία ( ) ( )Α 6, 1 ,  Β 8,7 ,   Γ( 10,6)− − − , τα οποία ορίζουν τρίγωνο ΑΒΓ . 

 

 

 

 

 

 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων ΑΒ,   ΒΓ  και του αθροίσματος τους 

ΑΒ ΒΓ+ . 

β. Ένας μαθητής βλέποντας το τρίγωνο ΑΒΓ  ισχυρίστηκε ότι είναι ορθογώνιο. Να ελέγξετε 

την αλήθεια του ισχυρισμού. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 5 ) = 2 5  

Θ Ε Μ Α  Γ  

   Δίνεται η εξίσωση 
2 2

2 + 4 = 0x + y x y−  (1) και η παραβολή ( )1

2
=C : y 2x−  (2) 

Γ1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο και να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα 

του. 

Γ2. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ( )1ε  του κύκλου στο σημείο ( )Β 2,0  

Γ3. Να βρείτε την εστία και την διευθετούσα της παραβολής (2). 

Γ4. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ( )2ε της παραβολής στο σημείο της ( )Μ 2,2−  και 

να βρείτε τη σχετική της θέση με την ευθεία ( )1ε   

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 7 + 8 + 4 + 6 ) = 2 5  
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                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            1 5 2 73  

Θεωρούμε τα σταθερά σημεία ( ) ( ) ( )Α 3,4 ,Β 2,5  και  Γ 2,2−  και το μεταβλητό σημείο 

( )Μ 4α 1,3α 1 ,  α− +  . 

α. Να αποδείξετε ότι τα  Α, Β, Γ  σχηματίζουν τρίγωνο.   

β. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας  ΒΓ.   

γ. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Μ κινούνται στην ευθεία που διέρχεται από το Α και είναι 

παράλληλη στην  ΒΓ.  

δ. Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε θέση του σημείου Μ ισχύει  

( ) ( )ΜΒΓ ΑΒΓ= .  

Πως αιτιολογείται αυτό γεωμετρικά; 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 5 + 7 + 8 ) = 2 5  
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1.                                                 Θ Ε Μ Α  A                                    2 1 1 52  

Α1. Να χαρακτηρίσετε καθεμιά από τις προτάσεις που ακολουθούν ως Σωστή (Σ) ή Λανθασμένη 

(Λ), γράφοντας στην κόλλα σας, δίπλα στον αριθμό που αντιστοιχεί σε καθεμιά από αυτές το 

γράμμα Σ αν η πρόταση είναι Σωστή, ή το γράμμα Λ αν αυτή είναι Λάθος. 

i. Κάθε διάνυσμα στον χώρο είναι ίσο με τη διανυσματική ακτίνα του πέρατος μείον τη 

διανυσματική ακτίνα της αρχής. 

ii. Η ευθεία που διέρχεται από το σημείο ( )0 0Α x , y  και είναι παράλληλη στον άξονα x΄x  

έχει εξίσωση  0x x= . 

iii. Η ευθεία με εξίσωση Ax By Γ 0+ + =  είναι παράλληλη στο διάνυσμα ( )η Α,Β= . 

iv. Η παραβολή με εξίσωση 2y 4x=  έχει εστία το σημείο Ε(1,0).  

v. Η εφαπτομένη του κύκλου 2 2 2x y ρ+ =  στο σημείο του Α(x1,y1) έχει εξίσωση 

2

1 1xx yy ρ+ = .  

Μ ο ν ά δ ε ς   1 0  

A2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο ( )0 0Α x , y  και έχει 

συντελεστή διεύθυνσης λ είναι   
0 0y y λ(x x )− = − . 

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  
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Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται η υπερβολή 2 2C: x y 1− = , η εστία της Ε , η εφαπτομένη της 

ζ  στο σημείο ( )Α 1,0  και το σημείο Γ  στο οποίο αυτή τέμνει την ασύμπτωτη ευθεία 1ε  της 

υπερβολής. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α. Να βρείτε τις εστίες Ε , Ε  και τις ασύμπτωτες 
1 2ε , ε  της υπερβολής.  

β. i. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ζ . 

ii. Να αποδείξετε ότι το σημείο Γ  έχει συντεταγμένες ( )1,1 . 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 1 0 + ( 7 + 8 ) ] = 2 5  
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Δίνονται τα σημεία ( ) ( )Α 1,3 ,  Β 2,2−  και η ευθεία   ε :  3x y α 0+ + =  με α . 

α. Να βρεθεί η απόσταση του σημείου Α από το σημείο Β. 

β. Για ποιες τιμές του α, η απόσταση ΑΒ είναι ίση με την απόσταση του σημείου Α από την 

ευθεία ε. 

γ. Για α 4=  να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ , όπου Γ το σημείο τομής της ευθείας ε 

με τον άξονα y΄y . 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 8 + 1 2 ) = 2 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   1.4            1 7 0 76  

Δίνονται τα σημεία   Α( 3, 1), Β(0,3) και Μ(x, y)− −   του καρτεσιανού επιπέδου Oxy. 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες των  διανυσμάτων  ΑΜ ΜΒ, και ΑΒ . 

β. Να βρείτε τα μέτρα των  διανυσμάτων  ΑΜ ΜΒ, και ΑΒ . 

γ. Να αποδείξετε ότι   ΑΜ ΜΒ 5+  . 

δ. Θεωρήστε τον ισχυρισμό: «Υπάρχει ζεύγος πραγματικών αριθμών (x, y) τέτοιο ώστε να 

ισχύει 

( ) ( ) ( )
2 2 22x 3 y 1 x y 3 4+ + + + + − =  

Είναι αληθής ή  ψευδής ο παραπάνω ισχυρισμός; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 6 + 7 ) = 2 5  
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                                                    Θ Ε Μ Α  A                                    2 1 9 73  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στην κόλλα σας δίπλα στον 

αριθμό που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη ΣΩΣΤΟ, αν η πρόταση είναι σωστή ή 

ΛΑΘΟΣ, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

i. Αν ισχύει α λ β= τότε υποχρεωτικά α //β . 

ii. Η εφαπτομένη του κύκλου C: x2 + y2 = ρ2  σε ένα σημείο του Α (x1, y1),  έχει εξίσωση 

xx1 + yy1 = ρ2. 

iii. Η διευθετούσα της  παραβολής y2 =2px, έχει εξίσωση x = - 
𝑝

2
. 

iv. Η εκκεντρότητα μιας έλλειψης είναι μικρότερη της μονάδας.  

v. Η εξίσωση:  x2  + y2  = α2 είναι εξίσωση ισοσκελούς υπερβολής. 

Μ ο ν ά δ ε ς   1 0  

A2. Να αποδείξετε ότι κάθε εξίσωση της μορφής Αx + By + Γ = 0 με 0 ή Β 0 

παριστάνει ευθεία γραμμή.. 

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  

 

                                                    Θ Ε Μ Α  Β                   1.5            2 0 7 33  

Δίνονται τα μη μηδενικά διανύσματα α  , β , με α β=  και ΑΒ α β= −  και ΑΓ α β= + . 

α. Να εκφράσετε το διάνυσμα ΒΓ  συναρτήσει του διανύσματος β  . 

β. Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόμενο ΑΒ ΑΓ .  

γ. Να αιτιολογήσετε γιατί τα διανύσματα  ΑΒ  και ΑΓ  είναι κάθετα. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 1 0 + 1 0 + 5 )  
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Δίνεται η υπερβολή με εξίσωση της μορφής  ( )
2 2

2 2

x y
C : 1

βα
− = ,  εστιακή απόσταση   

ΕΕ' 2 7=  και εκκεντρότητα  
7

ε .
2

=  

α. Να αποδείξετε ότι  α 2,β 3.= =  

β. i. Να βρείτε τις συντεταγμένες των κορυφών  A,A'   της υπερβολής (C).  

ii. Να βρείτε τις εξισώσεις των ασύμπτωτων ευθειών της  υπερβολής (C).  

γ. Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων την υπερβολή (C), τις ασύμπτωτές της, τις εστίες 

της και τις κορυφές της. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 8 + ( 4 + 4 ) + 9 ] = 2 5  

                                                   Θ Ε Μ Α  Δ                   2.2            1 4 9 78  

Δίνονται τα σημεία  ( ) ( )Α 1, 1 , Β 3, 3 . 

α. Αν  ( )Μ x, y   σημείο του επιπέδου, να βρείτε τις αποστάσεις  
1 2d , d   του Μ από τα Α και 

Β αντίστοιχα. 

β. Να γράψετε τη σχέση που πρέπει να πληρούν οι  
1 2d , d , ώστε το σημείο Μ να ανήκει στη 

μεσοκάθετο του ΑΒ. 

γ. Να βρείτε την εξίσωση της μεσοκαθέτου του ΑΒ. 

δ. Να βρείτε σημείο Σ τέτοιο ώστε το τρίγωνο ΣΑΒ να είναι ισόπλευρο. 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 6 + 4 + 8 + 7 ) = 2 5  
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Θ Ε Μ Α  Α  

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στην κόλλα σας δίπλα στον 

αριθμό που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη ΣΩΣΤΟ, αν η πρόταση είναι σωστή ή 

ΛΑΘΟΣ, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

1. Η εξίσωση Αx + By + Γ = 0, όπου Α, Β, Γ  ΙR  ,  παριστάνει πάντοτε ευθεία γραμμή  του 

επιπέδου.  

2. Η εξίσωση της έλλειψης με εστίες τα σημεία ( ) ( )Ε γ, 0 , Ε γ, 0 −  και σταθερό άθροισμα 2α 

είναι   
2 2

2 2

2 2

x y
1 όπου β α γ

α β
+ = = −  

Μ ο ν ά δ ε ς   2 x 2 = 4  

Α2. Στις επόμενες προτάσεις να γράψετε στο τετράδιό σας τον αριθμό τους (Α2 3, Α2 4, Α2 5) και, 

δίπλα ακριβώς, το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση. 

3. Αν για τα διανύσματα α ,β  του καρτεσιανού επιπέδου είναι α / / β , τότε ισχύει: 

  α) ( )det α,β 2=            β) ( )det α,β 0=                γ) ( )det α ,β 1=−          δ) ( )det α,β 0  

 4. Αν για τα μη μηδενικά διανύσματα α ,β  του καρτεσιανού επιπέδου είναι α β⊥ , τότε ισχύει: 

α) α β 0                     β)   α β 1 =−                     γ) α β 0 =                      δ) α β 2 =  

5. Η εξίσωση του κύκλου C με κέντρο την αρχή Ο(0,0) ενός ορθοκανονικού συστήματος 

συντεταγμένων Οxy του επιπέδου και ακτίνα ρ είναι: 

  α) (x−1)2 + y2 = ρ2            β)  x2 + (y−1)2 = ρ2  γ)  x2 + y2 = (ρ−1)2           δ) x2 + y2 = ρ2  

 Μ ο ν ά δ ε ς   3 x 2 = 6  

Α3. Mε το 2α συμβολίζουμε το εσωτερικό γινόμενο α α και με το α συμβολίζουμε το μέτρο 

του διανύσματος α . Να αποδείξετε ότι: 
22α α=  

Μ ο ν ά δ ε ς   1 5  
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Στο παρακάτω σχήμα, δίνονται τα διανύσματα α ,  β .  

 

 

 

 

 

 

 

α. Να σημειώσετε πάνω στο σχήμα τα διανύσματα ΟΑ α= ,  ΟΒ β=  όπου Ο   η αρχή των  

αξόνων.  

β. Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων  ΟΑ α= ,  ΟΒ β=   και ΑΒ . 

 γ. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΟΑΒ  είναι ορθογώνιο.   

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 8 + 8 + 8 ) = 2 5  

 

                                                    Θ Ε Μ Α  Γ                   3.2            2 0 8 66  

Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση μιας παραβολής ( )c , που έχει κορυφή 

την αρχή των αξόνων, άξονα συμμετρίας τον y΄y  και διέρχεται από το σημείο ( )Α 1, 2 . 
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α. Να βρείτε την εξίσωση, την εστία και την διευθετούσα της παραβολής. 

β. Να βρείτε το συμμετρικό του σημείου Α  ως προς τον άξονα της παραβολής. 

γ. i. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ( )ε  της παραβολής στο σημείο ( )Α 1,2 − . 

ii. Να βρείτε το σημείο τομής της ( )ε  με τον άξονα y΄y  και στη συνέχεια να την σχεδιάσετε. 

Μ ο ν ά δ ε ς   [ 6 + 4 + ( 8 + 7 ) ] = 2 5  

                                                    Θ Ε Μ Α  Δ                   2.3            1 5 2 73  

Θεωρούμε τα σταθερά σημεία ( ) ( ) ( )Α 3,4 ,Β 2,5  και  Γ 2,2−  και το μεταβλητό σημείο 

( )Μ 4α 1,3α 1 ,  α− +  . 

α. Να αποδείξετε ότι τα  Α, Β, Γ  σχηματίζουν τρίγωνο.   

β. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας  ΒΓ.   

γ. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Μ κινούνται στην ευθεία που διέρχεται από το Α και είναι 

παράλληλη στην  ΒΓ.  

δ. Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε θέση του σημείου Μ ισχύει ( ) ( )ΜΒΓ ΑΒΓ= .  

Πως αιτιολογείται αυτό γεωμετρικά; 

Μ ο ν ά δ ε ς   ( 5 + 5 + 7 + 8 ) = 2  ΦΡΟ
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