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ΘΕΜΑ Α 

Α1 

α)  

Σχολικό βιβλίο σελίδα 15 – Ορισμός 

β)  

i) Σχολικό βιβλίο σελίδα 35 

ii) Σχολικό βιβλίο σελίδα 36 

Α2 

Σχολικό βιβλίο σελίδα 142 – Θεώρημα 

Α3 

Σχολικό βιβλίο σελίδα 135 – Απόδειξη 

Α4 

α) Λ Το θεώρημα ισχύει σε διάστημα και όχι σε ένωση διαστημάτων. 

πχ 
1, 0

( )
1, 0

x
f x

x
 

  
 

αν και    '( ) 0 ,0 0,f x x      . 

Εντούτοις η f όχι σταθερή στο    ,0 0,   . 
β) Λ 

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x


  όταν η f είναι συνεχής στο xo 

 πχ
0

lim ( )
x x

f x


   όμως 
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


    

 
 

 

Α5 

( ) ( ) ( ) ( ) 2 1 3 4f x dx f x dx f x dx f x dx
  

   

          . 

Άρα απάντηση γ. 
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Α5 

( ) ( ) ( ) ( ) 2 1 3 4f x dx f x dx f x dx f x dx
  

   
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Άρα απάντηση γ. 

  

ΘΕΜΑ Β 

B1 

Ισχύει   1 1lim ( ) 2 lim 2 lim 2x
xx x x

f x e
e

 

  

                

0

2 2      

B2 

Θεωρώ ( ) ( )g x f x x   συνεχής στο R ως πράξεις συνεχών ( )y f x  και y x  άρα συνεχής και στο  2, 3  

για λ=2 ( ) 2xf x e   οπότε ( ) 2xg x e x   . 

2(2) 2g e  2 2

1 0
e

   

3
3

3 3

1 1(3) 2 3 1 0eg e
e e

 
        

(2) (3) 0g g  . Ισχύει Θεώρημα Bolzano.  

Άρα   τουλάχιστον  0 0 0 02,3 : ( ) 0 ( )x g x f x x     

Η g παραγωγίσιμη στο R με  '( ) 1 0xg x e x R       άρα η g R2  οπότε και 1-1. 

Άρα η λύση  0 2,3x   είναι μοναδική. 

B3  

α) τρόπος 

Για λ=2 ( ) 2,xf x e x R    

'( ) 0xf x e x R      άρα η 1 1f R  2  άρα αντιστρέφεται. Έχουμε 
( ) 2 2x xy f x y e e y         πρέπει 2 0 2y y     

   ln 2 ln 2x y x y        

Άρα  1( ) ln 2 , 2f x x x      

β) τρόπος 

Η f R2  και συνεχής άρα  1 ( ) lim ( ), lim ( ) (2, )
x x

Df f R f x f x

 
     γιατί :  

 

   

1lim 2 lim 2 0 2 2

lim 2 lim 2

x
xx x

x u

x ux

u x

e
e

e e



 



 



       
 

   
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B4 

α) τρόπος 

 
 

1

1

2 2

( ) ln 2 , 2

lim ( ) lim ln 2
x x

f x x x

f x x
 





 

   

    
 

Θέτω   
0

2
άρα lim ln

2 , 0 y

y x
y

x y   

 
  

 
 οπότε : 2x   κατακόρυφη ασύμπτωτη. 

 

1( ) 2
x

f x
e

   
 

 κατακόρυφη μετατόπιση της 1 x

y
e

   
 

 κατά 2 μονάδες επάνω. 

   1 1( ) ln 2 ( ) 0 ln 2 0 2 1 3f x x f x x x x              

lny x   μετατοπισμένη οριζόντια κατά 2 μονάδες  

β) τρόπος 

 1

2 2 0
lim ( ) lim ln( 2) lim ln
x x u

f x x u
  



  
        

Θέτω 2x u  . Αν 2x   τότε 0u   

Άρα η 2x   είναι Κ.Α. της 1f  . 

Για την Cf  

'( ) 0xf x e    Άρα η f 2  στο R 

''( ) 0xf x e    Άρα η f 3  στο R 

Επίσης ( ) 0f x x R    
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α) τρόπος 

 
 

1

1

2 2
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x x

f x x x

f x x
 





 

   

    
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x

f x
e

   
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y
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lny x   μετατοπισμένη οριζόντια κατά 2 μονάδες  

β) τρόπος 

 1

2 2 0
lim ( ) lim ln( 2) lim ln
x x u

f x x u
  



  
        

Θέτω 2x u  . Αν 2x   τότε 0u   

Άρα η 2x   είναι Κ.Α. της 1f  . 

Για την Cf  

'( ) 0xf x e    Άρα η f 2  στο R 

''( ) 0xf x e    Άρα η f 3  στο R 

Επίσης ( ) 0f x x R    

Για  00 (0) 2 3 0,3x f e A     

Επίσης η Cf  τέμνει την y x  σε κάποιο    0 0 0, με 2,3M x y x   

 

 

Για την 1Cf   

 

1

1 1'
( ) ln( 2)

1( ) 0 2 Άρα η
2

f x x

f x x f
x



 

  

    


2
 

 
 

1 1
2

'' 1( ) 0 2 Άρα η
2

f x x f
x

     


3  

Για 0 ln( 2) 0 ln( 2) ln1 3 (3,0)y x x x B           

Επίσης γνωρίζουμε ότι η Cf , 1Cf   έχουν Ο.Α και Κ.Α. αντίστοιχα. 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1 

Η f παραγωγίσιμη οπότε συνεχής στο R. Άρα συνεχής στο x0=1. Άρα 
1 1

lim ( ) lim ( ) (1)
x x

f x f x f
  

   

 
 
 

2

1 1

1

1 1

lim ( ) lim 1 (1)

lim ( ) lim 1 (1)
x x

x

x x

f x x a a f

f x e x f
 

 

 

 

 



 

      
     

 

 Η f παραγωγίσιμη στο x0=1. 

1 1

( ) (1) ( ) (1)lim lim
1 1x x

f x f f x f
x x  

 


 
 

  
1 1 %

1

1 1 1 1

( ) (1) x- -1 x- -1lim lim lim lim 1
1 1 1

x x
x

x x x xDLH

f x f e e e
x x x

      
   

 


   

  
    

     

 
2

1 1 1

( 1)( ) (1) 1 αlim lim lim
1 1x x x

xf x f x
x x

 
  



  

   
 

 

( 1)
1
x

x



2  

Άρα  =  1 2 1 και 1         

 

Γ2 

1

2

, 1
( )

1, 1

xe x x
f x

x x

  
 

 
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 Για  ,1x   τότε 1'( ) 1 0xf x e     

 Για  1,x   τότε '( ) 2 0f x x   

Άρα f1  στο R αφού f συνεχής στο χ0=1. 

 Άρα  ( ) lim ( ), lim ( )
f

x xή
f R f x f x R

   
  αφού 

1

2

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( 1)

x

x x

x x

f x e x

f x x



 

 

   

   
 

 

 

Γ3 

i) f1  Α1 =  ,0  και συνεχής σε αυτό. Οπότε    1
1( ) ,0 lim ( ), (0) ,

x
f A f f x f

e

        
 

Άρα 10 ( )f A , οπότε 0 0x   ώστε 0( ) 0f x   μοναδικό αφού f1  στο Α1. 

ii) Έχουμε  2
0 0( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0f x x f x f x f x x      

ν.δ.ο. είναι αδύνατη στο  0 ,x   

 0( ) 0,f x f 1  στο R 0x x   τότε 0( ) ( ) 0 ( ) 0f x f x f x     
 0( ) 0f x x   οπότε 0( ) 0f x x   

Άρα  0 0( ) ( ) 0f x f x x x x     

Άρα η  0( ) ( ) 0f x f x x   αδύνατη στο  0 ,x   

Γ4 

2( ) 1, 1f x x x    

(MOK)    2 31 1 1 1(0 )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )
2 2 2 2

K KM x t y t x t x t x t x t       αφού ( ) 1 0x t    και ( ) 0y t  . 

Θεωρώ την  31( ) ( ) ( ) με ( ) 1
2

h t x t x t x t    

 21( ) 3 ( ) '( ) '( )
2

h t x t x t x t    

Για 0t t  οπότε 0'( ) 2x t   και 0( ) 3x t    

   2 2
0 0 0 0

1 1'( ) 3 ( ) '( ) '( ) 3 3 2 2 28 . / sec
2 2

h t x t x t x t           
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1

2

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( 1)

x

x x

x x

f x e x

f x x



 

 

   

   
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ν.δ.ο. είναι αδύνατη στο  0 ,x   

 0( ) 0,f x f 1  στο R 0x x   τότε 0( ) ( ) 0 ( ) 0f x f x f x     
 0( ) 0f x x   οπότε 0( ) 0f x x   

Άρα  0 0( ) ( ) 0f x f x x x x     

Άρα η  0( ) ( ) 0f x f x x   αδύνατη στο  0 ,x   

Γ4 

2( ) 1, 1f x x x    

(MOK)    2 31 1 1 1(0 )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )
2 2 2 2

K KM x t y t x t x t x t x t       αφού ( ) 1 0x t    και ( ) 0y t  . 

Θεωρώ την  31( ) ( ) ( ) με ( ) 1
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h t x t x t x t    

 21( ) 3 ( ) '( ) '( )
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h t x t x t x t    

Για 0t t  οπότε 0'( ) 2x t   και 0( ) 3x t    

   2 2
0 0 0 0

1 1'( ) 3 ( ) '( ) '( ) 3 3 2 2 28 . / sec
2 2

h t x t x t x t           

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1 

 

2( ) ( 1) ln( 2 2) , ,
: 2 εφαπτομένη της Cf στο Α 1,1

f x x x x R
y x

   


      

  
 

Άρα πρέπει: (1) 1 1f       

2
2

2
2

2

1'( ) ln( 2 2) ( 1) (2 2)
2 2

2( 1)ln( 2 2)
2 2

f x x x x x
x x

xx x
x x





       
 


    

 

 

Πρέπει 
(1)

'(1) 1 1 1 1 2f              

Δ2 

α) τρόπος 

2( ) ( 1) ln( 2 2) 2
( ) από , , 1, 2

f x x x x x
E Cf   

     
  

 

Άρα 2( ) ( 1) ln( 2 2)f x x x x x      2 x 2  

           
22

2 2

2

ln 2 2 ln 1 1
άρα ln 2 2 0 1,2 1 ln 2 2 0

( 1) 1 1

x x x
x x x x x x

x

               
  

 

Άρα    2 2

1
1 ln 2 2E x x x dx     

Θέτω 2 2 2 (2 2) 2( 1)u x x du x dx du x dx          

1

2

1 2 2 1
4 4 2 2

u
u
   
   

 

Γίνεται 

 1E x  ln
2 ( 1)

duu
x 

 

2 2

1 1

2 2

11

1 ln
2

1 1 1( ) 'ln ln
2 2 2

udu

u udu u u u

 

  

 


1
u

   

2

1

2

1

1 1 1 1ln (2 1) 2ln 2 0
2 2 2 2
1
2

du

u u



      





2 1 1ln 2 ln 2 τ.μ.
2 2

  
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β) τρόπος 

      
 

   
 

     
 

       

 
   

 
   
 

32
2

22 2

32 2

2 22 2

22 2

22

2 2 2

22

2

22

2

4 1 2 2 4 11''( ) 2 2
2 2 2 2

2 1 2 2 4 1 2 2 4 1

2 2 2 2

2 1 2 2 2 2 2 2 1

2 2

2 1 2 2 2 4 4 2 4 2

2 2

2 1 2 4

2 2

2

' x x x x
f x x x

x x x x

x x x x x x x

x x x x

x x x x x x

x x

x x x x x x x

x x

x x x

x x

x

    
    

   

       
  

   

          
 

        
 

 

  


 

 4 0 αφού 4 16 12 0x        

 

x -∞                        1                             +∞ 
''f  - + 

f  4  3  
Σ.Κ. 

Οπότε Cf  για 1x   είναι πάνω από την : y=-x+2  και άρα  

 

   

2 2 2

1 1
2

1 2

2 2 22

11 1 1

2

1

( ) ( 2) ( 1) ln( 2 2)

2 2

2 2 ( 1)
2

1 , 2
1 1 1 1 1 1ln ( ) ' ln ln 2ln 2

2 2 2 2 2 2
1 1ln 2 (2 1) ln 2 . .
2 2

E f x x dx x x x dx

u x x
du dux x dx
dx
u u

duE u u udu u u u du u
u

 

       

  

    

 

      

    

 

  
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β) τρόπος 

      
 

   
 

     
 

       

 
   

 
   
 

32
2

22 2

32 2

2 22 2

22 2

22

2 2 2

22

2

22

2

4 1 2 2 4 11''( ) 2 2
2 2 2 2

2 1 2 2 4 1 2 2 4 1

2 2 2 2

2 1 2 2 2 2 2 2 1

2 2

2 1 2 2 2 4 4 2 4 2

2 2

2 1 2 4

2 2

2

' x x x x
f x x x

x x x x

x x x x x x x

x x x x

x x x x x x

x x

x x x x x x x

x x

x x x

x x

x

    
    

   

       
  

   

          
 

        
 

 

  


 

 4 0 αφού 4 16 12 0x        

 

x -∞                        1                             +∞ 
''f  - + 

f  4  3  
Σ.Κ. 

Οπότε Cf  για 1x   είναι πάνω από την : y=-x+2  και άρα  

 

   

2 2 2

1 1
2

1 2

2 2 22

11 1 1

2

1

( ) ( 2) ( 1) ln( 2 2)

2 2

2 2 ( 1)
2

1 , 2
1 1 1 1 1 1ln ( ) ' ln ln 2ln 2

2 2 2 2 2 2
1 1ln 2 (2 1) ln 2 . .
2 2

E f x x dx x x x dx

u x x
du dux x dx
dx
u u

duE u u udu u u u du u
u

 

       

  

    

 

      

    

 

  

 

  

Δ3 

i) 

α) τρόπος 

 

 

 

2
2

2

2
2

2

22

2

2

2

2

2( 1)'( ) ln( 2 2) 1
2 2

2( 1)'( ) 1 ln( 2 2) 0
2 2

Ισχύει γιατί είναι:ln( 2 2) ln 1 1 0

αφού 1 1 1

2( 1)και 0 το " " ισχύει μόνο για x=1
2 2

και 2 2 0 αφού 0

xf x x x
x x

xf x x x
x x

x x x

x

x x R
x x
x x x R


    

 


      
 

       

  


   

 
      

 

β) τρόπος 

 -∞       1       +∞ 
2( 1)x   - + 

2 2 4x x   + + 
 22 2 4x x   

+ + 
''f  - + 
'f  2  1  

                       ΟΕ 
 

Άρα '( ) '(1) '( ) 1x R f x f f x       

ii) 

   21 31 2 2 ,
2 2

1 3( ) 2
2 2
1 1( )
2 2
1 1( )
2 2

f R

f f

f f

f f

     

   

 

 

         
 

         
 
      
 
      
 

 

 Η f συνεχής στο 1,
2

    
 

 Η f παραγωγίσιμη στο 1,
2

   
 
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Λόγω Θ.Μ.Τ.   τουλάχιστον 0
1,
2

x     
 

 ώστε 0

1 ( )
2'( ) 1
2

f f
f x

 

 

   
 

 
 

Όμως 

0

1 ( )
2'( ) 1 άρα '( ) 1 11
2
1 1( ) Ισχύει
2 2

f f
f x x R f x

f f

 

 

   
          

      
 

 

Δ4 

Έστω  , f(α)A   τυχαίο σημείο της Cf  και  , f( )B    τυχαίο σημείο της Cg . 

Ισχύει 2'( ) 3 1g x x   .  

Πρέπει  
2

2
2

2( 1)'( ) '( ) ln( 2 2) 1
2 2

f g    
 


     

 
23 1  

2
2 2

2

2( 1)ln( 2 2) 3 0
2 2

  
 




     

 

 

Επειδή  

 22

2

2

2

ln( 2 2) ln 1 1 0

και
2( 1) 0

2 2
και

3 0

a a

  





       




 



άρα πρέπει α=1 και β=0. 

Οπότε η κοινή εφαπτομένη 
: ( ) '( )( ) (0) '(0)( 0) 2 1 2y g g x y g g x y x y x                   

Ο αγώνας συνεχίζεται...


