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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 
       ΘΕΜΑ Α 
 
Α1:  Απόδειξη σχολικού βιβλίου σελ. 262 

 
Α2: Ορισμός σχολικού βιβλίου σελ. 141 
 
Α3: Ορισμός σχολικού βιβλίου σελ. 246-247 
 
Α4: α – λάθος,  β – σωστό, γ – λάθος, δ – σωστό, ε – σωστό  

 
 
         ΘΕΜΑ Β 

 

Β1:  Η f συνεχής και παραγωγίσιμη στο   ως ρητή  
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Στο x0 = 0 η f παρουσιάζει Ο.Ε. με τιμή f(0) = 0 
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Β3:  Η f συνεχής στο  ως ρητή άρα δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 
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Άρα η ε: y=1 είναι οριζόντια ασύμπτωτη στο +. 

Ομοίως lim
x 

f(x) = 1 άρα y=1 O.A. στο -. 
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        ΘΕΜΑ Γ 
 

Γ1 :  g(x) = ex – x – 1 , x  

g΄(x) = ex – 1 , x  

g΄(x) = 0  ex = 1 = e0  x = 0  

g΄(x) > 0  ex >  e0  x > 0  
 

 

 x  ισχύει g(x)  g(0)  g(x)  0 το “=” ισχύει μόνο στο x=0 

   Δηλαδή  x  -{0}   g(x) > 0  

Οπότε η g(x) = 0 έχει μοναδική λύση x=0 

Η εξίσωση  01xe 2x2

   g(x2) = g(0)  x2 = 0   χ=0 

 
B΄ ΤΡΟΠΟΣ 

Έστω  φ(χ) =  x,01xe 2x2

 

 φ΄(χ) =  x,x2xe2
2x

 

 φ΄(χ) =    x,1ex2
2x

 

 φ΄(x) =0  x =0  έχω  x2 0  
2xe  e0   

2xe -1  0 

X -  0  + 

2x  - 0 +  

2xe -1 
 + 0 +  

φ΄(χ)  - 0 +  

φ(χ)  
 

                                  Ο.Ε.    
                               Φ (0) = 0 

 x    φ(x)  φ (0)  φ(x)  0. To ίσον ισχύει μόνο για x=0. 
 
 

Γ2:  Λύνω την εξίσωση f(x) = 0  f2(x) = 0  
2xe -x2-1 = 0 λόγω του Γ1 x=0 είναι μοναδική ρίζα: 

Η f συνεχής  χ  (-,0) και (0, +)  

και f(x)  0 αφού έχει μοναδική ρίζα το x=0. 

Άρα η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στα υποσύνολα (-,0) και (0,+) 
 
 

1η  f(x) > 0, χ  (-,0)   

 f(x) > 0, χ  (0, +) 

 

2η  f(x) < 0, χ  (-,0)     

    f(x) < 0, χ  (0, +) 
 

3η  f(x) < 0, χ  (-,0) 

 f(x) > 0, χ  (0, +) 
 
 

4η  f(x) > 0, χ  (-,0) 

 f(x) < 0, χ  (0, +) 
 

άρα f(x) = 
2xe -x2-1,   x  
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Γ3:   f (x) =  
2xe -x2-1, χ 

Η f συνεχής και παραγωγίσιμη στο  ως πράξεις συναρτήσεων 

f΄(χ) = 
2xe . 2x - 2χ, χ  

f΄΄(χ) = 
2xe . 2x . 2χ + 

2xe . 2 – 2 

f΄΄(χ) = 
2xe . 4χ2 + 2 

2xe - 2, χ  
Υπολογίζω και την 3η παράγωγο 

f(3)(x) = 
2xe . 2x . 4x2 + 

2xe . 8x + 2 
2xe . 2x 

f(3)(x) = 
2xe . 8x3 + 

2xe 12x 

f(3)(x) = 
2xe  (8x3 + 12x), χ  

f(3)(x) = 0  
2xe  (8x3+12x) = 0   

2xe  . x . (8x2+12) = 0  

  x = 0,   
2xe > 0   και  8x2+12 > 0 

άρα έχουμε: 
 

χ -  0  + 

f(3)(x)  - 0 +  

 
f΄΄(x) 

  
+ 

 
0 

 
+ 

 

 
f(x) 
 

 
 

 
Β΄ ΤΡΟΠΟΣ 

 

X -  0  + 

2x  - 0 +  

2xe -1 
 + 0 +  

f΄  -  +  

 
f 

 
O.E. 

f(0)=0 

 

f΄΄(x) 0 γιατί:  2χ2
2xe  0, f(x) 0, χ2

0 

άρα η f κυρτή για κάθε χ  

Για χ=0 η f΄΄(χ) έχει ολικό 
ελάχιστο άρα  
f΄΄(0)= e0 . 0 + 2e0 – 2 = 0 
f΄΄(0) = 0 

άρα f΄΄(χ)  f΄΄(0), χ  

f΄΄(χ)  0 άρα η f κυρτή για κάθε 

χ 

f΄΄(χ) = 
2xe . 4x2 + 2

2xe - 2, χ  

 = 2χ . 2χ . 
2xe + 2 (

2xe -1) 

 = 2 (2χ2
2xe + 

2xe - 1) επειδή f(x) = 
2xe -x2-1  

 = 2 (2x2
2xe + f(x)+x2) 

 f΄(χ) = 2χ . 
2xe - 2χ  = 2χ (

2xe -1) 
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Γ4:     )x(f)3x(fημxf3ημxf   

Θέτω   h(x) = f(x+3) – f(x) , x  0 

 h΄(x) = f΄(x+3) – f΄(x) , x  0 

  xf΄)fx3x  3x(́  γιατί x 0 και f΄  

   οπότε f΄(χ+3) – f΄(χ) > 0 

άρα h΄(χ) >0, χ0 

άρα η h       για x[0,+) άρα η h “1-1”  

    )x(f)3x(fημxf3ημxf   

  )x(hημxh       επειδή χ  [0,+) 

  )x(hημxh γιατί h είναι 1-1 

xημx   

x=0, γιατί στη σχέση ημx  |x|= x   το ίσον ισχύει μόνο για το 0. 

 
 
        ΘΕΜΑ Δ 
 

Δ1:          πdx  ημχxf΄΄ dx ημχxfπημχ dxxf΄΄xf
π
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πdx ημχ΄xf΄ dx ́συνχ-xf
00

 

         πdx χσυνxf΄ημxxf΄dx χσυνxf΄ υνxf(x)σ
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0

π

0

π

0

π

0   

-f(π) . συνπ + f(0) συν0 + f΄(π) . ημπ – f΄(0) . ημ0 = π  

 + f(π) + f(0) = π  (1) 
 

Θέτω 1g(x)limημx
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0x



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0x0x 
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με 1)x(glim
0x


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 αφού η f συνεχής στο 0 : 0f(0)  ημ0  1f(0)   

 

Άρα η (1)  f(π) + 0 = π  f(π) = π 
 

και   10f΄ άρα ,111
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Β΄ ΤΡΟΠΟΣ 
 

         πdx  ημχxf΄΄ dx ημχxfdx ημχχf΄΄xf
π

0

π

0

π

0

   

        πdx  συνχxf΄ - ημχxf΄dx ημχxf
π

0

π

0

π

0

 

           πdx ημχ-xf συνχxf - ημχxf΄dx ημχxf
π

0

π

0

π

0

π

0

   

0+f(π) + f(0) = π  σχέση (1)  f(π) + f(0) = π … 
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Δ2: Έστω ότι η f παρουσιάζει ακρότατο στο x0 

Αφού η f συνεχής και παραγωγίσιμη στο  από θεώρημα Fermat ισχύει f΄(χο)=0 
 

)x(fe  και f (f(x)) παραγωγίσιμες ως σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων. 

    x)x(fx)x(f e ΄(x)f)x(ff΄ 1x)(f΄ee)x(ffxe   

Για χ=χ0:     00 x

000

)x(f e xf΄ ))x(f(f΄1xf΄e   

  0x0  0xxx

0

)x(f ee1ee0)x(ff΄10e 0000  

Άρα f΄(0)=0 άτοπο αφού f΄(0) = 1 από Δ1. 
Άρα η f΄δεν έχει ρίζα άρα δεν μπορεί να παρουσιάζει ακρότατο. 
 
β) Αφού :  

 

 
0  1  f(0)όμως      

x πρόσημο   διατηρεί f΄

μηπαραγωγίσιφορές  2 είναι

f η γιατί συνεχής, f΄

x 0χf΄


















 

 x  0(x)f΄    άρα η f   

 

Δ3:   













)x(f,)x(f),x(f)(f
xxx

 f

limlimlim  

Στην περιοχή του +  

Είναι 
f(x)

1

f(x)

ημx

f(x)

1

f(x)

1

f(x)

ημx

f(x)

1

f(x)

ημx
1ημx   

Αφού lim
x 

f(x) = +  άρα 0
)x(f

1
lim

)x(f

1
lim

xx



















 

και από κριτήριο παρεμβολής 0
f(x)

ημx
lim
x




 

ομοίως 0
f(x)

συνx
lim
x




     άρα 0
f(x)

υνxσ

f(x)

xημ
lim

f(x)

συνxxημ
lim

xx















 

 

Δ4:   

π

0

e

f(u)dudx
x

f(lnx)π

1
 γιατί έθεσα: u=lnx, dx

x

1
du  , u1=ln1=0, u2=lneπ=π 

Όποτε θέλω ν.δ.ο.  
π

0

πf(u)du0  

 
Α΄ ΤΡΟΠΟΣ 

Είναι 0  u  π


 f(0)  f(u)  f(π)  0 < f(u) < π γιατί η ισότητα ισχύει μόνο για u=0 και u=π. 

  
π

0

π

0

π

0

πduf(u)duodu    
π

0

π

0uπf(u)du0  

 
π

0

2πf(u)du0   

πe

1

2πdx
x

f(lnx)
0  
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Β΄ ΤΡΟΠΟΣ 
f(0)=0 και  f(π)= π 

f(x)  0 δεν μηδενίζεται παντού στο [0, π]  

άρα  
π

0

0f(x)dx  (1) 

και f(x) – π  0 δεν μηδενίζεται παντού στο [0,π] 
άρα 

  
π

0

0dχπ-f(x)     
π

0

π

0

0πdx-dχxf    

π

0

π

0

πdx dχxf      
π

0

π

0πxdχxf  

  
π

0

2πdχxf  (2) 

Από (1) και (2) προκύπτει το ζητούμενο:    
π

0

2πdχxf0  

 


