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18o                                               Θ Ε Μ Α  Β                       ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Β1. Γηα θάζε  x 0,1  έρνπκε: 

     

 
2

nx 1 x nx 1 x
f (x)

1 x

   
  

    
2 2

1 x
nx

x nx x 1x

1 x x 1 x




 
 

 
 


 

2

h(x)

x 1 x
 , 

όπνπ  

h(x) x nx x 1   ,  x 0,  1 . 

Η ζπλάξηεζε h είλαη παξαγωγίζηκε ζην  0,1  κε  

   
1

h (x) x nx x nx 1 nx x 1
x

          

              nx 1 1 nx 0     γηα θάζε  x 0,  1 ,  

νπόηε, ε h είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  0,1 . 

Δίλαη, 
 

 
x 0
im x nx




 D.L.Hx 0

nx
im

1

x



 
 
 




 
x 0

nx
im

1

x






 
 
 

 

                
x 0

2

1

xim
1

x






 
x 0
im x 0


   

 
x 0 x 0
im h(x) im x nx x 1 0 0 1 1

  
       , 

                               
 

x 1 x 1
imh(x) im x nx x 1 0

  
    . 

Δπεηδή, ε ζπλάξηεζε h είλαη ζπλερήο θαη  γλεζίωο  θζίλνπζα ζην  0,1 ,  

έπεηαη όηη:  

      
x 1 x 0

h 0,1 imh(x),  im h(x) 0,  1
  

   
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Δπνκέλωο, γηα θάζε  x 0,  1  ηζρύεη: 

      h x h 0,  1 0,1    0 h x 1  . 

Έηζη, γηα θάζε  x 0,  1  έρνπκε:   

 
2

h(x)
f (x) 0

x 1 x
  


, 
 

oπόηε  ε f είλαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  0,1 .
 

Β2. Δίλαη, 

 g (x) nx n 1 x              nx n 1 x nx n 1 x       

      
1 1

n 1 x nx 1 x
x 1 x

   


 

 

n 1 x nx

1 1 x 1 x


 

  
 

  f 1 x f (x)  ,  x 0,  1 . 

Έρνπκε:  

                    
 g x 0

0 x 1

 


 

   f 1 x f x 0

0 x 1

   


 
 

  
      f  γλεζίωο αύμνπζαf 1 x f x

  
0 x 1

  


 
 

      
1 x x

0 x 1

 


 

1
x 1

0 x2
2

0 x 1




  
  

 

Όκνηα, 

 g x 0 1
x 1

20 x 1

 
  

 
 

 g x 0 1
x

20 x 1

 
 

 
. 

 

 

 

 

 

 

x

0+
_

g(x)

g (x)΄

0

max

1/2 1
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Από ην πξόζεκν ηεο  g x , πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα, πξνθύπηεη όηη ε g  είλαη: 

γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην 
1

0,  
2

 
 
 

  θαη γ λ ε ζ ί ωο  θζ ί λ ν π ζ α  ζην 
1

,  1
2

 


 
. 

Β3. Έρεη απνδεηρζεί όηη:   
x 0
im x nx 0


 . 

Δπίζεο είλαη: 

 
 

0

0

D.L.Hx 0

n 1 x
im

x

 
 
 






  

 x 0

n 1 x
im

x





 x 0

1

1 xim 1
1


   . 

Έηζη έρνπκε: 

  
x 0 x 0
img(x) im nx n 1 x

  
    

  
 

 
x 0

n 1 x
im x nx 0 1 0

x

  
    

 
   : 1 , 

1 1 1
g n n 1

2 2 2

     
       

     
    

2

2 21
n n2 n2

2

  
    

  
 

Δπεηδή ε g  είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην 
1

0,  
2

 
 
 

,  

έπεηαη όηη: 

    2

x 0

1 1
g 0,  im g x ,  g 0,  n2

2 2

                   
  

Δίλαη: 
 u 1 x x 1 u

x 1
img(x) 



    


  

u 0
img 1 u


   

      
u 0
im n 1 1 u n 1 u


     

   
u 0
im nu n 1 u


 

(1)

u 0
im g(u) 0


 . 

 
21

g n 2
2

 
 

 
 

Δπεηδή ε g είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην 
1

,  1
2

 


 
,  

έπεηαη όηη: 
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    2

x 1

1 1
g ,  1 img x ,  g 0,  n2

2 2

                   
. 

Δπνκέλωο, ην ζ ύ λ ν ι ν  η η κ ώλ  ηεο g  είλαη: 

     21 1
g 0, 1 g 0, g , 1 0, n2

2 2

                    
 . 

Β4. Γηα θάζε  x 0,1  ηζρύεη: 

 g 1 x      n 1 x n 1 1 x     n 1 x nx   

   ln ln 1  x x g x   

Δπνκέλωο γηα θάζε  x 0,  1  ηζρύεη : 

   g 1 x g x   :     

Έηζη είλαη: 

 Σ3 3 2
g g 1 g

5 5 5

     
       

     
. 

Έρνπκε,  

g: γλεζίωο αύμνπζα ζη
1

0,ν 
21 2 1

0  
3 5 2

  
  

  

     
1 2

g g
3 5

   
   

   
 

θαη επεηδή, 

2 3
g g

5 5

   
   

   
, έπεηαη όηη:   

1 3
g g

3 5

   
   

   
. 

 

18o                                               Θ Ε Μ Α  Γ                       ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1.  
ln x

f x
x

 , x 0  . 

Δίλαη 
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 
   

 
2

x ln x 1 ln x
ln x x ln x x 2 ln xx 2 x x 2 x

f x
x x 2x xx

    
     , x 0 . 

Έρνπκε: 

 
   22 ln x

0f x 0 ln x ln e2 ln x 0 ln x 2
2x x

x 0 x 0x 0 x 0x 0

         
       

      

 

                                                                                       

20 x e    

 
  2

f x 0
..... x e

x 0

 
  


. 

 
  2

f x 0
x e

x 0

 
 


. 

 

 

 

 

Από ην πξόζεκν ηεο  f x  πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα πξνθύπηεη όηη ε f είλαη γ λ ε -

ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  20,e   θαη γ λ ε ζ ί ωο  θ ζ ί λ ν π ζ α  ζην 2e ,  . 

Η f  παξνπζηάδεη  ν ι η θ ό  κ έ γ η ζ ην  κόλν ζην 2

0x e  , ην νπνίν είλαη ην 

 
 2

2

max
2

ln e 2
f f e

ee
    

Δίλαη 

 

   
3 3

2 2

3 2
3

2
2

2 ln x x 2 lnx x
2 ln x 1 2 ln x 1

f x
2 22x x

x x

                        
 
 

 

                  

   
13 1
22 2

53 3

2

31 3 x 1 2 ln xx 2 ln x x
3ln x 82x 2

2x 2x
4x

 
          

    , x 0  . 

8+x

0+
_

f(x)

f (x)΄

0 e
2
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Έρνπκε: 

  
8

3f x 0 ...... x e

x 0


     

 

. 

  
8

3f x 0 ...... 0 x e

x 0


      

 

. 

  
8

3f x 0 x e

x 0


    

 

. 

 

 

 

 

 

 

Από ην πξόζεκν ηεο  f x  πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα πξνθύπηεη όηη  

ε f είλαη θ ν ί ι ε  ζην 
8

30,e 


 θαη θ π ξ η ή  ζην 
8

3e , 


 . 

Η f  παξνπζηάδεη θ α κ πή  ζην 
8

3
1x e  . 

Δίλαη  

 
 

8
3

8 4
3 3

4 4 3
3 3

8
ln e

8 83f e e
33e ee e


    , 

νπόηε ην ζεκείν θακπήο ηεο 
fC  είλαη ην 

8 4

3 3
8

M e , e
3

 
 
 

 . 

Γ2. Έρνπκε  

   2e α β f α f β    ,  2f γλ. αύμ e ,   

   β αlnα lnβ
β lnα α lnβ ln α ln β

α β
     

. 

0

8+x

f(x)

e
_8
3

f (x)΄΄

Σ.Κ.

_
+

0
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 lnxγ.αύμ
β α

α β 
 

Γ3. Η f  έρεη νιηθό κέγηζην ζην  2

max

2
f f e

e
   , νπόηε γηα θάζε x 0  ηζρύεη : 

 

 

max

e 2 x

ln x 2
f x f eln x 2 x

ex

ln(x ) ln e

    

 
 

                                                          

2 x e
e x   

Γ4. Έρνπκε: 

       

2 x

2 x

x 4 , x 0

ln x ln 4 , x 0

2ln x x ln 4, x 0

 

  

  

 

 

ln x ln 4
, x 0

2x

ln 4
f x , x 0

2

  

  

  

Γηα  2x 0,e     έρνπκε: 

  

  

    

2

2

2

ln 4
f x , x 0,e

2

ln 4
f x , x 0,e

4

f x f 4 , x 0,e

  

   

   

 

x 4  , (αθνύ ε f  είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ζην  20,e    θαη  2x 4 0,e    ) 

Γηα  2x e ,   έρνπκε: 

   

   

 
 

 

     

2

2

2

2

ln 4
f x , x e ,

2

2ln 4
f x , x e ,

4

ln 16
f x , x e ,

16

f x f 16 , x e ,

  

   

   

   
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                                         x 16  ,  

(αθνύ ε f  είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ζην  2e ,  θαη  2x 16 e ,    ) 

Δπνκέλωο ε εμίζωζε 2 4 xx 4  , x 0   έρεη αθξηβώο δύν ξίδεο ζην  0,  , ηνπο 

αξηζκνύο  

1
x 4  , 

2
x 16 . 

Γ5. Κ α η α θ ό ξ π θ ε ο  α ζ ύ κ π η ωη ε ο .  

Η f  είλαη ζπλερήο ζην  0,  . 

Έηζη ε κόλε πηζαλή θαηαθόξπθε αζύκπηωηε ηεο 
fC  είλαη ε επζεία δ: x 0  .  

Δίλαη:  

 
   

x 0 x 0

1
lim f x lim ln x

x
 

 

 

 
   

 
, 

νπόηε  

ε επζεία δ: x 0  είλαη κνλαδηθή θαηαθόξπθε αζύκπηωηε ηεο 
fC . 

Π ι ά γ η ε ο  –  Ο ξ η δ ό λ η η ε ο  α ζ ύ κ πη ωη ε ο .  

Δπεηδή ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f  είλαη ην  fD 0,  , αλαδεηνύκε πιάγηα – νξηδόληηα 

αζύκπηωηε κόλν ζην   . 

Δίλαη:  

 
 

 
x x x

x x x

ln xln x
lim f x lim lim

x
x

1

2 xxlim lim lim 0 .
1 x x

2 x

 
 
 

  

  


  




    

  

Δπνκέλωο ε επζεία ε: y 0   είλαη ν ξ η δ ό λ η η α  α ζ ύ κ πη ω η ε  ηεο 
fC  ζην   . 

Έηζη ε 
fC  έρεη ηειηθά δύν αζύκπηωηεο ηηο επζείεο   

δ: x 0, ε : y 0   

Γ6. Έρνπκε: 
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 

   

 

4ι θ

ι 2 θ e

4ι θ

ι 2 θ e

ι 2 θ

2

2

θ ι e

ln θ ι ln e

4ι θ
ln θ ln ι

e

4ι θ
ι ln θ 2 θ ln ι

e

ln θ 2ln ι 4

ι eθ

ln ιln θ 4

eθ ι

 

 
    

 
 

  

  

  

  

 

                                              
   2 4

f θ f ι
e

    : (Σ). 

Από ην (1
ν
 ) εξώηεκα έρνπκε όηη ε f  παξνπζηάδεη κέγηζην κόλν ζην 2

0x e , ην νπνίν 

είλαη ην  2

max

2
f f e

e
   , 

νπόηε γηα θάζε x 0  ηζρύεη  
2

f x
e

 , κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη  κόλν γηα 2x e . 

Έηζη είλαη  

 
2

f θ
e

  κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα 2k e  θαη  

 2 2
f ι

e
   κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα 

 ι 0
2 2ι e ι e



   .  

Άξα είλαη  

   2 4
f θ f ι

e
  ,  κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα 2k e  θαη  ι e . 

Έηζη γηα λα ηζρύεη ε (Σ) πξέπεη θαη αξθεί λα είλαη 2k e  θαη ι e  . 

Δπνκέλωο νη δεηνύκελεο ηηκέο είλαη  

2
k e , ι e   

 

18o                                              Θ Ε Μ Α  Δ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 
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Γ1. Δίλαη        f x
f x e ex : 1 x 0  . 

Από ηελ  1  έρνπκε:  

   f x

ex
f x

e
 , (αθνύ  f x

e 0  γηα θάζε x 0 ). 

Δίλαη    f 0

e 0
f 0 0

e


   θαη γηα θάζε x 0  είλαη    f x

ex
f x 0

e
    

(αθνύ ex 0  θαη  f x
e 0  γηα θάζε x 0 ). 

Από ηελ  1  γηα x 1  έρνπκε: 

        f 1
f 1 e e g f 1 g 1   , όπνπ   xg x xe , x 0 . 

Δίλαη  

         x x x x x xg x xe x e x e e xe x 1 e 0           γηα θάζε x 0 , 

νπόηε ε g  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0,  θαη ωο γλεζίωο κνλόηνλε ζην πεδίν 

νξηζκνύ ηεο είλαη θαη ζπλάξηεζε 1 1 . 

Έηζη έρνπκε  

    
 

 
g 1 1

g f 1 g 1 f 1 1


   . 

Άξα είλαη : 

 f 0 0 ,    f 1 1   θαη   f x 0  γηα θάζε  x 0,  . 

Γ2. Από ηελ  1  παξαγωγίδνληαο ηα κέιε ηεο ωο πξνο x  έρνπκε: 

      f x
f x e ex

    

         f x f x
f x e f x e f x e     

        f x f x
f x e f x e e    

    
    

f x
f x e ex

f x
f x e ex e



    
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   f x

e
f x 0

e ex
  


 γηα θάζε x 0 , 

αθνύ  f x
e ex 0   γηα θάζε x 0 . 

Άξα ε f  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  0, . 

Από ηελ ηζόηεηα    f x

e
f x

e ex
 


 πξνθύπηεη όηη ε f   είλαη παξαγωγίζηκε ζην 

 0,  ωο πειίθν παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ κε: 

   

  
  

f x

2f x
f x

e exe
f x e

e ex e ex


 

     
  

 

   
  

f x

2
f x

e f x e
e 0

e ex

 
  



 γηα θάζε x 0 , 

αθνύ  f x
e 0 ,  f x 0  ,    f x

e f x e 0    θαη   
2

f x
e ex 0   γηα θάζε x 0 . 

Άξα ε f  είλαη θ ν ί ι ε  ζην  0, . 

Γ3. Έζηω  x 0,1 . 

Δπεηδή ε f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  0,  έπεηαη όηη ε f  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέ-

ζεηο ηνπ Θ . Μ . Τ  ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  0,x  θαη  x,1 , 

νπόηε ππάξρνπλ  1μ 0,x  θαη  2μ x,1  ηέηνηα ώζηε: 

 
       

1

f x f 0 f x 0 f x
f μ

x 0 x x

 
   


 θαη 

 
     

2

f 1 f x 1 f x
f μ

1 x 1 x

 
  

 
. 

Δπεηδή ηζρύεη  f x 0   γηα θάζε x 0  έπεηαη όηη ε f   είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην 

 0, , νπόηε έρνπκε: 

1 20 μ x μ 1      
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 

   
f γλ.θζίλνπζα

1 2f μ f μ


    

   f x 1 f x

x 1 x


 


 

 

 

      
x 0

1 x 0
1 x f x x 1 f x



 
     

     1 x f x xf x x     

 f x x   

Άξα γηα θάζε  x 0,1   ηζρύεη  :  

 f x x . 

ΓΙΑΦΟΡΔΤΙΚΑ : Έζηω όηη ππάξρεη  0x 0,1  ,ώζηε  0 0f x x   ,ηόηε ζα έρνπκε :  

 
   

 

 

   
 

   

x
0 0

0 0 0

x

0

0

f xe x ζεηηθάκέιε 1
f x x x

0 0 0 0 0 0

0 0

ex 0
x 1

0

e e
f x x f x e x e ex x e

f x x

e e x 1





 
     



   

  

  ΑΤΟΠΟ , αθνύ  0x 0,1 . 

Δπνκέλωο ηζρύεη  

 f x x , γηα θάζε  x 0,1 .  

Γ4. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

     θ x f x 1 f x , x 0    . 

Δίλαη  

          θ x f x 1 x 1 f x f x 1 f x , x 0           
. 

Έρνπκε: 

 

   
f γλ.θζίλνπζα

0 x x 1 f x f x 1


         

     f x 1 f x 0 θ x 0         
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Άξα ε θ  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  0, . 

Έηζη έρνπκε: 

 

   
θ γλ.θζίλνπζα

0 α β θ α θ β      

       f α 1 f α f β 1 f β       

       f α f β 1 f β f α 1       

Γ5. Έρνπκε: 

   f x
f x e ex   

       f x
f x e f x exf x    

      
       

f x
f x , e ,f x : ζπλερείο 1 1

f x

0 0

f x e f x dx exf x dx



     

          
1 1

1f x

0
0 0

f x e dx exf x ex f x dx
         

             
1 1

1
f x f x

0
0 0

f x e f x e dx ef 1 0 f 0 e f x dx       
     

               
1 1

f 1 f 0 f x

0 0

f 1 e f 0 e e dx ef 1 e f x dx


       

   
1

1
f x1 0

0
0

1 e 0 e e e 1 e f x dx        
    

      
1

f 1 f 0

0

e e e e e f x dx       

   
1

1 0

0

e e e f x dx      

 
1

0

e f x dx e 1    
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 
1

0

1
f x dx 1

e
    

 

 

19o                                               Θ Ε Μ Α  Β  

Β1. Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο f  απνηειείηαη από όινπο εθείλνπο ηνπο πξαγκαηηθνύο  

 αξηζκνύο  x  γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη : 

x 2
0

2 x (x 2)(2 x) 0 x ( 2 , 2)

2 x 0




       
  

. 

Άξα ην πεδίν νξηζκνύ  ηεο  f 
 
 είλαη ην :  

f
D ( 2, 2)  . 

Β2. Γηα νπνηαδήπνηε 
1 2 fx , x D   κε 

1 2f (x ) f (x )  έρνπκε : 

 ln x:1 1
1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 2 1

1 1 2 2 2 1 2 1 1 2 1 2

x 2 x 2 x 2 x 2
f (x ) f (x ) ln ln

2 x 2 x 2 x 2 x

(x 2)(2 x ) (x 2)(2 x )

2x x x 4 2x 2x x x 4 2x 4x 4x x x

   
     

   

     

           

 

Άξα ε  f  είλαη 1-1 θαη ζπλεπώο α λ η η ζ ηξ έ θε η α η . 

Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε  f x y , y   θαη ηελ ιύλνπκε ωο πξνο x  ,αλαδεηώληαο 

ηηο ηηκέο ηνπ y  γηα ηηο νπνίεο ε εμίζωζε απηή έρεη ιύζε ζην 
fD ( 2 , 2)   

Έρνπκε : 

 

y y y y y

y
y y

y

x 2 x 2
y f (x) y ln e x 2 2e xe x xe 2e 2

2 x 2 x

2(e 1)
x(1 e ) 2(e 1) x

1 e

 
             

 


     



 

 Γηα λα αλήθεη ν 
y

y

2(e 1)
x , y

1 e


 


 ζην 

fD ( 2 , 2)   

πξέπεη θαη αξθεί λα  ηζρύεη :  
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 

 

y y
y yy

y y y

2 1 e 2(e 1) 2e 2e2(e 1)
2 2

1 e 2 22(e 1) 2 1 e

      
     

     

, 

πνπ ηζρύνπλ  γηα θάζε y . 

Δπνκέλωο είλαη  

  f 2,2   θαη 
y

1

y

2(e 1)
f (y)

1 e

 



. 

Άξα ε α λ η ί ζ ηξ ν θ ε  ζπλάξηεζε ηεο f  νξίδεηαη ωο εμήο : 

x

1 1

x

2(e 1)
f : R R κε f (x)

1 e

  
 


 

Β3. Γηα θάζε 1f
x D     , ηζρύεη   1f

x D     θαη  

x

x x xx x
1 1

xx x x

x x

1 1 e
2( 1) 2

2(e 1) 2(1 e ) 2(e 1)e ef ( x) f (x)
1 e 11 e e 1 e 1

1
e e


 






  
        

  


 

Άξα ε  1f   είλαη π ε ξ η η ηή . 

Β4. Δίλαη  

     1 1gf g f
D x D / g(x) D x 0 / ln x 0,           θαη 

     
 

 

1f : πεξηηηή ln x
1 1 1 1

ln x

2(e 1) 2(1 x)
f g (x) f g(x) f ln x f ln x

1 e 1 x



     
       

 
 

Άξα 

 1 2(1 x)
f g (x) , x 0

1 x

 
 


. 

Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 1f g

 
 βξίζθεηαη θ ά η ω  από ηνλ άμνλα x’x  γηα εθείλεο 

ηηο  ηηκέο ηνπ  x  γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη : 

   

1

1 x 0 1 x 0

f g

2(1 x)
f g (x) 0 2(1 x) 0 x 10

x 11 x
x D x 0 x 0

x 0


    
       

       
     

 

Άξα 

ε  1f o g
C   βξίζθεηαη θ ά η ω από ηνλ άμνλα x’x  ζην δηάζηεκα  1, . 
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19o                                              Θ Ε Μ Α  Γ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Δπεηδή ηζρύεη    f x f 1   γηα θάζε x , 

έπεηαη όηη ε f  παξνπζηάδεη ζην
0x 1    νιηθό ειάρηζην . 

Δπεηδή ε f  είλαη νξηζκέλε θαη παξαγωγίζηκε ζην  θαη παξνπζηάδεη ζην εζωηεξηθό 

ζεκείν 
0x 1   ηνπ  ηνπηθό αθξόηαην 

έπεηαη, ζύκθωλα κε ην Θ . F e r m a t  , όηη ηζρύεη : 

   
3

1
f 1 0 θ e 0 θ e 0

         
 

                                  
θ e   

Γ2. Δίλαη 

 
3 3x xf x θ e e e      . 

Έρνπκε: 

  
 x

3 3
e

x x 1 3f x 0 e e 0 e e x 1



             

                

 
33 3x 1 x 1 x 1         

  f x 0 x 1      

  f x 0 x 1      

 

 

 

 

 

Από ην πξόζεκν ηεο  f x  πνπ θαίλεηαη ζην πίλαθα πξνθύπηεη όηη ε f  είλαη 

γ λ ε ζ ί ωο  θζ ί λ ν π ζ α  ζην  , 1    θαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  1,  . 

Δίλαη  

   
3 3x 2 xf x e e 3x e 0 

      γηα θάζε x , 

κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x 0 , νπόηε ε f   είλαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην 

. Δπνκέλωο ε f  είλαη θ π ξ ηή  ζην .  

Δίλαη 

 
30f 0 e e e 1     , 

νπόηε ε εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο (ε) ηεο 
fC  ζην ζεκείν ηεο   Μ 0,f 0  είλαη  

8+x

f(x)

f (x)΄

8_ _
1

+0
_
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            y f 0 f 0 x 0 y f 0 e 1 x y e 1 x f 0            . 

Δπεηδή ε f  είλαη θπξηή ζην  έπεηαη όηη ε 
fC  βξίζθεηαη πάλω από ηελ εθαπηνκέλε 

(ε) ζ’ όιν ην  κε εμαίξεζε ην θνηλό ζεκείν επαθήο ηνπο   Μ 0,f 0  , νπόηε γηα 

θάζε x  ηζρύεη  

     f x e 1 x f 0    : (1) 

κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν αλ x 0 . 

Γ3. Δπεηδή ε f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  πξνθύπηεη  όηη ε f  ηθαλνπνηεί ηηο 

πξνππνζέζεηο ηνπ Θ . Μ . Τ  ζην  x,x 1 , x  , 

νπόηε ππάξρεη  μ x,x 1   , ώζηε  

 
   

     
f x 1 f x

f μ f μ f x 1 f x
x 1 x

 
     

 
: (2). 

Έρνπκε: 

       x μ x 1 f x f μ f x 1 , f γ.αύμ           

                           

 

       
2

f x f x 1 f x f x 1           (3) . 

Γ4. Δίλαη 

   
3x

x x
lim f x lim e e e 0 e

 
       

 

  

 3

3

3

x

u x

x u

x u
lim x

lim e lim e 0







 
 

 
 
  
 

   θαη  

 
 

 
x

ω x 1
lim x 1

x ω
lim f x 1 lim f ω e



  
  
 

 
    , 

νπόηε, ιόγω ηεο (3)  , πξνθύπηεη όηη   ( θ ξ η η ή ξ η ν  πα ξ ε κ β ν ι ή ο )  

    
x
lim f x 1 f x e


    

Γ5. Από ην (2) εξώηεκα έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη  

     f x e 1 x f 0    

 κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη  κόλν γηα x 0 . 

Έηζη ηζρύνπλ:  
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       f α 1 e 1 α 1 f 0      

κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη  κόλν όηαλ  

α 1 0 α 1     . 

       f β 1 e 1 β 1 f 0      

κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν όηαλ  

β 1 0 β 1    . 

Έηζη ηζρύεη : 

             

        

f α 1 f β 1 e 1 α 1 f 0 e 1 β 1 f 0

f α 1 f β 1 e 1 α β 2f 0

          

       
 

κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν αλ  

α 1   θαη β 1 . 

Δπνκέλωο γηα λα ηζρύεη  

        f α 1 f β 1 e 1 α β 2f 0         

πξέπεη θαη αξθεί λα είλαη  

α 1   θαη β 1  . 

Άξα  

α 1, β 1    

είλαη νη δεηνύκελεο ηηκέο. 

 

19o                                               Θ Ε Μ Α  Δ                       ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Γηα θάζε x  έρνπκε: 

     
    2 2f x x 2f x 1   

   2 2 4 4 2f x 2x f x x x x      

  
2

2 4 2f x x x x     

  2 2f x x x x 1     

   2g x x x 1 : 1   , 

όπνπ     2g x f x x , x   . 
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Η ζπλάξηεζε     2g x f x x   είλαη ζπλερήο ζην  ωο δηαθνξά ζπλερώλ 

 ζπλαξηήζεωλ. 

Δίλαη  

       2 2g 0 0 0 1 0 g 0 0 f 0 0 0 f 0 0          . 

Γηα θάζε x 0  είλαη:  

     2g x x x 1 0 g x 0 g x 0       . 

 Δπεηδή ε g  είλαη ζπλερήο ζην  ,0  θαη είλαη  g x 0  γηα θάζε 

 x ,0  , έπεηαη όηη ε g  δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην  ,0  θαη επεη-

δή είλαη        
2

g 1 f 1 1 f 1 1 0          (αθνύ  f 1 1  ) έπεηαη όηη εί-

λαη  g x 0  γηα θάζε  x ,0  . 

Έηζη από ηελ  1  πξνθύπηεη όηη γηα θάζε  x ,0   είλαη: 

     
   2 2g x x x 1 g x x x 1         

  2 2f x x x x 1     

   2f x x x x 1     

 Δπεηδή ε g  είλαη ζπλερήο ζην  0,  θαη είλαη  g x 0  γηα θάζε 

 x 0,  , έπεηαη όηη ε g  δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην  0,  θαη επεη-

δή είλαη      2g 1 f 1 1 f 1 1 0      (αθνύ  f 1 1 ) ζπκπεξαίλνπκε όηη είλαη  

 g x 0  γηα θάζε  x 0,  . 

Έηζη από ηελ  1  πξνθύπηεη όηη γηα θάζε  x 0,   είλαη: 

     
  2g x x x 1   

  2 2f x x x x 1     

   2f x x x x 1     

Από ηα παξαπάλω έρνπκε όηη  

   2f x x x x 1    γηα θάζε    x ,0 0,     θαη  f 0 0 . 

Δπνκέλωο είλαη  
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   2
f x x x x 1    

γηα θάζε x . 

Γ2. Δίλαη, 

       2 2f x x x x 1 x x x 1
        

 2 2

2

1
x x 1 x 1 x 1

2 x 1

 
      

 
 

2

2

x
x x 1 x 1

x 1

 
     

 
 

2
2

2

x 1 x
x x 1 x

x 1

 
   


 

   2 2 2

2

x x 1 x 1 x x x 1

x 1

     



 

  2 2

2

x x 1 x 1 x

x 1

   



 

 
2

2

2

x x 1

x 1

 



 

Γηα θάζε x  είλαη: 

2 2 2 2x 1 x x 1 x      

            
2x x 1  

 

                           
2 2x 1 x x 1      

               
2x x 1 0     

Έηζη γηα θάζε x  είλαη  

 
 

2
2

2

x x 1
f x 0

x 1

 
  


, 
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νπόηε ε f  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην . 

Γ3. Γηα ηηο α ζ ύ κ π η ωη ε ο  ηεο 
fC  έρνπκε : 

 Η f  είλαη ζπλερήο ζην  , νπόηε γηα θάζε 
0x   ηζρύεη :  

   
0

0
x x
lim f x f x


  
. 

Δπνκέλωο  ε 
fC  δ ε λ  έρεη θ α η α θ ό ξ π θε  αζύκπηωηε. 

 Δίλαη 
   2

x x

f x
lim lim x x 1

x 
     ,  

νπόηε ε 
fC  δ ε λ  έρεη α ζ ύ κ πη ωη ε  ζην  . 

 Δίλαη: 

                        2

x x
lim f x lim x x x 1
 

    
  

 

                                   
  2 2

2x

x x 1 x x 1 x
lim

x 1 x

   


 
 

                                 
   2 2
x 0

x

2

x x 1 x
lim

1
x 1 x

x





 


  
x

2

x
lim

1
x 1 1

x




 
   
 

= 

x

2

1 1 1
lim

21 1 0 1
1 1

x


    

  
  

, 

 νπόηε ε 
fC  έρεη ζην   α ζ ύ κ πη ωη ε  ηελ επζεία κε εμίζωζε 

 
1

ε : y
2

    ( ν ξ η δ ό λ η η α  αζύκπηωηε ) 

Γ4. Έρνπκε  

 4 3 2 24x 2x 4x 1 1 x 1 : E     . 

Παξαηεξνύκε όηη ν αξηζκόο 
1x 0  δελ απνηειεί ιύζε ηεο εμίζωζεο  E . 

Με x 0  έρνπκε: 

                         
 2: x

2 2 2

2 2

1 1
E 4x 2x 4x 1 x 1

x x
        
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  
2

2 1 1 1
2x 2x 2x 1 1

x x x

 
            

 

 

                             
1

f 2x f
x

 
    

 

  

                            
1

2x
x

   (ε f , ωο γλεζίωο κνλόηνλε ζην  , είλαη 1 1 ) 

                              
 2x x 1 0    

                            

2

2

1
x 0 x 2

x2
22x 1

x 0


 

    
  

 

Άξα ε εμίζωζε  E έρεη κ ί α  κ ν λ ν  ι ύ ζ ε , ηνλ αξηζκό  
2

2
  

Γ5. Τν δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη  

 
1

0

E f x dx  . 

Δίλαη όκωο  

   2f x x x x 1 0     γηα θάζε  x 0,1 , 

νπόηε: 

     

   
 

   

1 1 1

2 2 2

0 0 0

1
3

1 21 1 21 3
2 2 22

0 0 0

0

f x dx x x x 1 dx x x x 1 dx

x 11 x 1
x dx x 1 x 1 dx

32 3 2

2

1 1
1 0 2 2 1

3 3

E       

 
  

        
   

 

   

  

 
 

                        

2 2
η.κ.

3
  
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20o                                              Θ Ε Μ Α  Β                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Β1.Έρνπκε: 

    
       2f 1 f 5 2f 2 f 3     

        f 5 f 3 2f 2 2f 1     

   
   

   
f 5 f 3

f 2 f 1
2


     : 1 . 

Δπεηδή ε  f είλαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην R , έπεηαη όηη, ηθαλνπνηεί  (ε f ) ηηο 

πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζ ε ωξ ή κ α ην ο  κ έ ζ ε ο  η η κ ή ο  ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα 

 1,  2  θαη  3,  5 ,  

νπόηε, 

ππάξρνπλ,  1μ 1,  2  θαη  2μ 3,  5  ηέηνηα ώζηε: 

 
   

   1

f 2 f 1
f μ f 2 f 1

2 1


   


, 

 
       

2

f 5 f 3 f 5 f 3
f μ

5 3 2

 
  


. 

Από ηελ ζρέζε  1  ιακβάλνπκε:    1 2f μ f μ   θαη είλαη 
1 2μ μ . 

Δπνκέλωο ππάξρνπλ 
1 2μ , μ R  κε 

1 2μ μ  θαη  

 

   1 2
f μ f μ  . 

Β2. Δπεηδή ε f είλαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκε  ζην R , έπεηαη όηη, 

ε f   ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζ ε ωξ ή κ α η ν ο  κ έ ζ ε ο  η η κ ή ο  ζην  1 2μ ,  μ ,  

νπόηε, 

ππάξρεη  0 1 2x μ ,  μ  ηέηνην ώζηε:  

 
   2 1

0

2 1

f μ f μ
f x

μ μ

 
 


.  

Έρνπκε όκωο, 
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   1 2

2 1

f μ f μ

μ μ

  




   2 1

2 1

f μ f μ 0

μ μ 0

   


 
 


   2 1

2 1

f μ f μ
0

μ μ

 
 


 0f x 0  . 

Δπεηδή, 

ε f   είλαη ζπλερήο ζην R   

θαη  f x 0   γηα θάζε x R , 

έπεηαη όηη,  

ε f   δηαηεξεί πξόζεκν ζην R   

θαη επεηδή  0f x 0  , ζπκπεξαίλνπκε όηη, 

 f x 0   γηα θάζε x R ,  

άξα, 

ε f είλαη θ ν ί ι ε  ζην R . 

Β3. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε: 

     
α β

θ x f x f α β x 2f
2

 
      

 
, x R .  

Δίλαη 

      θ x f x f α β x α β x           

    f x f α β x    , x R .  

Δπεηδή ε f είλαη θνίιε ζην R , έπεηαη όηη  ε f   είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην R . 

Έρνπκε: 

  

 θ x 0      f x f α β x 0       

    
 f  γλήζίωο θζίλνπζα ζην 

f x f α β x


     x α β x   
α β

x
2


 . 

 θ x 0      f x f α β x 0       

     
 f  γλήζίωο θζίλνπζα ζην 

f x f α β x


     x α β x   
α β

x
2


 . 

 θ x 0      f x f α β x 0       
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    
 « 1 1»f

f x f α β x
 

     x α β x   
α β

x
2


 . 

Από ην πξόζεκν ηεο θ  πξνθύπηεη όηη ε θ :  

 είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην 
α β

,  
2

 
 
 

, 

 είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην 
α β

,  
2

 


 
, 

 παξνπζηάδεη ζην 
0

α β
x

2


  νιηθό κέγηζην,  

ην νπνίν είλαη:  

α β α β α β α β
θ f f α β 2f

2 2 2 2

          
            

       
 


α β 2α 2β α β α β

f f 2f
2 2 2

         
       

     
 


α β α β α β

f f 2f 0
2 2 2

       
       

     
. 

Δπνκέλωο,  γηα θάζε x R  θαη α,β R , ηζρύεη: 

 
α β

θ x θ
2

 
  

 
   

α β
f x f α β x 2f 0

2

 
      

 
 

                       
α β

f x f α β x 2f
2

 
     

 
 

Β4. Έζηω (ε)  επζεία ηνπ επηπέδνπ.  

Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

1. Αλ (ε) / /y y , ηόηε  ε (ε)  ζα έρεη κε ηελ 
fC  αθξηβώο έλα θνηλό ζεκείν,  

αθνύ ε f είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ ην R . 

2. Έζηω όηη ε (ε)  δελ είλαη παξάιιειε κε ηνλ άμνλα y y  θαη ι R  ν ζπληειεζηήο 

δηεύζπλζεο ηεο (ε) .  

Υπνζέηνπκε όηη ε 
fC  έρεη κε ηελ (ε)  ηξία ηνπιάρηζηνλ θνηλά ζεκεία,  

  1 1A x ,  f x ,    2 2B x ,  f x ,   3 3Γ x ,  f x  κε 
1 2 3x x x  , 

ηόηε ζα ηζρύεη,  
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ΑΒ ΒΓι ι ι    
       2 1 3 2

2 1 3 2

f x f x f x f x
ι

x x x x

 
 

 
. 

Δπεηδή ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην R , ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ . Μ . Τ   

ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  1 2x ,  x ,  2 3x ,  x ,  

νπόηε  ππάξρνπλ  1 1 2ζ x ,  x ,   2 2 3ζ x ,  x  ώζηε: 

 
   2 1

1

2 1

f x f x
f ζ ι

x x


  


  θαη   

   3 3

2

3 2

f x f x
f ζ ι

x x


  


. 

Έρνπκε όκωο, 

1 1 2 2 3x ζ x ζ x    
 f  γλεζίωο θζίλνπζα ζην R

1 2ζ ζ


   

    1 2f ζ f ζ   ι ι , άηνπν. 

Δπνκέλωο ε (ε) έρεη ην πνιύ δπν θνηλά ζεκεία κε ηελ 
fC .  

Άξα θάζε επζεία ηνπ επηπέδνπ έρεη κε ηελ 
fC , ην πνιύ δπν θνηλά ζεκεία. 

 

20o                                              Θ Ε Μ Α  Γ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Δίλαη  

 
     

 

   

 

 

 

x 2 x 2

2
2

x 2 x x 2

2 2
2 2

e x x 2 e x x 2
f x

x x 2

e x x 2 e 2x 1 e x x 1
0 ,

x x 2 x x 2

     
  

 

     
  

   

 

γηα θάζε x . 

Δπνκέλωο ε f  είλαη γ λ ε ζ ίωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην . 

Τα ηξηώλπκα   2

1θ x x x 1   ,   2

2θ x x x 2    έρνπλ αξλεηηθέο δηαθξίλνπζεο 

(
1Γ 3   , 

2Γ 7   ) 

θαη νη ζπληειεζηέο ηνπ 
2x  είλαη ζεηηθνί αξηζκνί  

(
1α 1 0   θαη 

2α 1 0  ) , 

νπόηε γηα θάζε x  ηζρύεη  

2x x 1 0    θαη 2x x 2 0   . 

Γ2. Έρνπκε:  
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 

 

   
 

 

2

2

x 4 2 2

4 2 x 4 2
x x

2 x 2

e 0 , x x 2 0 x x

2 2
2 2

f
2 2

x x 2 e x x 2
e

x x 2 e x x 2

e e

x x 2x x 2

f x f x x x x x 1 0



   



   
   

   

  
  

      

 

                                               

 x 0,1 
 

 

Γ3. i. Η f  , ωο γλεζίωο κνλόηνλε ζην  ,  είλαη ζπλάξηεζε 1-1 . 

Γηα θάζε x  έρνπκε: 

      

      

     

   

      

      

        

2 x

2

2

g ' x 2x

2

2
g ' x

2x 2

e 0 g ' x 2x

2 2
g x g x 2 0

2 2

g x g x 2
e

4x 2x 2

g x g x 2e

e 4x 2x 2

e e

2x 2x 2g x g x 2

f g x f 2x g x 2x

g x x g x x c , c





   

  


 

  
  

 

 
   

    

     
 

Δίλαη 

  2g 0 1 0 c 1 c 1      . 

Άξα 

  2
g x x 1, x    

ii. Δίλαη  

  2g x x 1   θαη  g x 2x  . 

Η εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο (ε) ηελ gC  ζην ζεκείν ηεο   0 0M x ,g x  είλαη  

        2

0 0 0 0 0 0

2

0 0

y g x g x x x y x 1 2x x x

y 2x x 1 x .

         

    
 

θαη ν ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο  ηεο (ε) είλαη 
ε 0ι 2x  . 



994 

Γηα λα δηέξρεηαη ε επζεία (ε) από ην ζεκείν  Ν α,β  πξέπεη θαη αξθεί λα ηζρύεη : 

   2 2

0 0 0 0β 2x α 1 x x 2αx β 1 0 : 1        
 

Έηζη γηα  λα δηέξρνληαη από ην ζεκείν  Ν α,β  δύν  θάζεηεο εθαπηόκελεο  

 

Γ    1 2 gε θαη ε ηεο C πξέπεη θαη αξθεί ε εμίζωζε : 

 ΓΤ  ΤΤ 

         2x 2αx β 1 0 : Δ     λα έρεη  δύν δηαθνξεηηθέο ιύζεηο 
1 2x ,x    

(νη δηαθνξεηηθέο ιύζεηο 
1 2x ,x    αληηζηνηρνύλ ζε δηαθνξεηηθέο εθαπηόκελεο ηεο 

gC ,  αθνύ ε  g x 2x  είλαη 1-1)  θαη λα ηζρύεη 
1 2ε ει .ι 1   ,δειαδή λα ηζρύνπλ :  

   

  

 

 

1 2

2
2

ε ε 1 21 2

2

Vieta

2

2

4α 4 β 1
Γ 0 2α 4 β 1 0

1ι ι 1 x x2x 2x 1
4

3
βα β 1

4
β 1 1

3
α 11 4

4

3
β

34
β

1 4
α (ηζρύεη γηα θάζε α )

4

        
   

        


    

  
     




  
   


  

Δπνκέλωο ηα ζεκεία ηνπ  επηπέδνπ από ηα νπνία  άγνληαη  θάζεηεο εθαπηόκελεο  

ηεο gC  είλαη όια ηα ζεκεία ηεο επζείαο   
3

δ : y
4

  θαη κόλν απηά. 

 

20o                                              Θ Ε Μ Α  Δ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Γηα θάζε x  έρνπκε: 

     
       f x f x f x f x      

       f x f x f x f x 0       
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         f x f x f x f x 0       

    f x f x 0    

   f x f x c   . 

Γηα x 0  έρνπκε: 

       2 2 2f 0 f 0 c f 0 c c f 0 1 1        . 

Άξα γηα θάζε x  ηζρύεη  

     f x f x 1 : 1  . 

Γ2. Γηα θάζε x  ηζρύεη      f x f x 1 0 f x 0     . 

Η f , ωο παξαγωγίζηκε, είλαη θαη ζπλερήο ζην  θαη γηα θάζε x  είλαη  f x 0 , 

νπόηε ε f  δηαηεξεί ζην  ζηαζεξό πξόζεκν  θαη επεηδή είλαη   f 0 1 0   

έπεηαη όηη  ηζρύεη  

 f x 0  γηα θάζε x . 

Γ3. Έρνπκε  

           xf x yf y xf y yf x : 2 x,y , x y        . 

Έζηω 
1 2x ,x   κε 

1 2x x . Λόγω ηεο  2  έρνπκε: 

     
       1 1 2 2 1 2 2 1x f x x f x x f x x f x        

       1 1 2 2 1 2 2 1x f x x f x x f x x f x 0         

         1 1 2 2 1 2x f x f x x f x f x 0         

        1 2 1 2x x f x f x 0 : 3      

Δίλαη όκωο  
1 2x x , νπόηε έρνπκε 

 1 2x x 0 : 4  . 

Από ηελ  3  θαη ιόγω ηεο  4 , πξνθύπηεη όηη  
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   1 2f x f x 0   , νπόηε    1 2f x f x  . 

Έηζη, γηα θάζε 
1 2x ,x   κε 

1 2x x  ηζρύεη    1 2f x f x  .  

Δπνκέλωο  ε f   είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην . 

Δπεηδή ε f   είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην , ζπκπεξαίλνπκε όηη ε f  είλαη θ π ξ η ή   

ζην . 

Γ4. Γηα ην νινθιήξωκα 
 

α

α

1
I dx

1 f x



 , 

ζέηνπκε u x  , νπόηε είλαη x u   θαη  dx 1 du  . 

 Γηα x α   έρνπκε u α  

 Γηα x α  έρνπκε u α  . 

Άξα  

 
 

   

α α α

α α α

1 1 1
I 1 du du dx

1 f u 1 f u 1 f x



 

   
        . 

Δίλαη όκωο      
 

1
f x f x 1 f x

f x
     , νπόηε: 

 

 

 

α α

α α

f x1
I dx dx

1 f x 1
1

f x
 

 



  . 

Άξα  

 

 

 

α α

α α

f x1
I dx dx

1 f x 1 f x
 

 
   . 

Δίλαη: 

 

 

 

α α

α α

f x1
2I I I dx dx

1 f x 1 f x
 

    
    

 

 

 

α

α

f x1
dx

1 f x 1 f x


 
     
  

 

 

α

α

1 f x
dx

1 f x


 
    
  
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   
α

α

α

α

1dx x α α 2α




      , 

νπόηε 2I 2α Ι α   . 

Δπνκέλωο είλαη  

 
 
 

α α

α α

f x1
dx dx α

1 f x 1 f x
 

 
    

Γ5. Η ζπλάξηεζε  
 f t 1

θ t , t 0
t


   είλαη ζπλερήο ζην  0,  ωο πειίθν ζπλε-

ρώλ ζπλαξηήζεωλ, νπόηε  

ε  
 x

1

f t 1
G x dt

t


   είλαη παξάγνπζα ηεο  

f (x)e 1
θ x

x


    ζην  0,  . 

Δπνκέλωο ε  G x είλαη παξαγωγίζηκε ζην  0,   κε  

 
 f x 1

G x
x


  , x 0  . 

Η ζπλάξηεζε  G x  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  0, , ωο πειίθν παξαγωγίζηκωλ ζπ-

λαξηήζεωλ κε: 

   

 
 f x 1

G x
x

  
   

 
 

      
2

f x 1 x f x 1 x

x

   
  

    
2

xf x f x 1
, x 0

x

  
   

Γηα x 0  ε ζπλάξηεζε f  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ ζην  0,x , 

νπόηε ππάξρεη  μ 0,x  κε  

 
     

   
f x f 0 f x 1

f μ f x 1 xf μ
x 0 x

 
     


. 

Έηζη έρνπκε  



998 

 
       

2

xf x xf μ f x f μ
G x

x x

    
   . 

Έρνπκε: 

 

   
f γλ.αύμνπζα

0 μ x f μ f x


       

                  
   f x f μ 0     

                 

     x 0 f x f μ
0

x

  
   

                  
 G x 0  . 

Άξα γηα θάζε x 0  είλαη  G x 0  , νπόηε ε G  είλαη θ π ξ ηή  ζην  0, . 

Γ6. Δίλαη  

 
 1

1

f t 1
G 1 dt 0

t


   θαη  

 
 

f 1 1
G 1 f 1 1

1


    . 

Η εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο  ε  ηεο 
GC  ζην ζεκείν ηεο   M 1,G 1  είλαη: 

     
    y G 1 G 1 x 1     

   y 0 f 1 1 x 1      

   y f 1 1 x 1    . 

Δπεηδή ε G  είλαη θπξηή ζην  0,  έπεηαη όηη ε 
GC  βξίζθεηαη πάλω από ηελ εθα-

πηνκέλε ηεο επζεία  ε  ζ’όιν ην  0,  κε εμαίξεζε ην θνηλό ζεκείν επαθήο 

  M 1,G 1 . 

Δπνκέλωο γηα θάζε x 0  ηζρύεη: 

     
 

     
x

1

1

f t 1
G x f 1 1 x 1 dx f 1 1 x 1 : Σ

t


      

  

κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x 1 .  

Από ηε  1Σ  ζέηνληαο όπνπ x  ην 
2x  έρνπκε όηη γηα θάζε x 0  ηζρύεη: 
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 
     

2x

2

2

1

f t 1
dx f 1 1 x 1 : Σ

t


  

 

Από  1Σ  θαη  2Σ  κε πξόζζεζε θαηά κέιε πξνθύπηεη όηη γηα θάζε x 0  ηζρύεη: 

   
   

2
x x

2

1 1

f t 1 f t 1
dx dx f 1 1 x x 2

t t

 
       

 

 

21o                                              Θ Ε Μ Α  Β                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Β1. Δίλαη, 

                                       
    xf x 2x ln e 1


      

                 
 

x
x

x x

1 e
2 e 1 2

e 1 e 1


     

 
 

                                  

x x x

x x

2e 2 e e 2
0

e 1 e 1

  
  

 
 γηα θάζε x , 

νπόηε ε f  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην . 

 Δίλαη     
  0

x

x x
lim f x lim 2x ln e 1

 

 
      , 

αθνύ  
x
lim 2x


   θαη   
 

 
 

x

x

x

u e 1

x

x u 1
lim e 1 1

lim ln e 1 lim ln u ln1 0



 

  
  

 

    . 

 Δίλαη:     x

x x
lim f x lim 2x ln e 1
 

     

                                          
  x x

x
lim 2x ln e 1 e



   
 

 

                                          
    x x

x
lim 2x ln e ln 1 e


     

                                          
  x

x
lim 2x x ln 1 e


      

  
  0

x

x
lim x ln 1 e

 



     , 
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αθνύ 
x
lim x


   θαη   
  

 
 

x

x

x

w 1 e

x

x w 1lim 1 e 1

lim ln 1 e lim ln w ln1 0







 



  

    . 

Δπεηδή ε f  είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  έπεηαη όηη  

        
x x

f lim f x , lim f x ,
 

     . 

Β2. Δίλαη 

   0f 0 2 0 ln e 1 ln 2 0        θαη 

       
2

1 2 e
f 1 2 1 ln e 1 2 ln e 1 lne ln e 1 ln 0

e 1

 
            

 
 

(αθνύ 2 2e e e 2e e e e 1 e e 1            

 ln x :
2 2 2γλ.αύμνπζαe e e

1 ln ln1 ln 0
e 1 e 1 e 1

   
       

     
). 

Οπόηε  

   f 0 f 1 0 . 

Η f  είλαη ζπλερήο ζην  0,1  θαη ηζρύεη    f 0 f 1 0 ,  

νπόηε ζύκθωλα κε ην ζ ε ώ ξ ε κ α  B o l za n o   

ππάξρεη  0x 0,1 , ώζηε  

 0
f x 0 . 

Τν 
0x  είλαη κ ν λ α δ η θ ό  ζην , αθνύ ε f  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  κ ν λ ό η ν λ ε  ζην . 

Άξα ε εμίζωζε  f x 0  έρεη κ ν λ α δ η θ ή  ξίδα 
0x  ζην , ε νπνία κάιηζηα αλήθεη 

ζην δηάζηεκα  0,1 . 

Β3. i. Από ηελ ππόζεζε έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη  

      
2

g x 1 f x : 1  . 

Από ηελ  1  γηα 
0x x  έρνπκε  

      
2 2

0 0 0g x 1 f x g x 1 0 0      . 

Δίλαη όκωο  θαη  

 0g x 1 0  . Οπόηε      0 0 0g x 1 0 g x 1 0 g x 1       . 
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Από ηελ  1  θαη επεηδή είλαη  0g x 1 , έρνπκε όηη γηα θάζε 
0x x  ηζρύεη: 

    
      

2

0g x g x f x    

      
2

0

0 0

g x g x f x

x x x x


 

 
 

      
2

0

0 0

f xg x g x

x x x x


 

 
 

         
 

2 2

0

0 0 0

f x f xg x g x
: 2

x x x x x x


  

  
. 

Δίλαη, 

     
0 0

2 2

02x x x x
0 0

f x f x
lim lim x x

x x x x 

 
   

  
 

 

 
0

2

0
x x

0

f x
lim x x

x x

  
   
   

 

      0

0

2
f x 0

0

0
x x

0

f x f x
lim x x

x x





   
   
   

 

 0f x 0 0    

θαη 

     
0 0

2 2

x x x x
0 0

f x f x
lim lim 0 0

x x x x 

 
      
   
  , 

νπόηε ιόγω ηεο  2  θαη ηνπ θ ξ η η ε ξ ί ν π  π α ξ ε κ βν ι ή ο , πξνθύπηεη όηη  

   
0

0

x x
0

g x g x
lim 0

x x





. 

Δπνκέλωο  ε g  είλαη παξαγωγίζηκε ζην 
0x ,  κε  0g x 0  . 
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Δπεηδή ηζρύεη  0g x 1  θαη  0g x 0   έπεηαη όηη ε εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο gC  

ζην ζεκείν ηεο   0 0M x ,g x  είλαη: 

      0 0 0 0y g x g x x x y 1 0 x x y 1          . 

Άξα ε επζεία  ε : y 1  είλαη ε θ α πη ν κ έ λ ε  ηεο g
C  ζην ζεκείν ηεο  0

M x ,1 . 

ii. Γηα θάζε x  ηζρύεη : 

 
x

x

e 2
1 f x 2

e 1


  

 . 

Πξάγκαηη  

x
x x x x

x

e 2
1 2 e 1 e 2 2e 2 1 2 e 2

e 1


           


, 

πνπ ηζρύεη γηα θάζε x . 

Η ζπλάξηεζε     h x f f x  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  ωο ζύλζεζε παξαγωγίζη-

κωλ ζπλαξηήζεωλ κε 

      h x f f x f x   . 

Γηα θάζε x  ηζρύνπλ: 

 1 f x 2   θαη   1 f f x 2  , 

νπόηε, γηα θάζε x  ηζρύεη: 

      1 f f x f x 4 1 h x 4        

Έζηω α,β  κε α β . Η ζπλάξηεζε     h x f f x  , ωο παξαγωγίζηκε ζην , 

ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζ ε ωξ ή κ α ην ο  κ έ ζ ε ο  η η κ ή ο  ζην δηάζηεκα 

 α,β , νπόηε ππάξρεη  μ α,β  κε: 

 
         

   
f f β f f αh β h α

h μ h μ : 3
β α β α


   

 
. 

Δίλαη όκωο 

 
       3 f f β f f α

1 h μ 4 1 4
β α


    


 

 

       
β α 0

β α f f β f f α 4 β α
 

       
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Δπεηδή ε επζεία 
1ε : y 2x  είλαη αζύκπηωηε ηεο 

fC  ζην   θαη ε επζεία  

2ε : y 3x   είλαη αζύκπηωηε ηεο 
fC  ζην   έπεηαη όηη ηζρύνπλ: 

 
x

f x
lim 2

x
 ,       

x
lim f x 2x 0


  ,  

 
x

f x
lim 3

x 
    θαη     

x
lim f x 3x 0
 

  . 

Δπεηδή ε επζεία 
3ε : y 1  εθάπηεηαη ηε 

fC  ζην ζεκείν  M 0,1 , ηζρύνπλ:  

 f 0 1  θαη    
3εf 0 0 ι   . 

Γ1. Γηα θάζε x 0  είλαη  

 
 f x

f x x
x

  , 

νπόηε:  

 
     3

1
x x

f x
L lim f x lim x

x

 

   

 
       

 
 

(αθνύ 
 

x

f x
lim 3 0

x 
    θαη 

x
lim x
 

  ) 

θαη 

 
    2

2
x x

f x
L lim f x lim x

x

 

 

 
       

 
 

(αθνύ 
 

x

f x
lim 2 0

x
   θαη 

x
lim x


  ) 

Γ2. Δπεηδή ε f  είλαη παξαγωγίζηκε θαη θπξηή ζην  έπεηαη όηη ε f  είλαη γλεζίωο 

αύμνπζα ζην . 

Έρνπκε:  

 

   
  

 
f f 0 0

x 0 f x f 0 f x 0

  

        

 

   
  

 
f f 0 0

x 0 f x f 0 f x 0

  

      
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Από ην πξόζεκν ηεο  f x  πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα πξνθύπηεη όηη ε f  είλαη γ λ ε -

ζ ί ωο  θζ ί λ ν π ζ α   ζην  ,0  θαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  0, , 

νπόηε ε f  παξνπζηάδεη ζην 
0x 0  ν ι η θ ό  ε ι ά ρ η ζ ην , ην νπνίν είλαη ην  

   minf x f 0 1   

Γ3. Δπεηδή ε f  είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  ,0   

έπεηαη όηη  

        
x

f ,0 f 0 , lim f x 1,


   


. 

Δπεηδή ε f  είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0,  έπεηαη όηη 

        
x

f 0, f 0 ,limf x 1,


 
   

 
 

 Δπνκέλωο ην ζ ύ λ ν ι ν  η η κ ώλ  ηεο f  είλαη ην  

             f f ,0 f 0, 1, 1, 1, .           

Γ4. Δίλαη: 

           f x 1 f x f x 1 2 x 1 f x 2x 2          

Έρνπκε: 

  
x
lim f x 2x 0


    θαη  

    
 

  
x

ω x 1
lim x 1

x x
lim f x 1 2 x 1 lim f ω 2ω 0



  
   
 

 
       

(ζέζακε ω x 1  . Δίλαη  
x
lim x 1


    νπόηε , όηαλ x   έρνπκε ω  ) 

νπόηε είλαη : 

8+x

f(x)

f (x)΄

min

8_
0

+0
_
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    

       

1
x

x

M lim f x 1 f x

lim f x 1 2 x 1 f x 2x 2

0 0 2 2





  

        

   

. 

Δίλαη: 

           f 2x 2f x f 2x 2 2x 2 f x 2x       

Έρνπκε 

  
x
lim f x 2x 0


   θαη  

    
 

  
x

y 2x
lim 2x

x y
lim f 2x 2 2x lim f y 2y 0



 
  
 

 
     

(ζέζακε y 2x . Δίλαη  
x
lim 2x


  , νπόηε, όηαλ x   έρνπκε y ) 

νπόηε είλαη: 

    

       

2
x

x

M lim f 2x 2f x

lim f 2x 2 2x 2 f x 2x

0 2 0 0





 

     

   

 

Δίλαη: 

 
x
lim f x


   , 

νπόηε ππάξρεη θ 0  ώζηε λα ηζρύεη  

 f x 0 ,  x θ,   . 

Έηζη γηα θάζε  x θ,   ηζρύεη  

     
 

 f f xfof x f x

x f x x
  . 

Δίλαη  

 
x

f x
lim 2

x
  θαη 

  
 

    u f x

x u

f f x f u
lim lim 2

f x u



 
  . 

(ζέζακε  u f x . Δίλαη  
x
lim f x


  ,νπόηε, όηαλ x . έρνπκε u ) 

νπόηε έρνπκε: 
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     
 

 
3

x x

f f xf of x f x
M lim lim 2 2 4

x f x x 

 
      
 
 

. 

Γ5. Δπεηδή ε f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην , έπεηαη όηη γηα νπνηνδήπνηε x , ε f  

ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ . Μ . Τ  ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  

 x 1,x  θαη  x,x 1 , 

νπόηε ππάξρνπλ  1μ x 1,x   θαη  2μ x,x 1  , ώζηε  

 
   

 
   1

f x f x 1
f μ f x f x 1

x x 1

 
    

 
:  (α) θαη 

 
   

 
   2

f x 1 f x
f μ f x 1 f x

x 1 x

 
    

 
:  (β) 

Έρνπκε: 

 

     

         

1 2

f γ.αύμ

1 2

x 1 μ x μ x 1

f μ f x f μ

f x f x 1 f x f x 1 f x .



      

     

      

 

Δίλαη 

    
x
lim f x 1 f x 2


    θαη  

    
 

 

    
x

ω x 1
lim x 1

x ω
x ω 1

lim f x f x 1 lim f ω 1 f ω 2


  
   
 

 
 

     .  

(ζέζακε ω x 1  . Δίλαη  
x
lim x 1


   , νπόηε όηαλ  x  έρνπκε ω ), 

νπόηε, ιόγω ηεο (Σ), πξνθύπηεη όηη  

 
x
lim f x 2


  . (θξηηήξην παξεκβνιήο) 

 

21o                                                Θ Ε Μ Α  Δ
 

Γ1. i Από ηελ δνζείζα ζρέζε γηα 0x y   έρνπκε :   

                0 0 0 0f 0 0 e f 0 e f 0 2.0.0.e f 0 f 0 f 0 f 0 0           

 ii. Γηα θάζε x IR θαη h 0   έρνπκε  
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 

  

x h x h

x h x h h
x x h

hf 0 0
x x h

f (x h) f (x) e f (h) e f (x) 2xhe f (x)

h h

e f (h) e 1 f (x) 2xhe f (h) e 1
e f (x) 2xe

h h h h

f (h) f (0) e 1
e f (x) 2xe

h h









    
 

  
     

 
  

 

Δίλαη όκωο 

 

 

0
hh h0

h 0 h 0 D'LH h 0 h 0

e 1f (h) f (0) e 1 e
lim f '(0) 0 θαη lim lim lim 1

h h 1h

 
 
 

   


 

    


, 

νπόηε: 

                  

    h
x x h

x 0 x 0

f x h f x f (h) f (0) e 1
lim lim e f (x) 2xe

h h h



 

    
    

 
  

 

   

h
x x h

h 0 h 0 h 0

x x 0 x x x

f (h) f (0) e 1
e lim f (x) lim lim 2xe

h h

e f 0 f (x).1 2xe e 0 f (x) 2xe f (x) 2xe



  



 
   

          

  

Άξα ε  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην   κε παξάγωγν  

f ΄(x)=f (x)+2xe 
x
  , γηα θάζε  x  . 

Γ2. Γηα θάζε x IR  έρνπκε : 

 

 

x x x x x

x x

g '(x) e f (x) e f '(x) 2x e f (x) e f (x) 2xe 2x

e f (x) e f (x) 2x 2x 0

   

 

         

     

(Γ1. (i) )

 

Άξα  ε ζπλάξηεζε  g ( x ) = e
 – x 

f ( x ) – x 
2
  είλαη ζ ηα ζ ε ξ ή  ζην  . 

Γ3. Λόγω Γ.2.  έρνπκε όηη γηα θάζε x IR  ηζρύεη : 

x 2 x 2 x 2 x xg(x) c e f (x) x c f (x) e x ce f (x) x e ce           

Δίλαη όκωο  

2 0 0f (0) 0 0 e ce 0 c 0       

άξα 

 
2 x

f(x) x e , x IR 
   

(ηθαλνπνηεί ηελ ππόζεζε) 

Γ4. Δίλαη  

2 xf (x) x e 0   γηα θάζε x IR  

Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο 
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♦ Αλ t 0  ηόηε ην ε κ β α δ ό λ  πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f , 

ηνλ άμνλα x x , ηνλ άμνλα y y  
(δειαδή ηελ επζεία x 0 ) θαη ηελ επζεία  x=t, είλαη  

         
0 0

2 x

t t
E(t) f (x)dx x e dx   

0 00
2 x 2 x x

tt t
x (e ) dx x e 2xe dx        

      

0
2 t x

t
0 t e 2 x(e ) dx   

00
2 t x x

t t
t e 2 xe 2 e dx        

          

0
2 t t x

t
t e 2(0 t e ) 2 e       

2 t t tt e 2te 2(1 e )      

                  
2 t t tt e 2te 2e 2     η.κ. 

♦ Αλ t 0  ηόηε ην δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη : 

t 0
2 t t t

0 t
E(t) f (x)dx f(x)dx t e 2te 2e 2 η.κ         

Γ5. Δίλαη : 

 t

t
lim e 0


  

 
   

 

22( ) 0
2 t

tt t D.L H. t t

tt
lim ( t e ) lim lim

e
e

 
 

   

    




   


t tt t D.L H.

2t 2t
lim lim

e e

 
 
 

   


 


 

 
 

 

t

tt t tt

2t 2
lim lim lim ( 2e ) 0

e
e

  


    


 

 

 

t t

t tt t D.L H. t t tt

2t2t 2
lim (2t e ) lim lim lim lim ( 2e ) 0

e e
e

 
 
 

     


     


 

Οπόηε  

2 t t t

t t
lim E(t) lim ( t e 2te 2e 2) 0 0 0 2 2 η.κ
 

           

ii. Έρνπκε : 
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2 t t tE(t) t e 2te 2e 2    t 2

t

2
e t 2t 2

e

 
    

 
 

Δίλαη 

  t

t
lim e


    

  2 2

t t
lim (t 2t 2) lim t
 

       

 • 
tt

2
lim 0

e
 . 

Οπόηε 

         

2

tt

2
lim t 2t 2

e

 
     

       

θαη   
   

t
lim E(t)

 


      η.κ. 

 

 

 

22o                                              Θ Ε Μ Α  Β                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Β1. Έρνπκε: 

     

   f x f x

2

4x
e e

x 1


  


 

   2f x f x

2

4x
e e 1 0

x 1
   


 

         2f x f x2 2x 1 e 4xe x 1 0 , x 1 , 1         

Θέηνπκε  f x
w e , νπόηε έρνπκε,  

   2 2 2x 1 w 4xw x 1 0     . 

Δίλαη: 

 
2

2 2Γ 16x 4 x 1     

 2 4 24 4x x 2x 1     

   
2

4 2 24 x 2x 1 4 x 1 0      . 
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Οπόηε, 

 
 

 

  

 
  

2
2

2
2

2

2 2

2

x 12x x 1
x 1 x 1x 14x 2 x 1

w ή ή
2 x 1

2x x 1 x 2x 1

x 1 x 1 x 1

    
     

    
  

     
   

 

=

 

  

  

  
2

x 1 x 1
0 , αθνύ x 1,1

x 1 x 1

ή ή

1 xx 1 0 , αθνύ x 1,1
x 1x 1 x 1


      


 

       
  

 

Πξέπεη όκωο w 0  (αθνύ  f x
w e 0  ). 

Οπόηε είλαη  

                           

 f x1 x 1 x
w e

1 x 1 x

 
  

   

   
1 x

f x ln , x 1,1
1 x

 
    

 
. 

Β2. Γηα θάζε  fx D 1,1    ηζρύεη 
fx D   θαη 

 
 

 
   

1
1 x 1 x 1 x 1 x 1 x

f x ln ln ln 1 ln ln f x
1 x 1 x 1 x 1 x 1 x

              
                                    

νπόηε ε f  είλαη π ε ξ η η ηή . 

Β3. Δίλαη: 

 
1 x 1 1 x

f x ln
1 x1 x 1 x

1 x

      
            



 

     

 
2

1 1 x 1 x 11 x

1 x 1 x

     
 

 
 

  

2
0

1 x 1 x


 

 
, γηα θάζε  x 1,1  . 
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Δπνκέλωο ε f  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  1,1 . 

Άξα ε f  είλαη 1 1 , νπόηε ε f  έρεη αληίζηξνθε ζπλάξηεζε θαη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 

1f   είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ   f 1,1  ηεο f . 

Έζηω y . Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε  f x y  κε άγλωζην ην x . 

Έρνπκε: 

  y1 x 1 x
f x y ln y e

1 x 1 x

  
      

  
 

   
 y y y y1 x e xe x 1 e 1 e         

 y1 e 0 y

y

1 e
x

1 e

 


 


 

Γηα λα αλήθεη ν 
y

y

1 e
x

1 e





 ζην  fD 1,1   πξέπεη θαη αξθεί λα ηζρύεη: 

y yy

y yy y

1 11 e 1 e1 e
1 1

1 e 2e 01 e 1 e

       
     

    

, πνπ ηζρύνπλ γηα θάζε y . 

Δπνκέλωο είλαη  

  f 1,1   θαη  
y

1

y

1 e
f y

1 e

 



. 

Άξα ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηεο f  νξίδεηαη ωο εμήο:  1f :   κε 

 
x

1

x

1 e
f x

1 e

 



. 

Β4. Πξέπεη αξρηθά λα ηζρύνπλ: 

     fx , 3x 1 , 4x 1 D 1,1      

Γειαδή, 

1 x 1
1

1 3x 1 1 0 x
2

1 4x 1 1

  

      
   

 

Έηζη έρνπκε: 
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            2f x f 3x 1 f 4x 1 f x f 3x 1 f 4x 1

1
x 0,

2

       

  

  
 

 

                              

             2f x f x f 3x 1 f 3x 1 f 4x 1 f x f 4x 1 0

1
x 0,

2

        


   
  
 

 

                               

             f x f x f 3x 1 f 4x 1 f x f 3x 1 0

1
x 0,

2

       


   
  
 

 

         f x f 4x 1 f x f 3x 1 0

1
x 0,

2

     


   
  
 

 

       

       

f x f 4x 1 0 θαη f x f 3x 1 0

ή

f x f 4x 1 0 θαη f x f 3x 1 0

1
x 0,

2

       
 
 
        


 
   

 

     

     

f 4x 1 f x f 3x 1

ή

f 3x 1 f x f 4x 1

1
x 0,

2

     
 
 
      


 
   

 

 f :γλ.θζίλνπζα

4x 1 x 3x 1

ή

3x 1 x 4x 1

1
x 0,

2

     
 
 
      


     
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 

1 1
x θαη x

3 2

ή
1 1

x ,1 1
x θαη x αδύλαηε 3 2

2 3

1
x 0,

2

  
   

  
 
   

            
  

  
  
 

 

Δπνκέλωο ην ζύλνιν ιύζεωλ ηεο δνζείζαο αλίζωζεο είλαη ην δηάζηεκα  

1 1
,

3 2

 
 
   

 

22o                                              Θ Ε Μ Α  Γ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Γηα θάζε  x 0  είλαη: 

 

     

x x

x x x x

2 2

e e
f x

x

x e e e e g x
... ,

x x



 

 
   

 

   
  

 

όπνπ 

     x x x xg x x e e e e , x       . 

Δίλαη: 

         

     

 

x x x x x x

x x x x x x

x x

g x x e e x e e e e

e e x e e e e

x e e .

  

  



         

      

  

 

Γηα θάζε x 0  είλαη : 

 

   

xe γ.αύμ

x x x x

x x

x 0 x 0x 0
x 0

x x e e e e 0

x e e 0 g x 0.

 



   
     

      

    

 

Γηα θάζε x 0  είλαη: 
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 

   

xe γ.αύμ

x x x x

x x

x 0 x 0x 0
x 0

x x e e e e 0

x e e 0 g x 0.

 



   
      

      

     

 

Αθόκε είλαη   g 0 0  . 

Έηζη γηα θάζε x  ηζρύεη  g x 0  , κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x 0 . 

Δπνκέλωο ε g  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  . 

Έηζη  

  γηα θάζε x 0  ηζρύεη:  

   
  

 
 

 
g 0 0

2

g x
g x g 0 g x 0 0 f x 0

x



       . 

 γηα θάζε x 0  ηζρύεη:  

   
  

 
 

 
g 0 0

2

g x
g x g 0 g x 0 0 f x 0.

x



        

Δμεηάδνπκε αλ ε f  είλαη ζπλερήο ζην 
0x 0 . 

Έρνπκε: 

 
   

 

0 x xx x x x0

x 0 x 0 x 0 x 0

e ee e e e
limf x lim lim lim 2

x 1x

 

   

 
   


 

Άξα ηζρύεη 

  
x 0
limf (x) f 0 2


  . 

Δπνκέλωο ε f  είλαη ζπλερήο ζην 
0x 0 . 

Δπεηδή ηζρύεη  

 f x 0     γηα θάζε  x 0 , 

 f x 0     γηα θάζε  x 0  

θαη ε  f  είλαη ζπλερήο ζην 
0x 0 , έπεηαη όηη ε f  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  θ ζ ί λ ν π ζ α  ζην 

 ,0  θαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  0,  θαη ε f  παξνπζηάδεη ζην 
0x 0   

ν ι η θ ό  ε ι ά ρ η ζ ην , ην  

   minf x f 0 2   

Γ2.  i. Η ζπλάξηεζε   xh x e  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  κε 
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   x xh x e e  
, 

νπόηε γηα α β  ε  h  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ . Μ . Τ  ζην  α,β  νπόηε 

ππάξρεη  μ α,β  ηέηνην, ώζηε: 

 
    β α

μ

β α

μ

h β h α e e
h μ e

β α β α

e e
β α

e

 
    

 


  

 

                                    

β μ α μ
e e β α

      

ii. Έρνπκε: 

β α μ β α
μ

α β α β

2 2

β α β α
α β 2 2μ

2

β α β α
α β 2 2μ

2

e e e e e 1
e

β α β α
e e

e e
e

β α

e e β α
2e f

β α 2

2

 

 





 





 
    

 


  



  
      

 

Έρνπκε:  

  

 
f γ.αύμ 0,

α β
μ

2

β α β α
0 f f 0

2 2

2e 2






  
   

 

  

 

                                                  

 x

α β
μ

2

e γλ.αύμα β
μ

02

e 1

e e

α β
μ 0

2

α β
μ .

2







  

  


   


 

 

Δπεηδή ηζρύεη 
α β

μ
2


  έπεηαη όηη ην μ  είλαη πιεζηέζηεξα ζην β  απ’ όηη ζην α . 
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22o                                               Θ Ε Μ Α  Δ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Γηα θάζε x 0  έρνπκε: 

    
   xf x 2x xf x 2   

   xf x 2x xf x 2

2x 2x


   

   
1 1

f x xf x
x2 x

    

     
1

x f x xf x
x

     

 

    
x 0

xf x ln x


    

 xf x ln x c    , ( c , ζηαζεξά) 

 
ln x c

f x
x


   

Δίλαη 

 
ln1 c

f 1 0 0 c 0
1


     . 

Άξα 

 
lnx

0f x
x

, x  . 

Γ2. Δίλαη: 

 
   

 
2

ln x x ln x xln x
f x

x x

  
    

 
 

1 1 1 1
x ln x ln x

2 ln xx 2 x x 2 x

x x 2x x

 


    

Έρνπκε: 
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 
 

2 ln x
0f x 0 2 ln x 0

2x x
x 0x 0

x 0


     

    
   

2

2
ln x 2 ln x lne

0 x e
x 0 x 0

  
     

  
 

 
 

2 ln x
0f x 0 2 ln x 0

2x x
x 0x 0

x 0


     

    
   

2

2
ln x 2 ln x lne

x e
x 0 x 0

  
    

  
 

   2f x 0 x e     

 

 

 

Από ην πξόζεκν ηεο  f x  πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα, πξνθύπηεη όηη ε f  είλαη γ λ ε -

ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  20,e   θαη γ λ ε ζ ί ωο  θ ζ ί λ ν π ζ α  ζην 2e ,  . 

Η f  παξνπζηάδεη κόλν ζην 2

0x e  ( ν ι η θ ό )  κ έ γ η ζ ην  , ην  

   2 2
maxf x f e

e
  . 

Γ3. Γηα  x 0   ηζρύεη θ x θ 0e e 1 0 x    , νπόηε γηα  x 0  ηζρύεη θ xe x . 

Δπνκέλωο γηα λα ηζρύεη θ xe x , γηα θάζε x 0 , πξέπεη θαη αξθεί λα ηζρύεη  

θ xe x  γηα θάζε x 0 . 

Γηα  θάζε x 0  έρνπκε: 

 θ x θ xe x ln e ln x    

θ x ln x   

ln x
θ

x
   

8+x

0+
_

f(x)

f (x)΄

0 e
2
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 f x θ 
 

Δπεηδή ε f  έρεη νιηθό κέγηζην, έπεηαη όηη γηα λα ηζρύεη  f x θ  γηα θάζε x 0 , πξέ-

πεη θαη αξθεί λα ηζρύεη: 

 
2

maxf x θ θ
e

  
 

Δπνκέλωο γηα λα ηζρύεη θ xe x  γηα θάζε x 0  πξέπεη θαη αξθεί  

2
θ

e
 . 

Γ4. Έρνπκε: 

4 αβ

β α eα β e   

 
4 αβ

β α eln α β ln e
 

   
 
 

 

   β α 4 αβ
ln α ln β

e
    

4 αβ
β lnα α lnβ

e
    

β ln α α lnβ 4

eαβ


   

ln α lnβ 4

eα β
    

     
4

f α f β : 1
e

    

Δπεηδή ε f  παξνπζηάδεη κόλν ζην 2

0x e  (νιηθό) κέγηζην, ην  
2

max f x
e

 , έπεηαη 

όηη ηζρύνπλ: 
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  
2

f α
e

  , κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα 2α e . 

  
2

f β
e

 ,  κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα 2β e . 

Δπνκέλωο  είλαη     
4

f α f β
e

    , κε ηελ  ηζόηεηα  λα  ηζρύεη  κόλν  

  αλ     2α e     θαη  2β e . 

Έηζη γηα λα ηζρύεη    
4

f α f β
e

   πξέπεη θαη αξθεί  λα είλαη  

2
α β e   

Γ5. Η ζπλάξηεζε  
ln x

f x
x

  είλαη ζπλερήο ζην 21,e    ωο πειίθν ζπλερώλ ζπλαξ-

ηήζεωλ θαη γηα θάζε 2x 1,e    ηζρύεη  f x 0  , αθνύ: 

 ln x:γλ.αύμνπζα
2

ln x ln1 0
1 x e

x 0

 
   


 

ln x
0 f x 0

x
    

Οπόηε ην ε κ β α δ ό λ  ηνπ ρωξίνπ Ω  είλαη: 

   
 

2 2e e

1 1

ln x
dx 2 x ln xdx

x
E


    

 
2

2 e
e

1
1

2 x ln x 2 x ln x dx  
    

  
2e

2 2

1

1
2 e ln e 0 2 x dx

x
     

2e

1

1
4e 2 dx

x
    

2e

1
4e 2 2 x  

   4e 4 e 1    

4 η.κ  


