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1.      f f (x) 2f x 4 x : 1                        f 2 0 : 2  

Έζηω 
1 2x ,x   κε  

   1 2f x f x . 

Έρνπκε 

     

   
     

   

1 2

1 2

1 2

f f x f f x
f x f x

2f x 2f x

 
  



   

 

         1 1 2 2f f x 2f x f f x 2f x


       

                                 
 1

1 2 1 2 1 24 x 4 x x x x x          

Άξα ε f  είλαη ζπλάξηεζε 1 1 . 

Β2. Δπεηδή ε f  είλαη γνηζίυρ μονόηονη ζην , 

έπεηαη όηη                                                ή 

ε f  ζα είλαη γνηζίυρ αύξοςζα ζην   

ή 

ε f  ζα είλαη γνηζίυρ θθίνοςζα ζην . 

Υπνζέηνπκε όηη ε f  είλαη γνηζίυρ αύξοςζα ζην , 

ηόηε γηα 

1 2x ,x   κε 
1 2x x  

έρνπκε  

      

     

   
 

1 2

1 2

1 2

f f x f f x
x x αθνύ ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην

2f x 2f x

 
  



 

       
 

         
 1

1 1 2 2f f x 2f x f f x 2f x


       
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1 2 1 2 1 24 x 4 x x x x x          

ΑΤΟΠΟ, αθνύ είλαη 
1 2x x . 

Δπνκέλωο, ε f  δελ είλαη γνηζίυρ αύξοςζα ζην  θαη επεηδή ε f  είλαη γνηζίυρ μο-

νόηονη ζην  έπεηαη όηη ε f είλαη γ ν η ζ ί υρ  θθ ί ν ο ς ζ α  ζην . 

Β3. i. Από ηελ  1  γηα x 2  έρνπκε:  

    
  

 
f 2 0

f f 2 2f 2 4 2 f 0 2 0 2


        f 0 2   

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 

   g x f x x  . 

Η g  είλαη ζπλερήο ζην  0,2 , ωο δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ. 

Αθόκε, είλαη  

     g 0 f 0 0 f 0 2 0      θαη    g 2 f 2 2 0 2 2 0       ,  

νπόηε είλαη  

   g 0 g 2 0 . 

Άξα ε g  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ θ ε υπ ή μ α ηο ρ  B o l za n o  ζην  0,2 , 

νπόηε ππάξρεη  0x 0,2  ηέηνην, ώζηε  

 0g x 0  

 

 

0 0

0 0

f x x 0

f x x

  

 
 

ii. Από ηελ  1  γηα 
0x x  έρνπκε  

    0 0 0f f x 2f x 4 x    

    0 0 0 0 0f x 2x 4 x , αθνύ f x x      

  0 0 0 0 0x 2x 4 x , αθνύ f x x      

0 04x 4 x 1     

Δπεηδή είλαη  0 0f x x  θαη 
0x 1 , έπεηαη όηη  

 f 1 1 . 

Β4. Τν δεηνύκελν εκβαδό είλαη  
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 
2

0

E f x dx   . 

Γηα θάζε  x 0,2 έρνπκε : 

 
 

         
f

0 x 2 f 0 f x f 2 2 f x 0 f x 0


         
 

 ,  

νπόηε είλαη  

 
2

0

E f x dx  . 

Γηα θάζε  x 0,2 έρνπκε: 

               

            

             

2 2

0 0

2 2 2

0 0 0

f f x 2f x 4 x f f (x) 2f x f x 4 x f x

f f (x) f x 2f x f x dx 4 x f x dx

f f (x) f x dx 2f x f x dx 4 x f x dx : 3

        

      

     

 

  

 

Δίλαη  

       

       

           

2 2

0 0

2

0

2
2 22 2

2

2 2

0

0

0

4 x f x dx 4 x f x dx

2f 2 4f 0 f x dx 2 0 4 2 E E 8 : 4

2f x f x dx [(f (

[(4 x)f (x

x)) ] f 2 f 0 0 2 4 :

)]

5

  

         

      

 



 





 

   
 
 

 
 

     
1

2

u f x
2 0 2du f x dx

u f 0 2
0 2 0u f 2 0

f f (x) f x dx f u du f x dx E : 6

 
  

  
   

          

Από ηελ  3  ,ιόγω ηωλ (4) ,(5) θαη (6) έρνπκε :  

E 4 E 8 2E 4 E 2η.μ.         ,  

ην δεηνύκελν εκβαδό. 
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Γ1. Δίλαη 
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 
ln x 1 ln x

f x ,x 0
x x

  
    

 
. 

 Έρνπκε  : 

               
 f x 0

... 0 x e
x 0

 
   


 

                
 f x 0

... x e
x 0

 
  


 

                
 f x 0

x e
x 0

 
 


 

 

 

 

 

ε f είλαη γ ν η ζ ί υρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην  0,e  θαη γ ν η ζ ί υρ  θθ ί ν ο ς ζ α  ζην  e, . 

Η f  παξνπζηάδεη ζην 
0x e  ο λ ι κ ό  μ έ γ ι ζ η ο , ην  

 max

1
f f e

e
  . 

Γ2. Δίλαη: 

 
 

 
x x x

ln xln x
lim f x lim lim

x x
  

 
   

  
 

x x

1

1xlim lim 0
1 x 

    

Αθόκε:  

 
  

x 0 x 0 x 0

ln x 1
lim f x lim lim ln x

x x

 

     

 
    

 
 

Δπεηδή ε f  είλαη ζςνεσήρ θαη γνηζίυρ αύξοςζα ζην  0,e  έπεηαη όηη  

      
x 0

1
f 0,e lim f x ,f e ,

e

      
 

_
+

max

8+x e

0

0

f (x)΄

f(x)
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Δπεηδή ε f  είλαη ζςνεσήρ θαη γνηζίυρ θθίνοςζα ζην  e,  έπεηαη όηη  

      
x

1
f e, lim f x ,f e 0,

e

       
 

Δπνκέλωο ην ζύνολο ηιμών ηεο f  είλαη ην  

        
1 1 1

f 0, f 0,e f e, , 0, ,
e e e

     
            

     
 

Γ3. Γηα θάζε x 0  είλαη θαλεξό όηη ηζρύεη θxe 0 x   ,νπόηε  γηα θάζε  

x 0  ηζρύεη : θxe x  . 

Δπνκέλωο γηα λα ηζρύεη θxe x   γηα θάζε x R  πξέπεη θαη αξθεί λα ηζρύεη  

θxe x  γηα θάζε x 0 . 

Γηα x 0  ηζρύνπλ νη ηζνδπλακίεο 

 θx θxe x ln e ln x    

θx ln x   

ln x
θ

x
   

 f x θ   

Δπεηδή ε  
ln x

f x ,x 0
x

   έρεη νιηθό κέγηζην έπεηαη όηη γηα λα ηζρύεη  f x θ  

γηα θάζε x 0  πξέπεη θαη αξθεί λα είλαη 
maxf θ . 

Δπνκέλωο, ε κηθξόηεξε ηηκή ηνπ θ  γηα ηελ νπνία ηζρύεη θxe x  γηα θάζε x  είλαη 

min max

1
κ f

e
  . 

Γ4. Από ηελ ππόζεζε έρνπκε όηη γηα θάζε  x  ηζρύεη:  

   x x x 3 1 1 1
α β γ x 1 : 1

e α β γ
        

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

   x x x 3
g x α β γ x 1 ,x

e
       

Η  g  είλαη παπαγυγίζιμη ζην R   κε   

  x x x 3
g x α lnα β lnβ γ ln γ

e
      
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Παξαηεξνύκε όηη  

   1 1 1 3 1 1 1
g 1 α β γ 1 1

e α β γ

             

Έηζη από ηελ  1  πξνθύπηεη όηη ηζρύεη  

   g x g 1  ,  γηα θάζε x . 

Δπνκέλωο ε g  παξνπζηάδεη ελάσιζηο ζην  
0x 1  ,( εζωηεξηθό ζεκείν ηνπ  ), 

νπόηε  ζύκθωλα κε ην θ ε ώπ η μ α  F e r m a t  ηζρύεη : 

  1 1 1 3
g 1 0 α .lnα β .lnβ γ .ln γ 0

e

           

lnα lnβ ln γ 3

α β γ e
     

       
3

f α f β f γ : Σ
e

     

Δπεηδή ε f  παξνπζηάδεη ολικό μέγιζηο  κόλν ζην 
0x e , ην  max

1
f f e

e
  . 

έπεηαη όηη ηζρύεη  
1

f x
e

  γηα θάζε x 0  κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν όηαλ x e . 

 Έηζη, ηζρύνπλ :  

                           
1

f α
e

  , κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν όηαλ α e  

                          
1

f β
e

   , κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν όηαλ β e   

θαη  

                          
1

f γ
e

  ,  κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν όηαλ  γ e . 

Δπνκέλωο είλαη  

     
3

f α f β f γ
e

    ,  

κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν όηαλ α β γ e    . 

Έηζη γηα λα ηζρύεη ε  Σ  πξέπεη θαη αξθεί λα είλαη α β γ e   . 

Δπνκέλωο είλαη  

α β γ e    
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Γ1. Γηα θάζε x 0  έρνπκε: 

     

 

 

 

 

2f x

t f x

2

f x

x
e dt 1

2 f x


 

  

 

 

 

 

2f x

f x t

2

f x

x
e e dt 1

2 f x


  

  

 

 

 

 

2f x

f x t

2

f x

x
e e dt 1

2 f x


  

  

 

 

 

 

2f xf x t

2f x

x
e e 1

2 f x

      
 

      
 

f x 2f x f x

2

x
e e e 1

2 f x


   


 

 

 
f x

2

x
e 1 1

2 f x
   


 

 

 
f x

2

x
e

2 f x
 


 

      f x2
2 f x e x : 1    

ii. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

   2 xg x 2 x e , x   . 

Δίλαη: 

      2 x 2 xg x 2 x e 2 x e
       

 x 2 x2xe 2 x e    

 2 xx 2x 2 e    

 
2 xx 1 1 e 0    

 
, γηα θάζε x . 
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Δπνκέλωο ε g  είλαη γνηζίυρ αύξοςζα ζην . 

Η ζρέζε  1  κε ηε βνήζεηα ηεο g  γξάθεηαη     g f x x : 2  (γηα θάζε x 0 ). 

Έζηω  1 2x ,x 0,   κε 
1 2x x . 

Έρνπκε: 

 

         
2

1 2 1 2 1 2x x g f x g f x f x f x     , 

 αθνύ ε g  είλαη γνηζίυρ αύξοςζα ζην . 

Δπνκέλωο γηα θάζε  1 2x ,x 0,   κε 
1 2x x  ηζρύεη  

   1 2f x f x ,  

νπόηε ε f  είλαη γ ν η ζ ί υρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην  0, . 

iii. Η  g  , ωο γνηζίυρ μονόηονη ζην gD  , είλαη 1 1 . 

 Έζηω y .  

Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε  f x y  κε άγλωζην ην x .  

Έρνπκε :  

 
 

    
 

 
g :1 1 2

f x y g f x g y x g y


      

                                                 2 y

fx y 2 e D 0,      ( γηα θάζε  y ). 

Δπνκέλωο γηα θάζε y  ε εμίζωζε  f x y  έρεη ιύζε (ωο πξνο x ) ζην  

 fD 0,   ε νπνία είλαη  2 yx y 2 e  , 

νπόηε είλαη   f 0,   θαη  

επεηδή είλαη θαη   f 0,  , πξνθύπηεη όηη 

  f 0,  . 

Γ2. Δπεηδή ε f  είλαη γνηζίυρ αύξοςζα θαη ζςνεσήρ ζην  0, , έπεηαη όηη  

       
xx 0

f 0, lim f x , lim f x
 

  . 

Δίλαη όκωο θαη     f 0, ,     ,  

νπόηε ηζρύεη 
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      
xx 0

lim f x , lim f x ,
 

   . 

Δπνκέλωο είλαη: 

 
x 0

lim f x


   θαη  
x
lim f x


  . 

Γ3. Η f  ωο γνηζίυρ μονόηονη ζην  fD 0,   είλαη ζπλάξηεζε 1 1 , 

νπόηε ε f  έρεη ανηίζηποθη ζπλάξηεζε θαη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 1f   είλαη ην ζύνολο 

ηιμών    f 0,   ηεο f . 

Αθόκε ,επεηδή ηζρύεη ε ηζνδπλακία :  

   2 yf x y x y 2 e    , 

έρνπκε όηη 

   1 2 yf y y 2 e , y    . 

Δπνκέλωο ε ανηίζηποθη ζπλάξηεζε ηεο f  νξίδεηαη ωο εμήο:  

1f :   κε    1 2 x
f x x 2 e
   . 

Γ4. Η ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο ζην  2,3e , νπόηε ην δεηνύκελν εμβαδό είλαη  

 
3e

2

E f x dx  .  

Γηα ην νινθιήξωκα  
3e

2

f x dx  ζέηνπκε  u f x , νπόηε είλαη  

   1 2 ux f u u 2 e    θαη  2 udx u 2u 2 e du   . 

 Γηα x 2  έρνπκε  
  

  
12 f 0

1u f 2 f f 0 0



   . 

 Γηα x 3e  έρνπκε  
  

  
13e f 1

1u f 3e f f 1 1



   . 

Έηζη έρνπκε  

   
1 1

2 u 3 2 u

0 0

E u u 2u 2 e du u 2u 2u e du       . 

Δίλαη : 

 3 2 uu 2u 2u e    
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     

   

3 2 u 2 u 2 u

u u u u

u 2u 2u e 3u 4u 2 e 3u 4u 2 e

6u 4 e 6u 4 e 6e 6e

         

     
 

          3 2 u 2 u u uu 2u 2u e 3u 4u 2 e 6u 4 e 6e
   

          

 3 2 2 uu 2u 2u 3u 4u 2 6u 4 6 e
         

 
 

  3 2 uu u 4u 4 e


     

Άξα, 

  
1

3 2 u

0

E u u 4u 4 e du


     

 
1

3 2 u

0
u u 4u 4 e    

 
 

 0 4 4 η.κ.     

Γ5. Γηα ην νινθιήξωκα  
x

α

f t dt  ζέηνπκε  u f t , νπόηε είλαη  

 1t f u  θαη    1dt f u du 
 . 

 Γηα t α  είλαη  u f α . 

 Γηα t x  είλαη  u f x . 

Άξα  

     
 

 

   
 

 f x f xx

1 1

α f α f α

f t dt u f u du t f t dt  
    . 

Έηζη έρνπκε: 

                      
 

 

 
f x x

1

f α α

f t dt f t dt     
 

 

   
 

 f x f x

1 1

f α f α

f t dt t f t dt  
    

       
 

 f x

1 1

f α

t f t t f t dt    
 
   

 

 f x

1

f α

tf t dt 
   

 
 

 f x
1

f α
tf t             1 1f x f f x f α f f α      xf x αf α   

Άξα γηα θάζε  x 0,   ηζρύεη: 
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 
 

 

     
f x x

1

f α α

f t dt f t dt xf x αf α
     . 

  

 

14o                                               Θ Ε Μ Α  Β                       ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Β1. Δίλαη    f εθx 2x : 1 . 

Από ηελ  1  παξαγωγίδνληαο ηα κέιε ηεο ωο πξνο x , έρνπκε όηη γηα θάζε 

π π
x ,

2 2

 
  
 

 ηζρύεη: 

      f εθx 2x   

  f εθx εθx 2   

  2f εθx 1 εθ x 2    

   
2

2
f εθx : 2

1 εθ x
 


 

Έζηω α  έλαο νπνηνζδήπνηε πξαγκαηηθόο αξηζκόο. 

Δπεηδή ην ζύνολο ηιμών ηεο  θ x εθx ,
π π

x ,
2 2

 
  
 

 είλαη ην , 

έπεηαη όηη ππάξρεη 0

π π
x ,

2 2

 
  
 

, ώζηε  

0εθx α . 

Από ηελ  2  γηα 
0x x  έρνπκε: 

   0 2 2

0

2 2
f εθx f α

1 εθ x 1 α
   

 
, γηα νπνηνδήπνηε α . 

Δπνκέλωο είλαη  

 
2

2
f x

1 x
 


 γαη θάζε x . 

Γειαδή γηα θάζε x  είλαη  
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 
2

2
f x 0

1 x
  


  

θαη ζπλεπώο ε f  είλαη γ ν η ζ ί υρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην . 

Β2. Δπεηδή ε f  είλαη ζςνεσήρ ζην  (ωο παπαγυγίζιμη ζην ) θαη γνηζίυρ αύ-

ξοςζα ζην  ( από ην 1
ν
 εξώηεκα ), 

έπεηαη όηη  

      
x x

f lim f x , lim f x
 

 . 

Από ηελ  1  θαη επεηδή ππάξρνπλ ηα όξηα 

  
x
lim f x


 θαη  
x
lim f x


 

έρνπκε: 

    
 

 

π
x

2

w εθx

wπ π
x x

2 2 lim εθx

lim f εθx lim 2x lim f w π
 






 
   

 
 
 

   . 

Δπνκέλωο  

 
x
lim f x π


 . 

    
 

 

π
x

2

u εθx

uπ π
x x

2 2 lim εθx

lim f εθx lim 2x lim f u π
 






 
   

 
 
 

    . 

Δπνκέλωο 

 
x
lim f x π


  . 

Δπνκέλωο είλαη  

        
x x

f lim f x , lim f x π,π
 

   . 

Β3. Η f  , ωο γνηζίυρ αύξοςζα ζην ,  είλαη ζπλάξηεζε 1 1  θαη ζπλεπώο ανηι-

ζηπέθεηαι. 

Από ηελ  1  έρνπκε όηη γηα θάζε 
π π

x ,
2 2

 
  
 

 ηζρύεη: 

        1 1 1f f εθx f 2x εθx f 2x : 3     . 
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Από ηελ  3  ζέηνληαο όπνπ x  ην 
 f x

2
 (

 f x π π
,

2 2 2

 
  
 

), 

έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη: 

     

   1
f x f x

εθ f 2
2 2


   

    
   

 

 
  1

f x
εθ f f x

2


 

  
 

 

 f x
εθ x

2

 
   

 
 

Β4. Έρνπκε 

     f α f β 2 α β : 4   . 

Γηαθξίλνπκε: 

α. Αλ α β  , ηόηε ε  4  ηζρύεη ωο ηζόηεηα. 

β. Αλ α β , ηόηε ε ζπλάξηεζε f , ωο παπαγυγίζιμη ζην , ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπν-

ζέζεηο ηνπ θ ε υπ ή μ α ηο ρ  μ έ ζ η ρ  η ι μ ή ρ  ζην  α,β , 

νπόηε ππάξρεη  μ α,β  κε: 

    

 
       f β f α f α f β

f μ
β α α β

 
   

 
 

   
 

2 2

f α f β 2 2
f μ 2

α β 1 μ 1 μ


    

  
 

   f α f β
2

α β


 


 

   f α f β 2 α β     

γ. Αλ α β , ηόηε εξγαδόκελνη νκνίωο θαηαιήγνπκε όηη θαη πάιη ηζρύεη : 

   f α f β 2 α β   . 

Δπνκέλωο γηα θάζε α,β  ηζρύεη :  

   f α f β 2 α β    . 
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14o                                              Θ Ε Μ Α  Γ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

     xg x e x f x , x   . 

Από ηελ ππόζεζε έρνπκε όηη γηα θάζε x,y  ηζρύεη: 

       x y y xe x f x e e y f y e      

     y xg x e g y e : 1     

Από ηελ  1  κε ελαιιαγή ηωλ γξακκάηωλ x  θαη y  έρνπκε όηη γηα θάζε x,y   

ηζρύεη: 

     x yg y e g x e : 2   . 

Από ηηο  1  θαη  2  πξνθύπηεη όηη γηα θάζε x,y  ηζρύεη  

     y xg x e g y e : 4   . 

Από ηελ  4  γηα y 0  έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη: 

   0 xg x e g 0 e     

       x 0 xe x f x 1 e 0 f 0 e       

  

   
f 0 1

x xe x f x 1 1 e


      

     x xe x f x e : 5    

Γηα θάζε x 0  ηζρύεη:  ln x x 1 : α  . 

Από ηελ  α  ζέηνληαο όπνπ x  ην xe  (είλαη xe 0  γηα θάζε x ) έρνπκε όηη  

γηα θάζε x  ηζρύεη: 

 x x x x x xln e e 1 x e 1 e x 1 x e x e x 0              . 

Έηζη από ηελ  5  πξνθύπηεη όηη  

 
x

x

e
f x , x

e x
 


. 

Γ2. Δίλαη  

 
     

 

x x x x

2
x

e e x e e x
f x

e x

   
 



   

 

 

 

x x x x x

2 2
x x

e e x e e 1 e 1 x

e x e x

   
 

 
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Έρνπκε: 

  
 

 

x

2
x

e 1 x
f x 0 0 1 x 0 x 1

e x


        


 

  
 

 

x

2
x

e 1 x
f x 0 0 1 x 0 x 1

e x


        


 θαη 

  
 

 

x

2
x

e 1 x
f x 0 0 1 x 0 x 1

e x


        


 

 

 

Από ην πξόζεκν ηεο  f x  πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα πξνθύπηεη όηη  

ε f  είλαη γνηζίυρ αύξοςζα ζην  ,1  θαη γνηζίυρ θθίνοςζα ζην  1, , 

νπόηε ε f  παξνπζηάδεη ζην 
0x 1  ο λ ι κ ό  μ έ γ ι ζ ηο , ην νπνίν είλαη  

   
e

maxf x f 1
e 1

 


. 

Δίλαη:  

  
x

xx x

e
lim f x lim 0

e x 
 


  (αθνύ x

x
lim e 0


  θαη  x

x
lim e x


   ) 

  
x

xx x x

x

e 1 1
lim f x lim lim 1

xe x 1 0
1

e

  
   

 


  

(αθνύ 
 

 

1

x xx DLH x xx

xx 1
lim lim lim 0

e e
e

   
   
    

  


   


). 

Δπεηδή ε f  είλαη ζπλερήο θαη γνηζίυρ αύξοςζα ζην  ,1  έπεηαη όηη 

      
x

e
f ,1 lim f x ,f 1 0,

e 1

       
. 

Δπεηδή ε f  είλαη ζπλερήο θαη γνηζίυρ θθίνοςζα ζην  1,  έπεηαη όηη 

8_

8+x

f(x)

f (x)΄

1

0
_

+

max
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      
x

e
f 1, lim f x ,f 1 1,

e 1

       
. 

Δπνκέλωο ην ζ ύ ν ο λ ο  η ι μ ών  ηεο f  είλαη 

       
e e e

f f ,1 f 1, 0, 1, 0,
e 1 e 1 e 1

     
                 

. 

Γ3. Γηα θάζε x  έρνπκε: 

  x x xθ 1 e θx θe e θx       

          
 

 
 

xe x 0 x
x x

x

e
θ e x e θ f x θ

e x

 

      


 

Δπεηδή ε f  έρεη ολικό μέγιζηο, έπεηαη όηη γηα λα ηζρύεη  f x θ  γηα θάζε x   

πξέπεη θαη αξθεί λα ηζρύεη  

 
e

maxf x θ θ
e 1

  


.  

Δπνκέλωο ε κηθξόηεξε ηηκή ηνπ θ  γηα ηελ νπνία ηζρύεη  

  xθ 1 e θx   γηα θάζε x  

είλαη ην  

0

e
κ

e 1



 

Γ4. Γηα θάζε x  ηζρύεη 

   f x maxf x  

x

x

e e

e x e 1
  

 
 

   x xe e x e 1 e     

   x x 1e x e 1 e : β     

Λόγω ηεο  β  ηζρύνπλ: 
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 

 

 

 

1 1

2 2

2016 2016

α α 1

1

α α 1 ζεηηθά κέιε
2

α α 1

2016

e α e 1 e

e α e 1 e

...

e α e 1 e







   


  



   

 

             1 2 201620161 2
2016 α 1 α 1 ... α 1αα α

1 2 2016e α e α ... e α e 1 e
     

          

         1 2 201620161 2
2016 α α ... α 2016αα α

1 2 2016e α e α ... e α e 1 e
   

           

 =        
2016 2016 2016 20162016 2016 0e 1 e e 1 e e 1 1 e 1         

Άξα ηζρύεη  

       20161 2
2016αα α

1 2 2016
e α e α ... e α e 1         

Γ5. Έρνπκε: 

      

1 x

x x

1 x 2e

e x xe x ln x e 1



 
   

 

  

x x

x x x

e xe 2e

e x e 1xe ln e ln x
  

  
 

 

   

x

x

ln xex

x ln xe x

e e 2e

e x e 1e ln xe

  
 

 

      x 2e
f x f ln xe : E

e 1
  


    ,   (x>0). 

Δπεηδή ε f  παξνπζηάδεη κόλν ζην 
0x 1  ολικό μέγιζηο, ην  

   
e

maxf x f 1
e 1

 


,  

έπεηαη όηη γηα θάζε x  ηζρύεη  

 
e

f x
e 1




, 

κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x 1 . 

Έηζη ηζρύνπλ: 

 
e

f x
e 1




 



935 

κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x 1  θαη 

  x e
f ln xe

e 1



  

κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν αλ  xln xe 1 . 

Δπνκέλωο γηα θάζε x 0  ηζρύεη  

    x 2e
f x f ln xe

e 1
 


  

κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν αλ: 

     x 1

x 1 x 1

θαη θαη x 1

ln xe 1 ln 1 e 1 ηζρύεη

  
  

   
 

      

Έηζη γηα λα ηζρύεη 

    x 2e
f x f ln xe

e 1
 


 

πξέπεη θαη αξθεί x 1 , 

νπόηε ε εμίζωζε  E  έρεη κνλαδηθή ιύζε ην 
1x 1 , πνπ ζεκαίλεη όηη θαη  

ε δνζείζα εμίζωζε έρεη μ ο ν α δ ι κ ή  λ ύ ζ η  ην 
1x 1 . 

 

14o                                               Θ Ε Μ Α  Δ                       ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Δπεηδή,  

ε f  είλαη παπαγυγίζιμη ζην  0, , έπεηαη όηη γηα  θάζε x 0  ε f  

  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ . Μ . Τ  ζην  x,2x , 

νπόηε ππάξρεη  μ x,2x , ώζηε λα ηζρύεη : 

   
   

     
f 2x f x

f μ xf μ f 2x f x
2x x


    


 

νπόηε 

       f 2x f x xf ξ : 1   

Γ2. Δίλαη  

                                    

 
   f 2x f x

g x
x

  
   

 
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         
2

2f 2x f x x f 2x f x .1

x

   
  

            1

2

2xf 2x xf x f x xf μ f x

x

       
  

      
2

x 2f 2x f x f μ

x

   
  

     2f 2x f x f μ

x

   
  

Έρνπκε όκωο: 

                           

   

 

 

0 x μ 2x

f μ f 2x ε f είλαη γλ.αύμνπζα ζην 0, ,

f x f 2x αθνύ εf είλαη θπξηήζην 0,

   

     
        

   

                        
 

     f μ f x 2f 2x


      

                             2f 2x f x f μ 0       

                       
       x 0 2f 2x f x f μ

0
x

    
   

                         g x 0    

Δπεηδή είλαη  g x 0   γηα θάζε x 0 , έπεηαη όηη  

ε g  είλαη γ ν η ζ ί υρ  α ύ ξ ο ς ζ α   ζην   0, . 

Γ3. Γηα θάζε x 0  θαη γηα θάζε  t x,2x  

έρνπκε 

        0 x t 2x g x g t g 2x , g 0,         

       x 0 g x g t g 2x

x x x



    

     2x 2x 2x

x x x

g x g t g 2x
dt dt dt

x x x
      

                       

 
 

   
 

2x

x

g x g t g 2x
2x x dt 2x x

x x x
      

 
 

   
2x

x

g t
g x dt g 2x : Σ

x
    
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Δίλαη  

 
   

x x

f 2x f x
lim g x lim

x 


   

                 
   

x

f 2x f x
lim 2

2x x

 
  

 
 

                   2 2016 2016 2016     

(γηα ην 
 

x

f 2x
lim

2x
 ζέηνπκε u 2x . Δίλαη  

x
lim 2x


  , 

νπόηε, όηαλ x  έρνπκε u . Άξα, 
   

x u

f 2x f u
lim lim 2016

2x u 
  ). 

θαη 

 
 

 
x

w 2x
lim 2x

x w
lim g 2x lim g w 2016



 
  
 

 
  , 

νπόηε ιόγω ηεο  Σ θαη ηνπ κ π ι ηη π ί ο ς  π α π ε μ β ο λ ή ρ , πξνθύπηεη όηη  

 2x

xx

g t
lim dt 2016

x
   

Γ4. Έρνπκε: 

                           0 x 2x g x g 2x , g 0,       

        f 2 2x f 2xf 2x f x

x 2x


   

 

        
2x 0

2. f 2x f x f 4x f 2x


     

       2f 2x 2f x f 4x f 2x     

     f 4x 2f x 3f 2x    

Άξα γηα θάζε x 0  ηζρύεη: 

     f 4x 2f x 3f 2x   
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Β1.      x x4f x 2f x e e : 1    . 

Από ηελ  1  ζέηνληαο όπνπ x  ην x  

έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη  

     x x4f x 2f x e e : 2    . 

Οη ζρέζεηο  1  θαη  2  ζρεκαηίδνπλ ην ζύζηεκα 

   

   

x x

x x

4f x 2f x e e

2f x 4f x e e





    


   

 

Δίλαη  

4 2
D 12 0

2 4
    θαη 

       
x x

x x x x x x

f x x x

e e 2
D 4 e e 2 e e 6 e e

e e 4



  




      


 

νπόηε  

 
   x x x x

f x
D 6 e e e e

f x
D 12 2

  
  

 

 

Β2. Γηα θάζε x  ηζρύεη: 

2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

x 1 x x 1 x

x x 1 x 1 x x 1

x 1 x x x 1 0

x x 1 x x 1 0

     

        

       
  

      

 

Β3. Θα δείμνπκε όηη ε f  είλαη ζπλάξηεζε 1 1 . 

Αξθεί λα δείμνπκε όηη ε f  είλαη γνηζίυρ μονόηονη ζην 
fD  . 

Έρνπκε: 

 
x x x xe e e e

f x 0
2 2

   
    

 
, γηα θάζε x  ,  

νπόηε ε f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην . 

Δπνκέλωο ε f , ωο γνηζίυρ μονόηονη ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο ,  είλαη ζπλάξηεζε 1 1 . 

Άξα ε f  έρεη α ν η ί ζ ηπ ο θη  ζπλάξηεζε θαη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 
1f 
 είλαη ην  f . 
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 Δύπεζη ηος  f  και ηος ηύπος ηηρ 
1f 
. 

Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε  f x y  θαη ηελ ιύλνπκε ωο πξνο x . 

Έρνπκε  

                     

 

 

x x

x 2x x

x

2
x x

e e
f x y y

2

1
e 2y e 1 2ye

e

e 2ye 1 0


  

      

   

 

                  
 

 
   

x

2

x 2

2 2

x 2

2

2

1,2

... ω e

ω 2y ω 1 0
e y y 1 0 απνξ.

. Γ 2y 4 4 y 1 0
e y y 1 0 δεθηε

2y 2 y 1
ω y y 1

2

 
 

          
        

     
  

    
 

 

   

 

x 2

x 2

2

f

2

e y y 1

ln e ln y y 1

x ln y y 1

γηα θάζε y , αθνύ  γηα θάζε y )

D

( y y 1 0

   

   

     

   

 

 Δπνκέλωο ην ζ ύ ν ο λ ο  η ι μ ών  ηεο f  είλαη ην  f  θαη είλαη  

   1 2f y ln y y 1    . 

Άξα ε α ν η ί ζ ηπ ο θ η  ζπλάξηεζε ηεο f  νξίδεηαη ωο εμήο : 

1f :   κε    1 2
f x ln x x 1
    . 

Β4. Θέηνπκε 
2ω x x 1   . 

Δίλαη: 

 
 

 

2
2 2

2

2x x

1

2x

x 1 x
lim x x 1 lim

x 1 x

1
lim 0.

x 1 x

 

 
 
 



 
   

 

 
  
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Καη είλαη 2x x 1 0    γηα θάζε  x ,0  . 

Έηζη, όηαλ x  έρνπκε ω 0 ,  

νπόηε είλαη  

     1 2

x x υ 0

lim f x lim ln x x 1 lim lnυ




  

      
  

. 
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Γ1. Έρνπκε  

           

 2

f x 2h f x h f x 2h f x f x h f x

h 3h h h 3

       


 
 

       f x 2h f x f x h f x1 1
2

2h h 3 h h 3

   
   

  
 

γηα θάζε x  θαη  h 0, 3    

Δίλαη:  

   
 

   
 

1

h 0

1

h 2h
lim 2h 0

1

h 0 h 0
1

f x 2h f x f x h f x
lim lim f x

2h h



 
  
 

 

   
    

                                                           θαη  

                      
   

 
   

 

2

h 0

2

h h
lim h 0

2

h 0 h 0
2

f x h f x f x h f x
lim lim f x

h h



 
   
 

 

   
 


 

Έηζη έρνπκε: 

                              

   
2h 0

f x 2h f x h
lim

h 3h

  



 

       
h 0

f x 2h f x f x h f x1 1
lim 2

2h h 3 h h 3

     
    

     

         
1 1 2 1

2f x f x f x f x f x
0 3 0 3 3 3

          
 

 

Δίλαη όκωο 

   
 

2 2h 0

f x 2h f x h 2x
lim f x

h 3h x 1

  


 
 

νπόηε ηζρύεη 
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   
2

2x
f x f x

x 1
 


,  

γηα θάζε x . 

Γ2. Γηα θάζε x  έρνπκε: 

                              
   

2

2x
f x f x

x 1
 

  

    2f x x 1 2xf x    

    2f x x 1 f x 2x 0   

 
     

 

 

2 2

2
2

2

f x x 1 f x x 1
0

x 1

f x
0

x 1

   
 



 
  

 

 

 
 

   

2

2

f x
c , c

x 1

f x c x 1

  


  
 

Έρνπκε , όκωο 

   2f 0 1 c 0 1 1 c 1        

Άξα 

  2
f x x 1, x    

Γ3. Η ζπλάξηεζε   2f x x 1   είλαη παπαγυγίζιμη ζην  , κε  

 f x 2x 
. 

Η εμίζωζε ηεο εθαπηομένηρ  ε  ηεο 
fC  ζην ζεκείν ηεο   0 0Μ x ,f x  είλαη  

    0 0 0y f x f x x x    

   2

0 0 0y x 1 2x x x      

  2

0 0y 2x x 1 x      

Γηα λα δηέξρεηαη ε  ε  από ην  Ο 0,0  πξέπεη θαη αξθεί λα είλαη  

  2 2

0 0 00 2x 0 1 x x 1     
0x 1   
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Γηα 
0x 1  ε εμίζωζε ηεο  ε  γίλεηαη y 2x . 

Γηα
0x 1    ε εμίζωζε  ε  ηεο γίλεηαη y 2x  . 

Άξα νη ε θ α π ηό μ ε ν ε ρ  ηεο 
fC  πνπ δηέξρνληαη από ηελ α π σ ή  ηωλ αμόλωλ είλαη νη 

επζείεο 

1 2ε : y 2x, ε : y 2x    

Γ4. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 

 
 

 2 x

x

f x
g x x 1 e , x 0

e

     

Δίλαη 

      x 2 x 2 xg x ... 2xe x 1 e x 1 2x e              
2 xx 1 e , x 0    

Γηα θάζε    x 0,1 1,    ηζρύεη  g x 0   θαη ε g   είλαη ζςνεσήρ ζην 
0x 1 , 

νπόηε ε g  είλαη γνηζίυρ θθίνοςζα ζην  0, . 

 

 

 

 

 

Δπεηδή ε g   είλαη γνηζίυρ θθίνοςζα ζην  0, , 

έπεηαη όηη γηα θάζε x 0  ηζρύεη  

   
   

x 0

f x f 0 1
g x g 0 1

e e 1
       

  x
f x e

 

 

15o                                               Θ Ε Μ Α  Δ                       ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Έρνπκε  

         2 2 2 2x f x y f y x f y y f x : 1      . 

Έζηω 
1 2x ,x   κε 

1 2x x . 

Λόγω ηεο  1  έρνπκε όηη ηζρύεη : 

     
       2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 2 1x f x x f x x f x x f x        

8+x

g(x)

g (x)΄

10

0
__
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       2 2 2 2

1 1 1 2 2 2 2 1x f x x f x x f x x f x 0         

         2 2

1 1 2 2 1 2x f x f x x f x f x 0         

        2 2

1 2 1 2x x f x f x 0 : 2      

Γηαθξίλνπκε: 

1. 
1 20 x x  , ηόηε ζα έρνπκε : 

 2 2 2 2

1 2 1 2 1 20 x x x x x x 0 : α        

Από ηελ  2 , ιόγω ηεο  α , έρνπκε: 

   1 2f x f x 0   , νπόηε    1 2f x f x  . 

Δπνκέλωο ε f   είλαη γνηζίυρ αύξοςζα ζην  0, . 

2. 
1 2x x 0  , ηόηε ζα έρνπκε: 

 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2x x 0 x x x x 0 : β        

Από  2  θαη  β  πξνθύπηεη όηη 

   1 2f x f x 0   ,  

νπόηε  

   1 2f x f x 
. 

Δπνκέλωο ε f   είλαη γνηζίυρ θθίνοςζα ζην  ,0 . 

Από ηα παξαπάλω πξνθύπηεη όηη f  είλαη κ ο ί λ η  ζην  ,0  θαη κ ς π ηή  ζην 

 0, . 

Γ2. Δπεηδή  

ε f   είλαη γνηζίυρ θθίνοςζα ζην  ,0  θαη γνηζίυρ αύξοςζα ζην  0, , 

έπεηαη όηη ε f   παξνπζηάδεη κόλν ζην 
0x 0  ολικό ελάσιζηο, ην  

   minf x f 0 0   . 

Δπνκέλωο γηα θάζε x  ηζρύεη  

     f x minf x f 0 0      

κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x 0 , νπόηε  

ε f  είλαη γ ν η ζ ί υρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην . 

Γ3. Έρνπκε:  



944 

 
 3

2

f x
f x : 3

x

 
 

 
 

Υπνζέηνπκε όηη ππάξρεη 
0x 0  ώζηε   3

0 0f x x . 

Τόηε ζα είλαη  

  3

0 0f x x  ή   3

0 0f x x . 

Έζηω   3

0 0f x x , ηόηε ζα έρνπκε: 

                       
 

0
2

0

x 0

x 0
03

0 0 02

0

f x
f x x x

x

 
  

     

                 
 

 0

02

0

αθνύ ε  είλαη γλεζίωο
f x

f f x , ( )
x

 αύμνπζα ζην  
 

  
 

 

                 
 

   
3

3 3

0 0 0 0x f x f x x    , ΑΤΟΠΟ!!,αθνύ ππνζέζακε όηη  

  3

0 0f x x . 

Οκνίωο ζε άηνπν θαηαιήγνπκε αλ ππνζέζνπκε όηη  

  3

0 0f x x . 

Από ηα παξαπάλω πξνθύπηεη όηη γηα θάζε x 0 , ηζρύεη   3f x x . 

Μέλεη λα βξνύκε ην  f 0 . 

H  f   είλαη ζςνεσήρ ζην 
0x 0  ,ωο παπαγυγίζιμη ,νπόηε ηζρύεη :  

   
x 0
limf x f 0


  

Άξα  

    3

x 0 x 0
f 0 limf x limx 0

 
    . 

 Έηζη είλαη 

  3f x x , γηα θάζε x 0  θαη  f 0 0 , 

νπόηε είλαη  

  3
f x x , x  (ηθαλνπνηεί ηελ ππόζεζε) 

Γ4.  i. Τν πιήζνο ηωλ θνηλώλ ζεκείωλ ηεο 
fC  κε ηελ επζεία  ε : x y ι   ηζνύηαη κε 

ην πιήζνο ηωλ ιύζεωλ ηεο εμίζωζεο  f x x ι   , νη (πξαγκαηηθέο) ξίδεο ηεο νπνίαο 

είλαη νη ηεηκεκέλεο ηωλ θνηλώλ ζεκείωλ ηωλ 
fC  θαη  ε . 
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Έρνπκε  

   3f x x ι x x ι 0 g x 0         , 

όπνπ 

  3g x x x ι ,x    . 

Έηζη ε εμίζωζε  f x x ι    είλαη ηζνδύλακε κε ηελ εμίζωζε  g x 0 . 

 Η ζπλάξηεζε g  είλαη παπαγυγίζιμη ζην  κε  

  2g x 3x 1 0     γηα θάζε x , 

νπόηε ε g  είλαη γνήζια αύξοςζα ζην . 

 Η g  ωο πνιπωλπκηθή είλαη ζςνεσήρ ζην  0,ι , κε ι 0 . 

Αθόκε είλαη  

 g 0 ι 0       θαη   3g ι ι 0   

Γειαδή  

   g 0 g ι 0 . 

Άξα ε g  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ θ ε υπ ή μ α ηο ρ  B o l za n o  ζην  0,ι , 

νπόηε ππάξρεη  0x 0,ι , ώζηε: 

     0 0 0 0 0g x 0 f x x ι 0 f x x ι        . 

Τν 
0x  είλαη μοναδικό ζην , αθνύ ε g  είλαη γνηζίυρ μονόηονη ζην . 

Δπνκέλωο ε 
fC  θαη ε επζεία  ε  έρνπλ ακπιβώρ ένα κοινό ζημείο. 

Τν ζεκείν απηό έρεη ηεηκεκέλε 
0x 0 , αθνύ  0x 0,ι . 

ii. Η επζεία  ε : y x ι    ηέκλεη ηε 
fC  ζην ζεκείν  3

0 0M x ,x  θαη ηνλ άμνλα x x  

ζην ζεκείν  B ι,0 . 
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Τν εμβαδόν ηνπ ρωξίνπ Ω  πνπ πεξηθιείεηαη από ηε  
fC ,ηνλ άμνλα x x  θαη ηελ επζεία 

 ε , είλαη  

     1 2Δ Ω Δ Ω Δ Ω  , 

όπνπ  1Δ Ω  ην εκβαδόλ ηνπ ρωξίνπ 
1Ω  πνπ πεξηθιείεηαη από  

ηε fC , ηνλ άμνλα x x  θαη ηηο επζείεο x 0  θαη 0x x  θαη  

 2E Ω  ην εκβαδόλ ηνπ νξζνγωλίνπ ηξηγώλνπ ΑΒΜ , όπνπ  

 0Α x ,0 ,  B ι,0  θαη  3

0 0M x ,x . 

Δίλαη: 

    
00 0

xx x 44 4
3 40

1 0

0 0 0

xx 0 1
E Ω f x dx x dx x η.κ.

4 4 4 4

 
      

 
   θαη  

        3

2 0 0

1 1
E Ω ΑΒ ΑΜ ι x x η.κ.

2 2
    (αθνύ 

00 x ι  ) 

Δπνκέλωο είλαη: 

       4 3

1 2 0 0 0

1 1
Δ Ω Δ Ω Δ Ω x ι x x

4 2
      

Δίλαη όκωο: 

     
 0 0f x x ι    

3

0 0x x ι    

3

0 0ι x x    

Οπόηε: 

   4 3 3 6 4

0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1
Δ Ω x x x x x x x η.κ.

4 2 2 4
       

Έρνπκε: 

    
 Δ Ω 36  

6 4

0 0

1 1
x x 36

2 4
    

6 4

0 o2x x 144    

   0h x h 2   
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Όπνπ 

  6 4h x 2x x , x 0   . 

Δίλαη 

  5 3h x 12x 4x 0    , γηα θάζε x 0 . 

Δπνκέλωο ε h  είλαη γνηζίυρ αύξοςζα ζην  0, , νπόηε ε h  είλαη 1 1 . 

Έηζη έρνπκε,  

   0 0h x h 2 x 2   . 

Άξα  

3 3

0 0
λ x x 2 2 10     , 

είλαη ε δεηνύκελε ηηκή. 

 

 

16o                                              Θ Ε Μ Α  Β                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Β1.  

 Δίλαη    
1

f x x ln x 1 0
x

       γηα θάζε x 0 , νπόηε ε f  είλαη γλεζίωο 

αύμνπζα ζην  0, .  

Δπεηδή ε f  είλαη γνηζίυρ μονόηονη ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο, είλαη ζπλάξηεζε 1 1 , 

νπόηε ε f  είλαη ανηιζηπέτιμη θαη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 
1f 
 είλαη ην  *f  . 

 Δίλαη:    
    

x x
lim f x lim x ln x

  

 
     θαη 

   
  0

x 0 x 0
lim f x lim x ln x

 

 

 
    . 

Δπεηδή ε f  είλαη ζπλερήο θαη γνηζίυρ αύξοςζα ζην  0,  έπεηαη όηη: 

        
xx 0

f 0, lim f x , lim f x ,
 

       
 

. 

Άξα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 
1f 
 είλαη ην  

 *
f


 . 
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Β2. Υπνζέηνπκε όηη ε 1f   δελ είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  *f   . 

Τόηε ζα ππάξρνπλ 
1 2x ,x   κε  

1 2x x  θαη    1 1

1 2f x f x  . 

Έρνπκε όκωο:  

   
 

     

f γλ.αύμνπζα
ζην 0,

1 1 1 1

1 2 1 2 1 2f x f x f f x f f x x x

 
  

        , άηνπν , 

αθνύ 
1 2x x . 

Δπνκέλωο 

ε 1f   είλαη γ ν η ζ ί υρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην  *f   . 

Β3. Δπεηδή ε 1f   είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην   f 0,   έπεηαη όηη: 

      1 1 1

x x
f lim f x , lim f x  

 
 . 

Δίλαη όκωο  

   1

ff D 0,    , 

νπόηε 

 1

x
lim f x 0


  θαη  1

x
lim f x


  . 

Αθόκε ηζρύεη  

   1

ff x D 0,     γηα θάζε  *x f   . 

Γειαδή ηζρύεη  1f x 0   γηα θάζε x . 

i.  

 Γηα ην 
  1

x

ln f x
lim

x




 ζέηνπκε  1u f x , νπόηε είλαη  x f u . Δπεηδή 

 1

x
lim f x 0


  θαη  1f x 0   γηα θάζε x , έπεηαη όηη όηαλ x  

 έρνπκε u 0 . 

Άξα: 
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  
 

 

 

1

x DLHu 0 u 0 u 0

u 0 u 0

ln f x lnulnu lnu
lim lim lim lim

x f u u lnu u lnu

1

1ulim lim 1
1 u 1

1
u

  

 

 
  

 

   

 


  

 

  




 

 Γηα ην   1

x
lim xf x


 ζέηνπκε  1u f x , νπόηε είλαη  x f u .  

Οκνίωο, όηαλ x  έρνπκε u 0 . 

Άξα: 

  1

x
lim xf x




     

u 0 u 0
lim f u u lim u u ln u

  
     

 
DLHu 0 u 0 u 0

2

1
1u ln uu ln u ulim lim lim

1 1
1

u u
u

  

 
 
 

  


   

  
 
 

 

 2

u 0

lim u u 0


    . 

ii. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

   g x f x εκx x ln x εκx , x 0      . 

Η g  είλαη ζπλερήο ζην  0,  (ωο άζξνηζκα ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ), νπόηε ε g  είλαη 

ζπλερήο ζην 
3e ,1   . 

Αθόκε είλαη: 

      
3

3 3 3 3

3 3 3 3

1 1 e 1 1
g e e ln e εκ e 3 εκ 2 εκ 0

e e e e

        
              

    

 θαη 

    g 1 1 ln1 εκ 1 1 εκ1 0       ,  ( αθνύ εκ1 1 ). 

Οπόηε 

   3g e g 1 0  . 
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Άξα ε g  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ θ ε υπ ή μ α η ο ρ  B o l za n o  ζην 
3e ,1   , 

νπόηε ππάξρεη    3

0x e ,1 0,1   ώζηε: 

 0g x 0   0 0f x εκx 0    0 0f x εκx   1

0 0f εκx x  . 

Άξα ππάξρεη  0x 0,1 ,  ώζηε   

 1

0 0
f ημx x
  . 

      

16o                                               Θ Ε Μ Α  Γ                       ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1.      2f x f 2 x 2x θx 4 1       

Από ηε ζρέζε (1) γηα x 0  έρνπκε:  

     f 0 f 2 4: α   

Από ηε ζρέζε (1) γηα x 2  έρνπκε:  

     f 2 f 0 12 2θ : β    

Από (α) θαη (β) πξνθύπηεη όηη  

12 2θ 4 2θ 8 θ 4       

Γ2. Από ηελ (1) θαη επεηδή είλαη θ 4   έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη  

     2f x f 2 x 2x 4x 4: 2      

Από ηε (2) παξαγωγίδνληαο ηα κέιε ηεο ωο πξνο x  έρνπκε:  

             
      2f x f 2 x 2x 4x 4     

  

    f x f 2 x 2 x 4x 4        

                                    
     f x f 2 x 4x 4 : 3       

Από ηελ (3) γηα x 0  έρνπκε 

   f 0 f 2 4      

            
       f 0 f 2 0 f 0 f 2         

Δπεηδή γηα 0 2  ηζρύεη    f 0 f 2   θαη ε  f   δόζεθε όηη είλαη γλεζίωο κνλόηνλε 

ζην , έπεηαη όηη  

ε f   είλαη γ ν η ζ ί υρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην . 

Γ3. Από ηε (2) γηα x 0  έρνπκε  

                                             f 0 f 2 4   
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 0 f 2 4        (αθνύ  f 0 0 ) 

                                       f 2 4   

Δπεηδή ηζρύεη  

   f 0 0 2 4 f 2      θαη ε f είλαη ζπλερήο ζην  0,2  (ωο παξαγωγίζηκε ζην ). 

πξνθύπηεη , ζύκθωλα  κε ην θ ε ώπ η μ α  ε ν δ ι ά μ ε ζ υν  η ι μ ών , όηη ππάξρεη  

 0x 0,2 ηέηνηνο, ώζηε  

 0
f x 2 . 

Γ4. Δπεηδή ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην , έπεηαη όηη ε f  ηθαλνπνηεί ηηο 

πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ . Μ . Τ .  ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  00,x  θαη  0x ,2 ,  

νπόηε ππάξρνπλ  

 1 0x 0,x θαη  2 0x x ,2   

ηέηνηνη, ώζηε  

 
   0

1

0 0 0

f x f 0 2 0 2
f x

x 0 x x

 
   


 θαη  

   0

2

0 0 0

f 2 f x 4 2 2
f x

2 x 2 x 2 x

 
   

  
   

Έρνπκε  

   1 2

0 0

1 1 1 1

2 2f x f x

x 2 x

   
 



 

 0 00 0
x 2 xx 2 x 2

1
2 2 2 2

 
      

Άξα ππάξρνπλ  1 2x ,x 0,2  ηέηνηνη, ώζηε 

   1 2

1 1
1

f x f x
 

 
  

Γ5. Έρνπκε :  

     
 f

1 0 2 1 20 x x x 2 x x



          1 2f x f x  
 

                       
 

0

0

x 0
2 x 0

0 0

0 0

2 2
2 2 x 2x

x 2 x

 
   

    


0 0 04 2x 2x 4x 4     
 

0
x 1  
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16o                                               Θ Ε Μ Α  Δ                       ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 

  2 1
g x ln x x 2 , x 0

x

 
     

 
. 

Δίλαη  

 
 2

2 2 2

h xln x 1 2x ln x x 1
g x 2 1

x x x x

 
      ,  

όπνπ  

  2h x 2xln x x 1 , x 0    . 

Δίλαη  

   h x 2ln x 2 2x 2 ln x x 1       . 

Δίλαη γλωζηό όηη γηα θάζε x 0  ηζρύεη ln x x 1   κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα 

x 1 . 

Έηζη γηα θάζε x 0  έρνπκε: 

ln x x 1    

ln x x 1 0     

 2 ln x x 1 0     h x 0   , κε ηελ ηζόηεηα  λα  

ηζρύεη  κόλν γηα x 1 . 

Δπνκέλωο ε h  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  0, . 

Έηζη, έρνπκε: 

 
 

   
  

 
h 1 0h : γλ.θζίλνπζα

x 1 h x h 1 h x 0


    
   

 
x 0 h x

0 g x 0
x



     

 
 

   
  

 
h 1 0h : γλ.θζίλνπζα

0 x 1 h x h 1 h x 0


     
   

 
x 0 h x

0 g x 0
x



     

  
 
2

h 1 0
g 1 0

1 1
     

 

 

 

 

8+x

g(x)

g (x)΄

10

0
_

+

max
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Από ην πξόζεκν ηεο  g x  πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα, πξνθύπηεη όηη  

ε g  είλαη γ ν η ζ ί υρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην  0,1  θαη γ ν η ζ ί υρ  θ θ ί ν ο ς ζ α  ζην  1, , 

νπόηε ε g  παξνπζηάδεη (κόλν) ζην 
0x 1  νιηθό κέγηζην, ην: 

    2 1
maxg x g 1 ln 1 1 2 0

1

 
      

  . 

Δπνκέλωο γηα θάζε x 0  ηζρύεη  

     2 1
g x maxg x ln x x 2 0

x

 
       

   

2 1
ln x x 2

x
   , 

κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x 1 . 

Γ2. i. Δίλαη: 

 
1

f x x
1

ln 1
x

 
 
   

  
  

  

 

2

1
ln 1

x
1

1
ln 1

x

  
  

  
  

  
  

  

 

2

2

1 1

1 x
1

x 1
1

ln 1
x

 
 
 

  
  

  
  

 

 
2

1
1

1
x x 1 ln 1

x

 
  

   
  

 

Από ην Γ1. εξώηεκα έρνπκε όηη γηα θάζε x 0  ηζρύεη: 

 
2 1

ln x x 2
x

    
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κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x 1 . 

Δπνκέλωο γηα θάζε x 0  ηζρύεη: 

2

1 1 1
ln 1 1 2

1x x
1

x

    
        

     

, 

αθνύ γηα θάζε x 0  είλαη 
1

1 1
x

   

Οπόηε: 

    

2

1 1 1
ln 1 1 2

1x x
1

x

    
         

     

 

 

2

1 1 x 1 1 1
ln 1 1

x x x 1 x x 1 x x 1

  
          

    
 

  

 
2x x 1 0 1

x x 1 ln 1 1
x

    
      

  
 

 

ζεηηθά

2
κέιε

1
1

1
x x 1 ln 1

x

  
  

   
  

 

 
2

1
1 0

1
x x 1 ln 1

x

   
  

   
  

 f x 0   

Άξα ε f  είλαη γ ν η ζ ί υρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην *

 . 

ii. Δίλαη: 

  
x 0

1
w 1

x

w1x 0
lim 1

x

1
lim ln 1 lim ln w

x



 
  

 

   
   

  

 
    

 
, νπόηε: 

1

x 0

1
lim 0

1
ln 1

x



 
 
 




 
 

 

. 

Άξα  
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 
x 0 x 0

1
lim f x lim x 0 0 0

1
ln 1

x

  

 
 
     

  
  

  

 

 Αθόκε είλαη: 

 

x

1
u

x

1x x
0, x 0

x
1

lim 0
x

1
lim f x lim x

1
ln 1

x


 
 

 

   
   

 
 
 

 
 
   

  
  

  

 

 u 0

1 1
lim

ln 1 u u

 
    

 

 

 

0

0

DLHu 0

u ln 1 u
lim

u ln 1 u

 
 
 



 
 


 

  

  
u 0

u ln 1 u
lim

u ln 1 u


 




 

 

   
u 0

1
1 1 u

1 ulim
1

ln 1 u u 1 u
1 u



 


  


 

 
u 0

u

u 1lim
u

ln 1 u
u 1





 


 

   u 0

u
lim

u 1 ln u 1 u


  
 

 

    

0

0

DLH u 0

u
lim

u 1 ln u 1 u


 
 
 






  

 

 u 0

1 1
lim

ln 1 u 2 2
 

 
. 

Δπεηδή ε f  είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0,  έπεηαη όηη: 
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      
xx 0

1
f 0, lim f x , lim f x 0,

2 

  
     

   
. 

iii. Γηα θάζε x 0  ηζρύεη: 

    f x f 0,    

   
1 1

f x 0, 0 f x
2 2

 
     

 
 

1 1
0 x

1 2
ln 1

x

   
 
 

 

 

1 1
x x

1 2
ln 1

x

   
 
 

 

 

1
ln 1 0, x 0

x

1
x ln 1 1

x

1 1
x ln 1 1

2 x

  
     

  

  
  

  
 

            

 

x

1
x

2

1
ln 1 ln e

x

1
ln 1 ln e

x



   
    

    
   

          

 

x

ln x

1
γλ.αύμνπζα x

2

1
1 e

x

1
1 e

x



 
  

 
 

 
  

 

 

1
x x

21 1
1 e 1

x x



   
      




  
 

iv. Γηα θάζε x 0  ηζρύεη  

2 1
ln x x 2

x
    ,  

κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x 1 , νπόηε γηα θάζε  x 2,3  ηζρύεη: 
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 
22

2
x 11 x 1 2x

ln x x 2
x x x

 
       

 
2

2
x 1

ln x
x


   

                                     

 

 
 

ζεηηθά κέιε

22

1 x
: α

ln x x 1
 


 

Λόγω ηεο  α  πξνθύπηεη όηη  

 
 

3 3

22

2 2

1 x
dx dx : β

ln x x 1



  . 

Γηα ην νινθιήξωκα 
 

3

2

2

x
dx

x 1
  

ζέηνπκε w x 1  , νπόηε είλαη x w 1   θαη dx dw . 

 Γηα x 2  είλαη w 1 . 

 Γηα x 3  είλαη w 2 . 

Άξα: 

 

3 2

2 2

2 1

x w 1
dx dw

wx 1


 


   

2

2

1

1 1
dw

w w

 
  

 
  

2 2

2

1 1

1 1
dw dw

w w
    

 
2

2

1
1

1
ln w

w

 
   

 
 

 
1 1

ln 2 ln1
2 1

 
    

 
 

1
ln 2

2
   

Έηζη από ηελ  β  πξνθύπηεη όηη  

3

2

2

1 1
dx ln2

2ln x
 
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17o                                               Θ Ε Μ Α  Β                       ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Β1.      3f x f x 8x 2 : 1    

Υπνζέηνπκε όηη ε f  δεν είναι γνηζίυρ αύξοςζα ζην ,  

ηόηε ζα ππάξρνπλ 
1 2x ,x   κε  

1 2x x  θαη    1 2f x f x . 

Έρνπκε:  

   
       

   

f
1 2

1 2

1 2

f f x f f x
f x f x

f x f x

  
  



   

       
 1

3 3

1 1 2 2 1 2f x f x f x f x 8x 2 8x 2        1 2 1 2,8x 8x x x     , 

ΑΤΟΠΟ, αθνύ είλαη 
1 2x x  . 

Δπνκέλωο, ε f  είλαη γ ν η ζ ί υρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην . 

Β2. Από ηελ  1  γηα x 0   έρνπκε  : 

                                                 3f 0 f 0 8 0 2     

                                           3ω ω 2 0 , ω f 0      

  
 

2

2

ω 1 0

ω 1 ω ω 2 0 ή

ω ω 2 0 , Αδύλαηε ζην , αθνύ Γ 7 0

  


      


     

  

 ω 1 f 0 1    . 

Από ηελ  1  γηα x 1  έρνπκε  

      3 3f 1 f 1 8 1 2 y y 10 0, y f 1          

 2

y 2 0

ή

y 2y 5 0 , Αδύλαηε ζην , αθνύ Γ 16 0

  


 


     

 y 2 f 1 2     

Δπεηδή ε f  είλαη ζπλερήο θαη γνηζίυρ αύξοςζα ζην  0,1  έπεηαη όηη  
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      
x 1

f 0,1 f 0 , lim f x





 

Δίλαη, όκωο,  

 f 0 1  θαη    
x 1
lim f x f 1 2


   (αθνύ ε f  είλαη ζπλερήο ζην 

0x 1 ) 

Άξα  

    f 0,1 1,2 . 

Β3. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

   g x f x 8x   

Η g  είλαη ζςνεσήρ ζην  0,1  ωο δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ. 

Αθόκε, είλαη 

   g 0 f 0 8 0     f 0 1 0    θαη    g 1 f 1 8 1      

2 8 6 0     , 

νπόηε  

   g 0 g 1 0 . 

Άξα ε g  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ θ ε υπ ή μ α ηο ρ  Β o l za n o  ζην  0,1 , 

νπόηε ππάξρεη  0x 0,1 ηέηνην ,ώζηε  

   0 0 0g x 0 f x 8x 0   
 

          
 0 0

f x 8x  . 

Β4. Από ηελ  1  γηα 
0x x  έρνπκε  :  

                                   
3

0 0 0f x f x 8x 2     

                  
  

 
0 0f x 8x

3

0 0 08x 8x 8x 2


       
3 3

0 08x 2 8x 2   

 
3

0

2
x

8


 

Β5.Έζηω 
0x  . 

Λόγω ηεο (1) ηζρύνπλ : 

   

   
          

3

3 3

0 0 03

0 0 0

f x f x 8x 2
f x f x f x f x 8x 2 8x 2

f x f x 8x 2

   
        

  
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           

                  

3 3

0 0 0

2 2

0 0 0 0

f x f x f x f x 8 x x

f x f x f x f x f x f x 1 8 x x : 2

      

       
 

 

Δίλαη 

         
 

  
0

f :ζπλερήοζην
2 2 2

0 0 0
x x
lim f x f x f x f x 1 3 f x 1 0,


      
   

νπόηε είλαη 

         
2 2

0 0 0f x f x f x f x 1 0 θνληά ζην x .     

  0Έηζη από ηελ 2 έρνπκε όηη θνληά ζην x ηζρύεη : 

   

         
0

2 2

0 0 0

f x f x 8
,

x x f x f x f x f x 1




   
 

νπόηε είλαη 

   

         
 

  

0 0

0

2 2x x x x
0 0 0

f :ζπλερήοζην

2

0

f x f x 8
lim lim

x x f x f x f x f x 1

8

3 f x 1

 




   

 


 

0Δπνκέλωο ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζε θάζε ζεκείν x κε  

 
  

0 02

0

8
f x , γηα θάζε x .

3 f x 1
  


 

Γειαδή ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην θαη ηζρύεη  

 
  

2

8
f x ,για κάθε x .

3 f x 1
  


 

 

17o                                               Θ Ε Μ Α  Γ                ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1.    x x2f e f e x   : (1) . 

Από ηελ  (1) ζέηνληαο όπνπ x  ην ln x  έρνπκε όηη γηα θάζε x 0  ηζρύεη:  

       ln x ln x

ln x

1 1
2f e f e ln x 2f x f ln x 2f x f ln x

e x

    
          

   
: (2). 

Από ηελ : (2) ζέηνληαο όπνπ x  ην 
1

x
  έρνπκε όηη γηα θάζε x 0  ηζρύεη: 
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   
1 1 1

2f f x ln f x 2f ln x
x x x

     
          

     
  : (3) . 

Οη ζρέζεηο (2) θαη (3) ζρεκαηίδνπλ ην ζύζηεκα:  

 

 

1
2f x f ln x

x

1
f x 2f ln x

x

  
  

  


       

 : (Σ) 

Δίλαη  

2 1
D 3 0

1 2
    θαη  f x

ln x 1
D 3ln x

ln x 2
 


 ,  νπόηε  

 
 f x

D 3ln x
f x ln x

D 3
    . 

Δίλαη εύθνιν λα δηαπηζηωζεί όηη ε  f x ln x  , x 0  ηθαλνπνηεί ηελ ππόζεζε. 

Άξα είλαη 

 f x lnx  , x 0 . 

Γ2. Δίλαη  

 f x ln x ,    
1

f x ln x
x

    . 

Η εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο (ε)  ηεο 
fC  ζην ζεκείν ηεο   0 0M x ,f x ,  

 0x 0   είλαη : 

       0 0 0 0 0 0

0 0

1 1
y f x f x x x y ln x x x y x ln x 1

x x
             . 

Γηα λα δηέξρεηαη ε επζεία (ε) από ην ζεκείν  3
N e , 1  πξέπεη θαη αξθεί λα  

ηζρύεη : 

   
3

3

0 0 0

0 0

1 e
1 e ln x 1 ln x 2 h x 2

x x
           , 

όπνπ  
3e

h x ln x ,x 0
x

    . 

Δίλαη :    
3 3

2

e 1 e
h x ln x 0 , γηα θάζε x 0,

x x x

 
        

 
. 



962 

Δπνκέλωο  ε ζπλάξηεζε h  είλαη  γλεζίωο αύμνπζα  ζην  0,  ,νπόηε  είλαη 1-1. 

Αθόκε  είλαη :    
3

3 3

3

e
h e ln e 3 1 2

e
     . 

Έηζη  έρνπκε  :  
  

   
 

3h e 2 h : 1 1
3 3

0 0 0h x 2 h x h e x e

 

       

Γηα 3

0x e  ε εμίζωζε ηεο επζείαο (ε) γίλεηαη  3

3 3

1 1
y x ln e 1 y x 2

e e
      . 

Άξα (ε) : 
3

1
y x 2

e
    είλαη  ε δεηνύκελε επζεία.  

Γ3. Η ζπλάξηεζε  f x ln x  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  0,  κε  
1

f x
x

   , νπόηε,  

γηα 0<α<β<γ  ,ε f  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ. ζε θαζέλα από ηα 

 δηαζηήκαηα  

 α,β
 , 
 β,γ

. 

Δπνκέλωο, ππάξρνπλ  1μ α,β  θαη  2μ β,γ  , ώζηε  

 
   

1

1

f β f α 1 lnβ lnα
f μ

β α μ β α

 
   

 
 : (4)  θαη  

                            
   

2

2

f γ f β 1 ln γ lnβ
f μ

γ β μ γ β

 
   

 
 : (5). 

Έρνπκε: 

 

 

   

1 2

1 2

γ β 0

β α 0

1 1
0 α μ β μ γ

μ μ

lnβ ln α ln γ lnβ β γ
γ β ln β α ln

β α γ β α β

 

 

       

    
        

     


 

  β α β αγ β γ βln x 0,
β γ β γ

ln ln
α β α β

            
            

           

 

γ β β α
γ β β α β α γ β

γ β β α

γ β γ
γ α β α γ β

α α β

β γ
β β γ α

α β

β γ α
β γ α

β γ α

 
   

 

  

      

      
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β γ α α β γ
α β γ β γ α        

 

17o                                               Θ Ε Μ Α  Δ                ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Γηα θάζε x 0  έρνπκε: 

     21
xf x 1 f x f x

x

 
     

 
 

     21
f x xf x 1 f x

x

 
    

 
 

        

  

f x 0

2

x f x xf x 1
1

xf x

  
    

 

 
 

x 0 x
x ln x

f x

  
    

 
 

 

x
x ln x c

f x
     

Γηα x 1  έρνπκε: 

 

1 1
1 ln1 c 1 0 c c 0

f 1 1
         . 

Άξα γηα θάζε x 0  ηζρύεη  

 

x
x ln x

f x
  . 

Δίλαη  

lnx x 1 x    γηα θάζε x 0 , 

νπόηε  

x ln x 0   γηα θάζε x 0 . 

Έηζη έρνπκε: 

 

x
x ln x

f x
    

  , x 0
x

f x =
x lnx




 

Γ2. Δίλαη: 
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 
     

 
2

x x ln x x x ln xx
f x

x ln x x ln x

     
   

  
 

                                          
2 2

1
x ln x x 1

1 ln xx

x ln x x ln x

 
   

 
 

 
 

Έρνπκε: 

 
 

 
2

1 ln x
0f x 0 1 ln x 0

x ln x
x 0x 0

x 0


    

    
  



 

  ln x 0,ln x 1 lne
0 x e

x 0

  
   


 

 
 

 
2

1 ln x
0f x 0 1 ln x 0

x ln x
x 0x 0

x 0


    

    
  



 

                                                

  ln x 0,ln x 1 lne
x e

x 0

  
  


 

 
 

 
2

1 ln x
0f x 0 1 ln x 0

x ln x
x 0x 0

x 0


    

    
  



 

                                                

 ln x:1 1ln x 1 lne
x e

x 0

 
  

  

 

 

 

Από ην πξόζεκν ηεο  f x  πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα, πξνθύπηεη όηη  

ε f  είλαη γ ν η ζ ί υρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην  0,e  θαη γ ν η ζ ί υρ  θ θ ί ν ο ς ζ α  ζην  e, . 

Η f  παξνπζηάδεη ζην 
0x e , ο λ ι κ ό  μ έ γ ι ζ η ο , ην  

   
e

maxf x f e
e 1

 


. 

Γ3. Δίλαη: 

8+x 0

0
_

+

f(x)

f (x)΄

e

max



965 

 
x 0 x 0

x
lim f x lim 0

x ln x  
 


 

(αθνύ 
x 0
lim x 0


  θαη  

x 0
lim x ln x


   ) 

  
x x x

x 1 1
lim f x lim lim 1

ln xx ln x 1 0
1

x

  
   

 


  

(αθνύ είλαη :
 

 
x DLH x x x

1
ln xln x 1xlim lim lim lim 0

x 1 xx

 
 
 

   


   


) 

Γηα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f  έρνπκε: 

 Η f  είλαη ζςνεσήρ θαη γνηζίυρ αύξοςζα ζην  0,e , νπόηε  

      
x 0

e
f 0,e lim f x ,f e 0,

e 1

      
. 

 Η f  είλαη ζςνεσήρ θαη γνηζίυρ θθίνοςζα ζην  e, , νπόηε: 

      
x

e
f e, lim f x ,f e 1,

e 1

       
. 

Άξα ην ζ ύ ν ο λ ο  η ι μ ών  ηεο f  είλαη: 

        
e e e

f 0, f 0,e f e, 0, 1, 0,
e 1 e 1 e 1

     
                 

 

Γ4.  Γηα θάζε x 0  έρνπκε: 

      θ 1 x θ 1 xθ θe x ln e ln x
 

     

 θ 1 x θln x θx x θln x        

 
 

 
x ln x 0 x

θ x ln x x θ f x θ
x ln x

 

      


. 

Δπεηδή ε f  έρεη νιηθό κέγηζην, έπεηαη όηη γηα λα ηζρύεη  f x θ  γηα θάζε x 0  πξέ-

πεη θαη αξθεί λα είλαη: 

 maxf x θ 
e e

θ θ
e 1 e 1

  
 

. 

Δπνκέλωο γηα λα ηζρύεη 
 κ 1 x κ

e x


  για κάθε x 0 , πξέπεη θαη αξθεί 
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e
κ

e 1



. 

Γ5. Γηα θάζε x e  θαη γηα θάζε  t x,x 1   

έρνπκε: 

e x t x 1      

 
     

f γλ.θζίλνπζα

ζην e,
f x f t f x 1


     

     f x 1 f t f x     

     
x 1 x 1 x 1

x x x

f x 1 dt f t dt f x dt

  

       

           
x 1

x

f x 1 x 1 x f t dt f x x 1 x



         

       
x 1

x

f x 1 f t dt f x : α



     

Δίλαη  

 
x
lim f x 1


  θαη  
  

 

 
x

u x 1

x ulim x 1

lim f x 1 lim f u 1



 

  

   , 

νπόηε, ιόγω ηεο  α  θαη ηνπ κ π ι η η π ί ο ς  π α π ε μ βο λ ή ρ  πξνθύπηεη όηη  

 
x 1

x
x

lim f t dt 1




 . 


