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Γ Ε Ν Ι Κ Α  Θ Ε Μ Α Τ Α  Α Ν Α Λ Υ Σ Η Σ  

 

 
1 ο .                    Γ Ε Ν Ι Κ Ο  Θ Ε Μ Α            Ζ Α Ν Τ Α Ρ Ι Δ Η Σ  

1.                    f x
e f x x : 1   

Έζηω    1 2 1 2x ,x κε f x f x    

   
   

   

 
       

 1 2

1 2

f x f x 1
f x f x

1 2 1 2 1 2

1 2

e e
Έρνπκε : f x f x e f x e f x x x

f x f x

 
       



 

Άξα ε f  είλαη ζπλάξηεζε 1 1 . 

2. 1
ορ

 ηπόπορ:                   f x f x
1 e f x x e f x f x 1

          

        

f x

f x

1
e 1 f x 1 f x 0, γηα θάζε x

e 1
      


 

Άξα ε f  είλαη γ ν η ζ ί ωρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην  

   2
ορ

 ηπόπορ:  Θεωξώ ηελ ζπλάξηεζε    xg x e x , x   .  

Είλαη   xg x e 1 0 γηα θάζε x     , 

 νπόηε  ε g  είλαη γλεζίωο αύμνπζα στο    . 

 Η (1) γξάθεηαη      g f x x : 2  

 Έζηω 
1 2x ,x   κε 

1 2x x . Έρνπκε  

             

 

     
 

   
2

1 2 1 1 1 2x x g f x g f x f x f x


    
 

(* * αθνύ ε g  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην ) 

Άξα ε f  είλαη γ ν η ζ ί ωρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην . 

       3
ορ

 ηπόπορ:  Απαγωγή ζε άηοπο.  

Έζηω όηη ε f  δελ είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην , ηόηε ζα ππάξρνπλ  
1 2x ,x   κε  

1 2x x  θαη    1 2f x f x . 

Έρνπκε: 

         1 2 1 2f x f x g f x g f x    ( αθνύ ε g  γλ. αύμνπζα  ζην ) 

                    

 2

1 2x x   ,ΑΤΟΠΟ, αθνύ  είλαη  
1 2x x . 
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Άξα ε f  είλαη γ ν η ζ ί ωρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην . 

3. Από ηελ (1) γηα x 1  έρνπκε: 

            f 1 0e f 1 1 g f 1 g 0 , g 0 e 0 1        

                                                  
 f 1 0    

(γηαηί ε g , ωο γνηζίωρ μονόηονη ζην , είλαη ζπλάξηεζε 1 1 ) 

Έρνπκε: 

            
     

 

x 1 f x f 1 , f γλ. αύμ 

f x 0

   

 
 

 

           
     

 

x 1 f x f 1 , f γλ.αύμ

f x 0

   

 
 

Άξα: 

 f x 0 , γηα θάζε  x ,1   

 f x 0 , γηα θάζε  x 1,   

 f 1 0  

4. Έζηω y  . Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε  f x y  κε αγλωζην ην x   θαη 

αλαδεηνύκε ηηο ηηκέο ηνπ y   γηα ηηο  νπνίεο ε εμίζωζε απηή έρεη  κία  ηνπιάρηζηνλ  

ιύζε ζην 
fD  .Έρνπκε  :  

      f x y g f x g y    (ε g  ωο γν. μονόηονη ζην R  είλαη ζπλάξηεζε 1 1 ) 

                 
 

 
2

x g y   

                                                        

Άξα γηα θάζε y  ε εμίζωζε  f x y  έρεη ιύζε ωο πξνο x  ζην 
fD R   

ε νπνία είλαη   yx g y e y   , νπόηε  f   θαη επεηδή είλαη θαη  f  , 

έπεηαη όηη  f  .  

5. Επεηδή ε ζπλάξηεζε f  είλαη ζ ς ν ε σ ή ρ  θαη γ ν η ζ ί ωρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην  

 έπεηαη όηη:  

      
x x

f lim f x , lim f x
 

  

Όκωο είλαη:    f ,    , νπόηε:  
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x x
lim f x , lim f x ,
 

    

Επνκέλωο είλαη:  

 
x
lim f x


      θαη    
x
lim f x


   

 

6. Η f  ωο γνηζίωρ μονόηονη ζην R  είλαη ζπλάξηεζε 1 1 , νπόηε ε f  έρεη   

αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο ην πεδίν νξηζκνύ είλαη ην  f   θαη  

επεηδή ηζρύεη ε ηζνδπλακία  

    yf x y x g y e y      

έπεηαη όηη:  

 1 yf y e y  
. 

Άξα ε α ν η ί ζ ηπ ο θ η  ζπλάξηεζε ηεο f  νξίδεηαη ωο εμήο:  

 1 1 x
f : με f x e x
     

7. Γηα θάζε  x f   ηζρύεη :   
  

   
1 xf x e x

1 x
f f x x f e x x : 3

  

      

 

8. Είλαη:  

   f x

1
f x

e 1
 


, 

νπόηε ε f   είλαη παξαγωγίζηκε ζην  ωο πειίθν   παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ κε 

     

  
     

   

f x

f x

2 2
f x f x

e 1 1
f x e f x

e 1 e 1




      

 

 

  
 

 

 

  

f x
f x

2 3f x
f x f x

1 1 e
e 0, γηα θάζε x

e 1e 1 e 1

      
 

 

Άξα ε f  είλαη κ ο ί λ η  ζην  θαη ε 
fC  δ ε ν  έρεη ζ η μ ε ί ο  κ α μ πή ρ .  

9. Έρνπκε: 

         f x f x
e f x x f x x e : 4      

Οπόηε  είλαη :  
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4

f x f x 0 xf x x 1 x e x 1 e e f x 0, e γλ.αύμ         

 

                              f x f 1 , f 1 0    

                         x 1 , f γλ.αύμ   

Άξα ε δνζείζα α ν ί ζ ωζ η  α λ η θ ε ύ ε ι  γηα θάζε  x , 1  . 

10. Είλαη:  

    

 

 

 
  

  

x

x x x

1

u f x

uf xx u
lim f x

f xf x f x
lim lim lim

x 1x

1 1
lim lim 0

1 e1 e


 
 
 

  

 
   

 

 
  



  


 

 

    

 

 

 
  

  

x

x x x

u f x

uf xx u
lim f x

f xf x f x
lim lim lim

x 1x

1 1 1
lim lim 1

1 01 e1 e


 
 
 

  



 

 
  



   


 

 

11. Η εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο  ε  ηεο 
fC  ζην ζεκείν ηεο   o 0M x ,f x  είλαη: 

    o o oy f x f x x x    

Γηα λα δηέξρεηαη  ε  ε από ην ζεκείν  O 0,0  πξέπεη θαη αξθεί λα ηζρύεη:  

        o o o o o o0 f x f x 0 x x f x f x 0        

Θα δείμνπκε όηη ε εμίζωζε: 

     xf x f x 0 : E    

έρεη μοναδική λύζη ζην .  

Είλαη:  

   f x

1
f x

1 e
 


  θαη    f x

x e f x  , 

νπόηε ε εμίζωζε  E  είλαη ηζνδύλακε κε ηελ:  
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f x

f x

f x

f x f x

e 0

f x

1
e f x f x 0

1 e

e f x f x f x e 0

e 1 f x 0 f x 1



  


    

    

 

Επεηδή όκωο  1 f   έπεηαη όηη ε εμίζωζε  f x 1  έρεη ιύζε ζην  θαη  

κάιηζηα μ ο ν α δ ι κ ή , αθνύ ε f  είλαη γ ν η ζ ί ωρ  μ ο ν ό ηο ν η  ζην .  

Επνκέλωο ππάξρεη μ ο ν α δ ι κ ή  ε θ α πη ο μ έ ν η  ηεο 
fC  ε νπνία δ ι έ π σ ε η α ι  από 

ηελ α π σ ή  ηωλ αμόλωλ. 

Έρνπκε :        1 1

o o o o ox f x f x 0 f x 1 x f 1 e 1 e 1            

Είλαη :  of x 1  θαη  
 0

0 1f x

1 1 1
f x

e 1 e 1e 1
   

 
 , νπόηε ε εμίζωζε  ηεο 

δεηνύκελεο εθαπηνκέλεο ηεο 
fC  είλαη  : 

       0 0 0

1 1
y f x f x x x y 1 x e 1 y x

e 1 e 1
         

 
 

12.      
x

2

1

Θεωξώ ηελ ζπλάξηεζε θ x 2 f t dt x 1 , x     

Επεηδή ε f  είλαη ζπλερήο ζην   , ε ζπλάξηεζε    
x

1
L x f t dt , x    

είλαη κία παξάγνπζα ηεο f ζην , νπόηε ε    
x

1
L x f t dt  είλαη παξαγωγίζηκε   

 ζην  κε    L x f x  γηα θάζε x  .Έρνπκε : 

             θ x 2f x 2 x 1 x 1 2 f x x 1 , νπόηε         

   θ x 0 f x x 1      

                 

   

   
  

     

f x f x 0

x

f 1 1

x e x 1 e 1 e

f x 0, e γλ.αύμ

f x f 1 x 1, f γλ.αύμ


      

 

   

 

Αθόκε  είλαη :  

 

 

θ x 0 x 1

θ x 0 x 1
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Άξα ε θ είλαη γνηζίωρ  αύξοςζα ζην  ,1  θαη γνηζίωρ θθίνοςζα ζην  

 1, , νπόηε  ε θ παξνπζηάδεη νιηθό μέγιζηο ζην 
ox 1 , ην νπνίν είλαη ην: 

   maxθ x θ 1 0   

Επνκέλωο γηα θάζε x R  ηζρύεη  

   θ x maxθ x 0   . 

Οπόηε  

       
x x

2 2

1 1

2 f t dt x 1 0 2 f t dt x 1        

13. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε: 

      
α x 1

h x f f α f x , x
2 2

 
    

 
 

Η h   είλαη παξαγωγίζηκε ζην   κε  

   
1 α x

h x f f x
2 2

  
     

  
 

Έρνπκε: 

      
α x α x

h x 0 ... f f x x, f R,f θνίιε
2 2

  
        


  


2  

                      x α   

 

          
 

 

h x 0 x α

h x 0 x α





   

   
 

Από το πρόσημο της  h x  ποσ υαίνεται στον πίνακα προκύπτει ότι  

  η σσνάρτηση  h είναι γνησίως υθίνοσσα στο  , α  και γνησίως 

υθίνοσσα στο  α , . 

  η σσνάρτηση  h  παροσσιάζει στο α  ολικό ελάτιστο ,το οποίο είναι  

το    minh x h α 0   .Έτσι για κάθε x   ιστύει : 

 

8_

8+x

0+
_

θ(x)

θ΄(x)

1
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α x 1
h x min h x f f α f x 0

2 2

f α f xα x
f .

2 2

 
     

 

 
  

 

 

Επνκέλωο:  

   f α f βα β
f , για κάθε α,β R

2 2

 
  

 
 

14. Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο  ε  ηεο 
fC  ζην ζεκείν ηεο  

  N μ , f μ , είλαη  

 ει f μ . 

Γηα λα είλαη ε  ε  παξάιιειε  (κε ηελ επξεία ζεκαζία)  πξνο ηελ επζεία   

 
1

δ : y x 2011
2

  , 

πξέπεη θαη αξθεί λα ηζρύεη: 

                                                     ε δι ι  

  

   

   

 
 

 
  

   

 

x

f μ

f μ f μ

e '1 1'

f μ 0

f 1 0

1 1 1
f μ

2 21 e

1 e 2 e 1

e e f μ 0

f μ f 1

μ 1 , ε f είλαη 1 1 , ωο γλ. κνλόηνλε ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο





   


    

   

 

  

 

Είλαη: 

      0f 1

1 1 1
f 1 0, f 1

1 e 21 e
   


 

θαη ε εμίζωζε ηεο δεηνύκελεο ε θ α π ηο μ έ ν η ρ  είλαη:  

8_

8+x

0 +
_

h (x)΄

h(x) min
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1

y f 1 f 1 x 1 y 0 x 1
2

        

1 1
y x

2 2
    

 

15. Σην   έρνπκε : 

 
x

f x
lim 0

x
   

θαη  

    
x x
lim f x 0x lim f x .
 

     

Άξα , ζην  ,  ε 
fC  δελ έρεη αζύκπηωηε. 

Σην   έρνπκε: 

 
x

f x
lim 1

x
  

θαη  

     
x x
lim f x 1 x lim f x x
 

      

          
  

  

x

u f x
f x f x u

x x ulim f x

lim f x e f x lim e lim e 0 0.





  

           

Άξα ε επζεία  δ : y x  είλαη α ζ ύ μ π η ωη η  ηεο 
fC  ζην  . 

16. Γηα ηε ζπλάξηεζε f  ηζρύνπλ ηα αθόινπζα: 

  Η f  είλαη γνηζίωρ αύξοςζα ζην  

  Η f  είλαη κοίλη ζην  

  Η επζεία y x  είλαη αζύμπηωηη ηεο 
fC  ζην   

   f 1 0  

Έηζη κηα ππ ό σ ε ι π η  γ π α θι κ ή  π α π ά ζ η α ζ η  ηεο f  θαίλεηαη ζην παξαθάηω 

ζρήκα. 

 

 

 

 

 

y=x

Cf

(1,0)
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17. 1
ορ

 ηπόπορ: 

  

            

         

f x f x

f x

e f x x e f x f x xf x

e f x f x f x xf x

     

    

 

 
          

1 1f : ζπλερήο
f x

0 0

e f x f x f x dx xf x dx


        

            
1 1 1

1f x

0
0 0 0

e dx f x f x dx xf x x f x dx
            

         
1 1

1
f x 2

0
0 0

1
e f x dx 1 f 1 0 f 0 f x dx

2

            
   

         
1

f 1 f 0 2 2

0

1 1
e e f 1 f 0 0 0 f x dx

2 2
         

     
1

f 00 2 2

0

1 1
e e 0 f 0 f x dx

2 2
        

     
 

   
1 *

f 02 2

0

1 1
f x dx f 0 e 1 f 0 f 0 1

2 2
        

   :     
 

       
x 0

f x f 0 f 0
e f x x, x R e f 0 0 e f 0



           

 

2
ορ

 ηπόπορ : 

Θέηνπκε  u f x , νπόηε είλαη:  

 1 ux f u e u    θαη  udx e 1 du   

Γηα x 0  είλαη  u f 0  

Γηα x 1  είλαη  u f 1 0   

Άξα:  

       
 

1 0

u

0 f 0

f x dx u e 1 du     

   
   

   
 

00 0

u u u

f 0 f 0f 0

u e u du u e u u e u du
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0 *
f 0 u

f 0

0 f 0 e f 0 e u du       

 

 
 

   
0 22 2*

f 0u 0

f 0

f 0u 0
f 0 0 e e e

2 2 2

    
              

     
 

     

   
2 *

f 0 2
f 0 1

e 1 f 0 f 0 1
2 2

       

 

18. Είλαη:  

 
    

 

  
 

f x f x
f x x e e 01 e 1 e 1 e

f x f x

1 1 1

E f x xdx e dx e dx

    

       

Θέηνπκε  u f x ,  νπόηε είλαη  

 1 ux f u e u    θαη  udx e 1 du   

Γηα x 1  έρνπκε  u f 1 0   

        Γηα x 1 e   έρνπκε    
  xf e x x

1u f 1 e f e 1 1

 

    
 

 

Άξα:  

   
1 1

u u 2u u

0 0

E e e 1 du e e du       

    

1

2u u 2

0

1 1 3
e e e e η.κ.

2 2 2

 
     
 

 

 

19. Γηα θάζε x R έρνπκε: 

            f x f x
f x e x x f x e 0       

                               x f x 0  
 

                               f x x   

20. Γηα θάζε  x 1   ε f   ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ  Θ . Μ . Τ .  ζην  1,x , 

νπόηε ππάξρεη  μ 1,x , ώζηε:  

 
       

 
f x f 1 f x 0 f x

f μ : α
x 1 x 1 x 1
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Όκωο, έρνπκε:  

       1 μ x f 1 f μ f x : β         

δηόηη f R 2 , (αθνύ ε f  είλαη κοίλη ζην R ).  

Από ηηο (α),(β) πξνθύπηεη:  

 

 
 

 

       

f 1

x 1 0

0f 1

f x1
f x

x 11 e

x 1 x 1 x 1
x 1 f x f x

1 e 21 e

 

 


  
     



 

       
x 1

x 1 f x f x , x 1
2


      

 

21. Γηα θάζε x R  ηζρύεη  

   f x x : Σ  

Από ηελ  Σ ζέηνληαο όπνπ x  ην  1f x  έρνπκε όηη γηα θάζε  x f    ηζρύεη :  

        1 1 1

1f f x f x x f x : Σ     . 

Από ηηο  Σ  θαη  1Σ   πξνθύπηεη όηη γηα θάζε x R ηζρύεη  

       1 1f x x f x f x f x     . 

Επνκέλωο νη 
fC  θαη 1f

C   δ ε ν  έ σ ο ς ν  κ ο ι ν ό  ζ η μ ε ί ο .  

 

2 ο .                    Γ Ε Ν Ι Κ Ο  Θ Ε Μ Α            Ζ Α Ν Τ Α Ρ Ι Δ Η Σ  

Α. 

1. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

   h x f x x ,x   . 

Είλαη    h x f x 1 0     γηα θάζε x , 

νπόηε ε  h x  είλαη γ ν η ζ ί ωρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην . 

Επνκέλωο: 

 γηα θάζε x 0  ηζρύεη:  

       
 

   
f 0 0

h x h 0 f x x f 0 0 f x x 0 f x x


          . 

 γηα θάζε x 0  ηζρύεη:  
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f 0 0

h x h 0 f x x f 0 0 f x x 0 f x x


          . 

Άξα ηζρύνπλ: 

  f x x  γηα θάζε x 0  θαη 

  f x x  γηα θάζε x 0 . 

2. Επεηδή είλαη  f x 1   γηα θάζε x  έπεηαη όηη είλαη  f x 0   γηα θάζε x , 

νπόηε ε f  είλαη γ ν η ζ ί ωρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην . 

Επνκέλωο ε f  είλαη ζπλάξηεζε 1 1 , νπόηε ε f  α ν η ι ζ ηπ έ θ ε ηα ι  θαη ην πεδίν 

νξηζκνύ ηεο 1f   είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ  f  ηεο f . 

Εύπεζη ηος  f  

 Γηα θάζε x 0  ηζρύεη: 

 
 

 
1 1

f x x 0 0 : α
f x x

      

Είλαη  

x
lim 0 0


  θαη 
x

1
lim 0

x
 , 

νπόηε ιόγω ηεο  α  θαη ηνπ θξηηεξίνπ παξεκβνιήο, πξνθύπηεη όηη  

 x

1
lim 0

f x
 .  

Επεηδή είλαη  

 x

1
lim 0

f x
  θαη 

 

1
0

f x
  γηα θάζε  x 0,   

έπεηαη όηη  

 

x

1
lim

1

f x


  , 

δειαδή  

 
x
lim f x


  . 

 Γηα θάζε x 0  ηζρύεη: 

 
 

 
1 1

f x x 0 0 : β
x f x
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Είλαη 
x
lim 0 0


  θαη 
x

1
lim 0

x
 , νπόηε ιόγω ηεο  β  θαη ηνπ θξηηεξίνπ παξεκβνιήο, 

πξνθύπηεη όηη 
 x

1
lim 0

f x
 .  

Επεηδή είλαη  

 x

1
lim 0

f x
  θαη 

 

1
0

f x
  γηα θάζε  x ,0   

έπεηαη όηη  

 

x

1
lim

1

f x


  , 

δειαδή  

 
x
lim f x


  . 

Επεηδή ε f  είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην , έπεηαη όηη  

        
x x

f lim f x , lim f x ,
 

     . 

Άξα ην π ε δ ί ο  ο π ι ζ μ ο ύ  ηεο 1f   είλαη ην  

 f  . 

3. Θα δεηρζεί όηη      f α f β α β : 1   .  

Δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

1
η
 πεπίπηωζη α β  

Γηα α β  ε ζρέζε  1  ι ζ σ ύ ε ι  ωρ  ι ζ ό ηη η α . 

2
η
 πεπίπηωζη α β  

Επεηδή ε f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην , ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο 

κέζεο ηηκήο ζην δηάζηεκα  α , β , νπόηε ππάξρεη  μ α, β  κε: 

    

 
   f β f α

f μ
β α


  


 

   
 

f β f α
f μ

β α
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f μ 1 0 f β f α
f μ 1

β α

   
  


 

   f β f α β α     

      f α f β α β       

   f α f β α β     

3
η
 πεπίπηωζη β α  

Επεηδή είλαη β α  , ζύκθωλα κε ηε 2
ε
 πεξίπηωζε έρνπκε όηη ηζρύεη: 

       f β f α β α     

      f α f β α β       

   f α f β α β     

Από ηα παξαπάλω πξνθύπηεη όηη γηα θάζε α,β  ηζρύεη  

     f α f β α β : 1   . 

4. Έζηω  x,y f  .  

Από ηελ  1  γηα  1α f x  θαη  1β f y  έρνπκε όηη ηζρύεη: 

     
         1 1 1 1f f x f f y f x f y        

   1 1x y f x f y      

   1 1f x f y x y      

Άξα γηα θάζε  x,y f   ηζρύεη : 

     1 1
f x f y x y : 2
    . 

5. Έζηω  1 2x ,x f   κε 
1 2x x .  

Θα δεηρζεί όηη  

   1 1

1 2f x f x 
. 
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Υπνζέηνπκε όηη    1 1

1 2f x f x  , ηόηε ζα έρνπκε: 

   
 

     
f γλ.αύμνπζα

ζην
1 1 1 1

1 2 1 2 1 2f x f x f f x f f x x x        ,  

άηνπν, αθνύ είλαη 
1 2x x  

Επνκέλωο είλαη  

   1 1

1 2f x f x 
. 

Έηζη γηα θάζε  1 2x ,x f   κε 
1 2x x  ηζρύεη  

   1 1

1 2f x f x  , 

νπόηε ε 1f   είλαη γ ν η ζ ί ωρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην  f  . 

6. Έζηω  0x f  . 

Λόγω ηεο  2  έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη: 

   1 1

0 0f x f x x x      

   1 1

0 0 0x x f x f x x x        

       1 1 1

0 0 0 0f x x x f x f x x x : 3         . 

Είλαη  

    
0

1 1

0 0 0
x x
lim f x x x f x 


      θαη  

    
0

1 1

0 0 0
x x
lim f x x x f x 


   , 

νπόηε, ιόγω ηεο  3  θαη ηνπ κ π ι η η π ί ο ς  π α π ε μ βο λ ή ρ , πξνθύπηεη όηη  

   
0

1 1

0
x x
lim f x f x 


 . 

Άξα  ε 
1f 
 είλαη ζςνεσήρ ζην 

0x . 

Επνκέλωο  ε 
1f 
 είλαη ζςνεσήρ ζε θάζε ζεκείν 

0x  , 

νπόηε  

ε 
1f 
 είλαη ζ ς ν ε σ ή ρ  ζην . 

7.  

 Γηα θάζε x 0  ηζρύεη    f x x : 4 . 

Γηα θάζε x 0  έρνπκε: 
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1f γλ.αύμνπζα
f 0 0ζην

1 1 1 1 1x 0 f x f 0 f x f f 0 f x 0

 
   

            

Από ηελ  4  ζέηνληαο όπνπ x  ην  1f x  (είλαη  1f x 0   γηα θάζε x 0 ) έρνπκε 

όηη γηα θάζε x 0  ηζρύεη: 

        1 1 1 1f f x f x x f x f x x        . 

Άξα γηα κάθε x 0  ηζρύεη  

 1
0 f x x

  . 

 Γηα θάζε x 0  ηζρύεη    f x x : 5 . 

Γηα θάζε x 0  έρνπκε: 

   
  

      

1f γλ.αύμνπζα
f 0 0ζην

1 1 1 1 1x 0 f x f 0 f x f f 0 f x 0

 
   

            

Από ηελ  5  ζέηνληαο όπνπ x  ην  1f x  (είλαη  1f x 0   γηα θάζε x 0 ) έρνπκε όηη 

γηα θάζε x 0  ηζρύεη: 

        1 1 1 1f f x f x x f x f x x        . 

Επνκέλωο γηα κάθε x 0  ηζρύεη  

 1
x f x 0

   

8. Έζηω  0x f  .  

Γηα ην όξην  

   
0

1 1

0

x x
0

f x f x
lim

x x

 






  

ζέηνπκε  1u f x , νπόηε είλαη  x f u . 

Επεηδή ε 
1f 
 είλαη ζπλερήο ζην 

0x  (αθνύ είλαη ζπλερήο ζην  f  ), έπεηαη όηη  

   
0

1 1

0 0
x x
lim f x f x u 


  . 

Αθόκε, επεηδή ε 
1f 
 είλαη 1 1 , έπεηαη όηη είλαη  

   1 1

0f x f x   γηα θάζε 
0x x . 

Επνκέλωο είλαη    1 1

0 0f x u f x    θνληά ζην 
0x . 
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Άξα όηαλ 
0x x  έρνπκε 

0u u . 

Επνκέλωο είλαη: 

       

 

1 1

0 0 0 0

1

0 0 0

u f x , x f u , u f x , x f u θαη

όηαλ x x , έρνπκε u u f x

 



   

  
. 

 νπόηε έρνπκε : 

   

   0 0

1 1

0 0

x x u u
0 0

f x f x u u
lim lim

x x f x f u

 

 

 
 

 
 

       0

0

u u
0 0

u u
0 0

1 1
lim

f x f u f x f u
lim

u u u u





 
 

 

 

    1
0 0

1 1

f u f f x
  

 
 (αθνύ   1

0f f x 1  ). 

Άξα ε 1f   είλαη παξαγωγίζηκε ζε θάζε ζεκείν  0x f   κε  

   
  

1

0 1

0

1
f x

f f x









 γηα θάζε  0x f  . 

Δειαδή ε 1f   είλαη παπαγωγίζιμη ζην  θαη ηζρύεη  

   
  

1

1

1
f x

f f x









 γηα θάζε x . 

Είλαη  f x 1   γηα θάζε x , νπόηε γηα θάζε  x f   ηζρύεη: 

     
  1f f x 1    

  1

1
0 1

f f x
  


 

   1
0 f x 1

 
    

9. Γηα ην 
 1

x

f x
lim

x




 ζέηνπκε  1w f x , νπόηε είλαη  x f w . 

Επεηδή ε 
1f 
 είλαη ζςνεσήρ θαη γνηζίωρ αύξοςζα ζην  f  , έπεηαη όηη  

      1 1 1

x x
f lim f x , lim f x  

 
 . 
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Είλαη όκωο  

   1

ff D ,      , 

νπόηε  

 1

x
lim f x


     θαη    1

x
lim f x


   

Επνκέλωο όηαλ x  έρνπκε w . 

Άξα: 

 
 

 

    

1

x w DLH w w

f x ww 1 1
lim lim lim lim

x f w f w 2
f w

 
   

   


   


 

Β. 

1. Έρνπκε  

     
y

xy 1
lim y G G x f x x : 6

y

   
     

    

. 

Είλαη: 

 
 

 
   

 
y

y y

1
h

y

y 1 h 0
lim 0

y

xy 1
G G x

yxy 1
lim y G G x lim

1y

y

1
G x G x

G x h G xy
lim lim G x

1 h

y





 

 
 

 

   
 

 

 
      

     
    

 
  

    

 

Έηζη ε  6  γξάθεηαη:  

     G x f x x : 7   ,  x . 

Από ηελ  7  πξνθύπηεη όηη ε G  είλαη παξαγωγίζηκε ζην , ωο δηαθνξά 

παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ, κε  

   G x f x 1 0     γηα θάζε x  (αθνύ  f x 1   γηα θάζε x ). 

Επνκέλωο ε G  είλαη κ ς π ηή  ζην . 

2. Είλαη  

 G 0 0   θαη       G 0 f 0 0 f 0 0     . 
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Οπόηε ε εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο  ε  ηεο 
GC  ζην ζεκείν ηεο   M 0,G 0  είλαη: 

    y G 0 G 0 x 0 y 0 0 x y 0          

Δειαδή  ε : y 0 . 

Επεηδή ε G  είλαη κ ς π ηή  ζην , ε 
GC  βξίζθεηαη πά ν ω  από ηελ εθαπηνκέλε ηεο 

επζεία  ε : y 0  ζ’όιν ην , κε ε ξ α ί π ε ζ η  ην θνηλό ζεκείν επαθήο ηνπο 

  M 0,G 0 . 

Επνκέλωο γηα θάζε x  ηζρύεη  

 G x 0   

κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x 0 . 

3. Η εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο  δ  ηεο 
GC  ζην ζεκείν ηεο   N 1,G 1  είλαη: 

     
    y G 1 G 1 x 1     

     y G 1 f 1 1 x 1      

 

    
f 1 2

y G 1 2 1 x 1


      

 y x 1 G 1     

Άξα  

   δ : y x 1 G 1   . 

Επεηδή ε G  είλαη θπξηή ζην , έπεηαη όηη ε 
GC  βξίζθεηαη πάλω από ηελ εθαπηνκέλε 

ηεο επζεία    δ : y x 1 G 1    ζ’όιν ην , κε εμαίξεζε ην θνηλό ζεκείν επαθήο 

ηνπο   N 1,G 1 . 

Επνκέλωο γηα θάζε x  ηζρύεη  

     G x x 1 G 1     

κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x 1 . 

Είλαη όκωο  G 1 0  (αθνύ ηζρύεη  G x 0  γηα θάζε x 0 ), νπόηε γηα θάζε x  

ηζρύεη: 

         G x x 1 G 1 x 1 G x x 1 : 8         

Από ηελ  8  πξνθύπηεη όηη γηα θάζε x  ηζρύνπλ: 
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    2 2 2G x 1 x 1 1 x        θαη 

    3 3 3G x 1 x 1 1 x      

Επνκέλωο γηα θάζε  x α,β  κε 0 α β   ηζρύεη: 

     

 

 
   

2 2

2 3 5

3 3

G x 1 x
G x 1 G x 1 x

G x 1 x

  
    

 

 

    52 3

1 1

xG x 1 G x 1
 

 
 

   

4

2 3

x 1

xG x 1 G x 1
 

 
 

   

4

2 3

1 x
0

x G x 1 G x 1
  

 
 

 

   

β 4α β

2 3

α

1 x
0

x G x 1 G x 1

  
   
  
 
  

   

β β 4

2 3

α α

1 x
dx dx 0

x G x 1 G x 1
  

 
   

   

β 4

2 3

α

x β
dx ln

αG x 1 G x 1

 
   

   
  

4. Επεηδή ε G  είλαη παξαγωγίζηκε ζην , έπεηαη όηη γηα νπνηνδήπνηε x 1  ε G  

ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο κέζεο ηηκήο ζε θαζέλα από ηα 

δηαζηήκαηα  0,1  θαη  1,x , νπόηε ππάξρνπλ  1μ 0,1  θαη  2μ 1,x  ώζηε: 

 
   

     1

G 1 G 0
G μ G 1 0 G 1 : 9

1 0


    


 θαη 

 
   

 2

G x G 1
G μ : 10

x 1


 


 

Έρνπκε όκωο: 

1 2 1 20 μ 1 μ x μ μ        
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G γλ.αύμνπζα,
αθνύ ε G θπξηή

1 2G μ G μ



     

   

 
   9 , 10 G x G 1

G 1
x 1


 


 

 

       
x 1 0

G x G 1 x 1 G 1
 

     

       G x G 1 xG 1 G 1     

   G x xG 1   

Άξα γηα θάζε x 1  ηζρύεη  

   G x xG 1 . 

5. Έζηω  x 0,1 . 

Η G , ωο παξαγωγίζηκε ζην , ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ θ ε ωπ ή μ α ηο ρ  

μ έ ζ η ρ  η ι μ ή ρ  ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  0 , x  θαη  x ,1 ,  

νπόηε ππάξρνπλ  1x 0,x  θαη  2x x,1  ώζηε: 

 
        

 
G 0 0

1

G x G 0 G x
G x : 11

x 0 x


  


 θαη 

 
   

 2

G 1 G x
G x : 12

1 x


 


 

Έρνπκε: 

1 2 1 20 x x x 1 x x        

 

   
G γλ.αύμνπζα

1 2G x G x


    

          11 , 12 G x G 1 G x

x 1 x


 


 

 
        

x 0
x 1 0

1 x G x x G 1 G x


 

     

   G x xG x     xG 1 xG x   

   G x xG 1   

Άξα γηα  κ ά θ ε   x 0,1   ηζρύεη  
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   G x xG 1 . 

6. Έρνπκε  

 
 G x

, x 0
H x x

0 , x 0




 
   

Γηα θάζε x 0  είλαη  

 
     

2

G x G x x G x
H x

x x

   
   

 
. 

 Έζηω x 0 . Η G  ωο παξαγωγίζηκε ζην , ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ 

θ ε ωπ ή μ α ηο ρ  μ έ ζ η ρ  η ι μ ή ρ  ζην δηάζηεκα  0,x ,  

νπόηε ππάξρεη  ζ 0,x  κε: 

 
        

   
G 0 0G x G 0 G x 0

G ζ G x xG ζ
x 0 x

 
    


 

Έηζη έρνπκε όηη γηα θάζε x 0  είλαη  

 
           

2 2

G x x G x G x x xG ζ G x G ζ
H x

x x x

      
    . 

Έρνπκε όκωο: 

 
   

G γλ.αύμνπζα
ζην

0 ζ x G ζ G x



       

   G x G ζ 0     

     x 0 G x G ζ
0

x

  
   

 H x 0   

 Έζηω x 0 . 

Εξγαδόκελνη νκνίωο ζην δηάζηεκα  x,0  θαηαιήγνπκε όηη θαη πάιη ηζρύεη  

 H x 0 
. 

Επνκέλωο γηα θάζε x 0  ηζρύεη  

 H x 0 
. 

 Εμεηάδνπκε αλ ε H  είλαη ζπλερήο ζην 
0x 0 . 

Είλαη:  
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G 0 0

x 0 x 0 x 0

G x G x G 0
limH x lim lim G 0 f 0 0 f 0 0

x x 0



  


      


 

Αθόκε είλαη  H 0 0 .  

Άξα ηζρύεη  

   
x 0
limH x H 0


 , 

νπόηε ε H  είλαη ζπλερήο ζην 
0x 0 . 

Επεηδή ηζρύεη  H x 0   γηα θάζε x 0  θαη ε H  είλαη ζ ς ν ε σ ή ρ  ζην 
0x 0 , έπεηαη 

όηη ε H  είλαη γ ν η ζ ί ωρ  α ύ ξ ο ς ζ α  ζην . 

 


