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1o Θ Ε Μ Α  Β  

Β1. Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο  f  απνηειείηαη από  όινπο εθείλνπο ηνπο πξαγκαηηθνύο α-

ξηζκνύο x  γηα ηνπο νπνίνπο  ηζρύεη : 

x 1
0

1 x (x 1)(1 x) 0 x ( 1 , 1)

1 x 0




       
  

. 

Άξα ην πεδίν νξηζκνύ  ηεο  f 
 
 είλαη ην :  

f
D ( 1 , 1)  . 

B2. Γηα νπνηαδήπνηε 
1 2 fx , x D   κε 

1 2f (x ) f (x )  έρνπκε : 

         

 ln x:1 1
1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 2 1

1 1 2 2 2 1 2 1 1 2 1 2

x 1 x 1 x 1 x 1
f (x ) f (x ) ln ln

1 x 1 x 1 x 1 x

(x 1)(1 x ) (x 1)(1 x )

x x x 1 x x x x 1 x 2x 2x x x

   
     

   

      

           

 

Άξα ε  f  είλαη 1-1 θαη ζπλεπώο αληηζηξέθεηαη. 

Γηα ηελ εύξεζε ηεο αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο  ηεο f  , ζεσξνύκε ηελ εμίζσζε  f x y  

θαη ηελ ιύλνπκε  σο  πξνο x . 

Έρνπκε : 

y y y y y

y
y y

y

x 1 x 1
y f (x) y ln e x 1 e xe x xe e 1

1 x 1 x

e 1
x(1 e ) e 1 x , y

1 e

 
             

 


      



 

Πξέπεη όκσο ε ιύζε απηή λα αλήθεη ζην 
fD ( 1 , 1)   θαη γηα ζπκβαίλεη απηό πξέπεη 

θαη αξθεί λα ηζρύεη  

 
y y

y y y

y y

e 1 e 1
1,1 1 1 e 1 e 1 e 1

e 1 e 1

 
            

 
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y y y

y y

e 1 e 1 2e 0
, ( πνπ ηζρύνπλ γηα θάζε y ).

1 1e 1 e 1

     
   

    
 

Δπνκέλσο είλαη  

    
y

1

y

e 1
f 1,1 θαη f y

e 1

 
  


. 

Γειαδή  ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηεο f  νξίδεηαη σο εμήο  

x

1 1

x

e 1
f : , κε f (x)

e 1

  
 


 

Β3. Γηα θάζε 1f
x D     ηζρύεη : 

   1f
x D      θαη 

 

x

x x xx x
1 1

xx x x

x x

1 1 e
1

e 1 1 e e 1e ef ( x) f (x)
1 e 11 e e 1 e 1

1
e e


 






  
        

  


 

Άξα ε  1
f
  είλαη πε ξ η η η ή . 

Β4.

 Δίλαη  

 

θαη   γηα θάζε  1f g
x D 0,      είλαη : 

 
     

 
 

1f : πεξηηηή

1 1 1 1

ln x

ln x

f g (x) f g(x) f ln x f ln x

e 1 x 1 1 x
,x 0.

1 e 1 x 1 x



       

  
     

  

 

Άξα ε 
1

f g


νξίδεηαη σο εμήο :  

    1 1 1 x
f g : 0, , κε f g (x) , x 0

1 x

  
   


. 

Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
1f g

 
ηεο βξίζθεηαη θάησ από ηνλ άμνλα x΄x γηα εθείλεο 

ηηο  ηηκέο ηνπ  x  γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη : 

     1 1gf g f
D x D / g(x) D x 0 / ln x 0,         
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 

1

1

f

1 x
f g (x) 0 1 x 0 x 10

x 11 x
x 0 x 0x D

x 0

        
       

     

 

Δπνκέλσο  ε  γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 1f g

 
ηεο βξίζθεηαη θ ά η ω  από ηνλ  

άμνλα  x΄x ζην δηάζηεκα  1,   

 

1o ΘΕΜΑ Γ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Γηα θάζε t 0  θαη γηα θάζε  x 1,1   είλαη: 

 
 

 

2 2 2

2 2

2 2

t 2f x t 4 t
t 2f x t 4 t

t 2f x t 4 t

  
    

  
 

 

 

2t 0

2

2

2f x t 4

1 4
t 1 2f x t

t t

 


  

 

 

 

2

2

2

4
t 2f x

t

1 4
t 1 2f x 1

t t

 
 

 


 
   

 

 

 

 

2

2

2

4
2f x

t

1 4
1 2f x 1

t t





  

 

Οπόηε: 

  2 2

t
lim t 2f x t 4 t


     

 

 

 
 

2
2

2

t
2

2

4
2f x 2f x 0tlim f x

1 4 1 0 0 1
1 2f x 1

t t



 
 

  
  
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Γ2. Από ηελ ππόζεζε έρνπκε όηη γηα θάζε  x 1,1   ηζρύεη: 

  2 2 2

t
lim t 2f x t 4 t 2 2 1 x


        

 2 2f x 2 2 1 x     

     
2 2

2f x 1 x 1 x 2 1 x 1 x         

   
2

2f x 1 x 1 x      

   f x 1 x 1 x : 1      

Από ηελ  1  γηα x 0  έρνπκε  f 0 1 0 1 0 0     , νπόηε  f 0 0 . 

 Γηα θάζε  x 0,1  έρνπκε: 

   
 

   
f 0 0f γλ.αύμνπζα

0 x 1 f 0 f x f x 0 : 2


       

Δπίζεο γηα θάζε  x 0,1  είλαη  

 0 x 1 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 0 : 3                

Από ηελ  1 , ιόγσ ησλ  2  θαη  3 , έρνπκε όηη γηα θάζε  x 0,1  ηζρύεη 

 f x 1 x 1 x    . 

 Γηα θάζε  x 1,0   έρνπκε: 

   
 

   
f 0 0f γλ.αύμνπζα

1 x 0 f x f 0 f x 0 : 4


        

Αθόκε γηα θάζε  x 1,0   είλαη  

 1 x 0 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 0 : 5                 
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Από ηελ  1 , ιόγσ ησλ  4  θαη  5 , έρνπκε όηη γηα θάζε  x 1,0   ηζρύεη 

     f x 1 x 1 x f x 1 x 1 x           . 

Δπνκέλσο γηα θάζε  x 1,1   είλαη  f x 1 x 1 x    . 

Γ3. Η f  είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  1,1 ,  

νπόηε       f 1,1 f 1 ,f 1       θαη επεηδή είλαη  f 1 1 1 1 1 2      θαη 

     f 1 1 1 1 1 2          έρνπκε   f 1,1 2, 2   
 

. 

Γ4. Η f  σο γλεζίσο κνλόηνλε ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο είλαη 1 1 , νπόηε ε f  έρεη α-

ληίζηξνθε ζπλάξηεζε θαη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 1f   είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ  

  f 1,1 2, 2   
   ηεο f . 

Θεσξνύκε ηελ εμίζσζε  f x y  κε  x 1,1   θαη y 2, 2  
 

 θαη ηελ ιύλνπκε 

σο πξνο x . 

Έρνπκε:   
 

 

2 2f x y
f x y

f x .y 0

 
  



  

 2 2f x y

xy 0

 
 

   

   

   

 

 

επεηδή είλαη f x 0, x 0,1

f x 0, x 1,0

f 0 0 ,

ηζρύεη εηζνδπλακία : f x .y 0 xy 0

    
 

     
 

  
    

 

 
2

21 x 1 x y

xy 0

    
 

 

 

    21 x 1 x 2 1 x 1 x y

xy 0

       
 


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2 22 1 x 2 y

xy 0

   
 



 

 

 22 y 0 2 2 4

y 2, 2

4 4x 4 4y y

xy 0

 

  
 

    
 


 

 2 22 4
2

y 4 y4y y
x

4 4

xy 0

 
  

 
 

 

21
x y 4 y

2

xy 0


 

 
 

 

21
x y 4 y

2
    

Δπνκέλσο είλαη  1 21
f y y 4 y , y 2 , 2

2

     
 

. 

Άξα ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηεο f  νξίδεηαη σο εμήο: 

1f : 2, 2   
 

 κε  1 21
f x x 4 x

2

   . 

1o Θ Ε Μ Α  Δ  

Δ1. Γηα y x  απν ηε δνζείζα ζρέζε έρνπκε :    

x2f (x) f (1 x) 3e 3 : (1)   
 

Αλ  ζηε ζρέζε (1) ζέζνπκε όπνπ x  ην 1 x  έρνπκε :   

1 x2f (1 x) f (x) 3e 3 : (2)     

Λύλνπκε ην ζύζηεκα ησλ εμηζώζεσλ (1) θαη (2) 
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x x

1 x 1 x

2f (x) f (1 x) 3e 3 4f (x) 2f (1 x) 6e 6

2f (1 x) f (x) 3e 3 2f (1 x) f (x) 3e 3 

           
 

         
 

πξνζζέηνληαο θαηα κέιε ηηο δύν ηειεπηαίεο ζρέζεηο έρνπκε  

x 1 x x 1-x3f (x) 6e 3e 3 f (x) 2e e 1           

Γηα y 0  απν ηελ αξρηθή ζρέζε έρνπκε  

x

x 1 x x

2f (x) f (1) g(x) g(0) 2e 4

4e 2e 2 f (1) g(x) g(0) 2e 4

    

       
 

Eίλαη    f 1 2e g 0     νπόηε έρνπκε   

x 1 x x x 1-x4e 2e 2 2e g(x) 2e 2e 4 g(x) 2e 2e 2            

Οη ζπλαξηήζεηο  

x 1 x
f(x) 2e e 1,x

        θαη    
x 1 x

g(x) 2e 2e 2 , x
      

ηθαλνπνηνύλ ηελ ππόζεζε , νπόηε είλαη νη δεηνύκελεο. 

Δ2. Γηα θάζε 
1 2x , x   κε   

1 2x x  είλαη  

       

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

x x x x

1 2

1 x 1 x 1 x 1 x

1 2 1 2 1 2

( )
x 1 x x 1 x

x x e e 2e 2e

x x x x 1 x 1 x e e e e

2e e 2e e

   


 

     


              

   

 

 1 1 2 2x 1 x x 1 x

1 22e e 1 2e e 1 f (x ) f (x )
 

         

Άξα ε  f 
 
 είλαη  γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α . 

Γηα θάζε 
1 2x , x   κε   

1 2x x  είλαη  

            

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

x x x x

1 2

1 x 1 x 1 x 1 x

1 2 1 2 1 2

( )
x 1 x x 1 x

x x e e 2e 2e

x x x x 1 x 1 x e e 2e 2e

2e 2e 2e 2e

   


 

      


             

     

 

       1 1 2 2x 1 x x 1 x

1 22e 2e 2 2e 2e 2 g(x ) g(x )
 

          

Άξα ε  g 
 
είλαη  γ λ ε ζ ί ωο  θζ ί λ ν π ζ α .  

Γηα θάζε x
 
 είλαη 

  x 1 x x 1 x x 1 x(f g)(x) f (x) g(x) (2e e 1) ( 2e 2e 2) 4e 3e 1                

Γηα θάζε 
1 2x , x   κε   

1 2x x  είλαη  
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1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

x x x x

1 2

1 x 1 x 1 x 1 x

1 2 1 2 1 2

( )
x 1 x x 1 x

x x e e 4e 4e

x x x x 1 x 1 x e e 3e 3e

4e 3e 4e 3e

   


 

     


              

    

 

1 1 2 2x 1 x x 1 x

1 24e 3e 1 4e 3e 1 (f g)(x ) (f g)(x )
 

           

Άξα ε  f g  
είλαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α . 

Δ3. Δίλαη  

          
   

 

 

22 x 2 x 1 2 2

2
2

x 2x x 2 x 3 x 2x x 2x 1 x 2 x 3

1 x 2x 1 x 2x 2x x 2 2

f g :γλ. αύμνπζα
2 2

4e 4e 3e 3e 4e 3e 4e 3e

4e 3e 1 4e 3e 1 (f g)(x 2x) (f g)(x 2)

x 2x x 2 x 3x 2 0 x 1,2

            

    



       

           

         

 

Δ4. Μία ξίδα ηεο εμίζσζεο   

x x x xf (2 ) g(5 ) f (3 ) g(7 )    

είλαη   ν αξηζκόο 
0x 0  , αθνύ ηζρύεη : 

0 0 0 0f (2 ) g(5 ) f (3 ) g(7 ) ( f (1) g(1) )    
 

 Γηα  x 0   έρνπκε:  

 

   
   

 

x 0
x x

ln x f  γλ. αύμνπζα
x x x x

2 3 ln 2 ln3 x ln 2 x ln3 ln 2 ln 3

2 3 f (2 ) f (3 ): α



       

   
1

 

 

   
 

 

 

x 0

ln x
x x x x

g γλ. θζίλνπζα
x x x x

5 7 ln5 ln 7 x ln5 x ln 7

ln 5 ln 7 5 7

 g(5 ) g(7 ) g(5 ) g(7 ) : β



     

    

     

1

 

Από ηηο (α) θαη (β) έρνπκε : 

x x

x x x x

x x

f (2 ) f (3 )
f (2 ) g(5 ) f (3 ) g(7 )

g(5 ) g(7 )

 
   

    

 Γηα  x > 0  έρνπκε  
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 

   
   

x 0
x x

ln x f
x x x x

2 3 ln 2 ln3 x ln 2 x ln3 ln 2 ln 3

2 3 f (2 ) f (3 ) : (γ)



       

   
1 1

 

 

 

   
 

 

x 0 ln x
x x x x

g γλ. θζίλνπζα
x x x x

5 7 ln5 ln 7 x ln5 x ln 7 ln 5 ln 7 5 7

g(5 ) g(7 ) g(5 ) g(7 ) : (δ)



        

     

1

 

Από ηηο (γ) θαη (δ) έρνπκε : 

x x

x x x x

x x

f (2 ) f (3 )
f (2 ) g(5 ) f (3 ) g(7 )

g(5 ) g(7 )

 
   

    

Άξα ηζρύεη : 

x x x xf (2 ) g(5 ) f (3 ) g(7 )    γηα θάζε x 0 . 

Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη όηη ε εμίζσζε  

x x x x
f(2 ) g(5 ) f(3 ) g(7 )     

έρεη κ η α  κ ό λ ν  ξ ί δ α  ζην  , ηνλ αξηζκό  
0x 0 . 

 

2o Θ Ε Μ Α  Β  

Β1. Δπεηδή ε  ζπλάξηεζε  f  είλαη  ζπλερήο ζην 
0x 0 , ηζρύεη : 

x 0 x 0
lim f (x) lim f (x) f (0)

  
   

Έρνπκε : 

 
2

x 0 x 0 x 0

εκx
α

αx εκx α 1xlim f (x) lim lim
2x x 2 x 2    


 

  
 

,     (  αθνύ
x 0

εκx
lim 1

x
 )   

  2

x 0 x 0
lim f (x) lim 4x 11x 49 2x 49 7

  
       

 f (0) β  

Άξα  
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α 1
α 1 14 α 137

2
β 7 β 7

β 7


    

   
   

 

Β2. ● Γηα θάζε x 0  έρνπκε :  

2

εκx
13

13x εκx 1 xf (x)
22x x x

1
x




 




 

Αθόκε γηα θάζε x 0 έρνπκε : 

 x 0εκxεκx 1 εκx 1 1 εκx 1 1 εκx 1

x x x x x x x x x x x



           : (1) 

Δίλαη  

x x

1 1
lim lim 0

x x  

 
   

 
, 

νπόηε ,ιόγσ ηεο (1) θαη ηνπ  θ ξ η η ε ξ ί ν π  π α ξ ε κ β ν ι ή ο ,  

πξνθύπηεη όηη 

x

εκx
lim 0

x


 

Δπνκέλσο 

 
x x

εκx
13

1 13 0xlim f(x) lim 0 0. 13 0
2x 0 1

1
x

     




    




 

●  Γηα θάζε  x 0  έρνπκε:  

       

 

  

2

2 2

2

f (x) 4x 11x 49 2x

4x 11x 49 2x 4x 11x 49 2x

4x 11x 49 2x

    

     
 

  

 

       

2 2

2

22

4x 11x 49 4x 11x 49

11 4911 49
x 4 2xx 4 2x

x xx x

   
  

 
     

 
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2 22

49 49 49x 11 x 11 11
x x x

11 49 11 4911 49
x 4 2x 4 2x 4 2

x x x xx x

   
     

   
  

 
        

 

, 

νπόηε  

       
x x

2

49
11

11 0 11xlim f x lim
411 49 4 0 0 2

4 2
x x

   




  
  

  

 

Β3. Δίλαη 

   
2

2 2
4x 11x 49

4x 11x 49 2x 2x 2x 4x 11x 49 2x

2x

e
e e e 1 e e 1 : 1

e

 
    

 
     
 
 

 

Έρνπκε  

 ●    

 
x

u 2x
lim 2x

2x u

x u
lim e lim e



 
 
 

     
    

 ●    Γηα ην  24x 11x 49 2x

x
lim e 1  

  
  , ζέηνπκε   2u 4x 11x 49 2x     .   

Δίλαη 

 
 

2

x

11
lim 4x 11x 49 2x

4

B2.

 
   

, 

νπόηε 

   
2

11

4x 11x 49 2x u 4

11x
u

4

lim e 1 lim e 1 e 1 0  

  


     

 

Δπνκέλσο 

 
 

 
 

11

4

2 2

e 1
1

4x 11x 49 2x 2x 4x 11x 49 2x

x x
lim e e lim e e 1

 
  
 
 

    

 

      
  

 

Β4. Η  f   είλαη ζπλερήο ζην   Γ 0,3 , αθνύ πξνθύπηεη από  πξάμεηο κεηαμύ ζπλερώλ 

ζπλαξηήζεσλ, νπόηε έρεη ζην   Γ 0,3  
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κηα ειάρηζηε ηηκή  m  θαη κηα κέγηζηε ηηκή  Μ. 

Άξα 

 m f x M  , γηα θάζε     x 1,3 : 2  

θαη   f  είλαη: 

 
 

   

m,M ,αλ m M
f Γ

m M , αλ m M

 
 

 

 

Λόγσ ηεο (2)  έρνπκε : 

( )

m f (0) M m 7 M

m f (1) M 2m 2f (1) 2M
10m 7 2f (1) 3f (2) 4f (3) 10M

3m 3f (2) 3Mm f (2) M

4m 4f (3) 4Mm f (3) M



    
 

    
        

   
     

 

 

  
7 2f (1) 3f (2) 4f (3)

m M
10

  
   

7 2f (1) 3f (2) 4f (3)
f (Γ)

10

  
   

νπόηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 
0x Γ [0,3]   

ηέηνην , ώζηε: 

    
0

7 2f (1) 3f (2) 4f (3)
f (x )

10

  
 

 

0
10f(x ) 7 2f(1) 3f(2) 4f(3)      

 

2o Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. Γηα θάζε 
1 2x ,x   κε 

1 2x x  : ( 1 ),     έρνπκε  1 2x x
e e     : ( 2 )  

Με πξόζζεζε θαηά κέιε ησλ (1) θαη (2)  παίξλνπκε  

1 2 1 2x x x x

1 2 1 2 1 2x e x e x e 1 x e 1 g(x ) g(x )            

Δπνκέλσο  ε  g είλαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην . 

Γ2. Δίλαη  
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x x x x x

x x x x x x x x xx x x

xx
x

xx x x

x xx xx x
x

x x

g(x) x 2 4 e x 1 x 2 4 e 1 4
lim lim lim

3 2 e 3 2 e 3 2 e

e 1 e 1
4 1 1

4 4 4 0 0 14 4
lim lim ( )

3 12 e 2 e
3 1 1

3 3 3 3

  

 

         
 

     

           
                   

         
      

0 0

( ) ( 1)

 

     

 

 γηαηί    ●  

x

x

4 4
1 άξα lim

3 3 

 
   

 
 

  ●  

x

x

e e
e 4 1 άξα lim 0

4 4 

 
    

 
 

  ●  
x

xx x

1
lim 4 άξα lim 0

4   
    

  ●  

x

x

2 2
2 3 1 άξα lim 0

3 3 

 
    

 
 

  ●  

x

x

e e
e 3 1 άξα lim 0

3 3 

 
    

 
     

Γ3. Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

 αh(x) (x 2)g(e 1) (x 1) g(εκα) g(α) 2016(x 1)(x 2), x [1, 2]           

  Η  h  είλαη ζπλερήο ζην [1,  2] σο πνιπσλπκηθή 

  αh(1) g(e 1)      

Δίλαη  

 g
α 0 α α αα 0 e e e 1 e 1 0 g(e 1) g(0)           

1

 

α αg(e 1) 0 g(e 1) 0 h(1) 0           

  h(2) g(α) g(εκα)     

Γηα θάζε x  ηζρύεη εκx x  θαη ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα x 0 , 

νπόηε  γηα θάζε   α 0 , ζα ηζρύεη : 

εκα α α εκα α      
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 g γλ. αύμνπζα

εκα α g(εκα) g(α) g(α) g(εκα) 0 h(2) 0          

Άξα είλαη    h 1 h 2 0 . 

Δπνκέλσο ε h ηθαλνπνηεί ηηο πξνππνζέζεηο ηνπ  Θ ε ωξ ή κ α η ν ο  B o l za n o  ζ η ν

 1,2 ,  νπόηε ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ  0x 1,2 , 

ώζηε  

 
α

0

0 0

g(e 1) 1 g(εκα) g(α)
h x 0 ... 2016

x 1 x 2

  
    

 
 

Άξα ε εμίζσζε 

α
g(e 1) 1 g(εκα) g(α)

2016
x 1 x 2

  
 

 
 

έρεη κ η α  ην π ι ά ρ η ζ ην λ  ξ ί δ α  ζην (1, 2) 

Γ4. Γηα θάζε  x 0  έρνπκε :  

  ln x

ln x

1 1
g ln x e ln x 1 ln x 1 ln x 1

e x

           

Oπόηε   

   f (x) f (x)1 1
e f (x) ln x e f (x) 1 ln x 1 g f (x) g ln x

x x
             

Καη επεηδή ε  g  είλαη "1-1" , σο γλεζίσο κνλόηνλε  ζπλάξηεζε,  πξνθύπηεη όηη  

f(x) lnx, x 0    

Γ5. Δίλαη 

    
( )

x 0 x 0
lim f (x) lim ln x

 

 

 
     

   
x 0
lim g(x) g(0) 0


    αθνύ ε g είλαη ζπλερήο ζην 0 σο άζξνηζκα ζπλερώλ    

ζπλαξηήζεσλ θαη γηα θάζε x 0  είλαη 

 g

x 0 g(x) g(0) g(x) 0    
1

, 

νπόηε 

x 0

1
lim

g(x)
   

Δπνκέλσο  
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( )( )

x 0 x 0

f (x) 1
lim lim f(x)

g(x) g(x) 

 

 

 
    

 
 

Γ6. Αξθεί λα δείμνπκε όηη ε εμίζσζε   

xg(x) 2ζπλ4x f (x) e x 1 2ζπλ4x ln x 0         

έρεη κνλαδηθή ιύζε ζην (0,  1) 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε 

 xΦ(x) e x 1 2ζπλ4x ln x, x 0,        

 Δίλαη 

x

x 0 x 0
lim Φ(x) lim (e x 1 2ζπλ4x ln x)

  
       , 

αθνύ 
x

x 0
lim (e x 1 2ζπλ4x) 1 0 1 2 2


          θαη  

x 0
lim ln x


  . 

Δπνκέλσο είλαη Φ( x ) < 0  θνληά ζην 0 κε x 0 . 

Άξα  ππάξρεη   θ 0,1    ηέηνην , ώζηε Φ( θ ) < 0.  

Δίλαη   Φ 1 e 2ζπλ4 0    γηαηί 
3π

π 4
2

  νπόηε  ζπλ4 < 0 

Οπόηε    Φ θ Φ 1 0 θαη ε  Φ  είλαη ζπλερήο ζην  θ,1  σο άζξνηζκα ζπλερώλ ζπλαξ-

ηήζεσλ  

Δπνκέλσο ε Φ    ηθαλνπνηεί ηηο πξνππνζέζεηο ηνπ  Θεωξήκαηνο  Bolzano  ζην θ,1   

,νπόηε ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ     μ θ,1 0,1  ,ώζηε  

μΦ(μ) 0 e μ 1 2ζπλ4μ lnμ 0 g(μ) 2ζπλ4μ f (μ)          . 

 

2o Θ Ε Μ Α  Δ  

Δ1. Γηα θάζε  x 0, 1 , έρνπκε : 

   

 

2 22 2

2

f (x) 2f (x)ln x 1 x ln x f (x) 2f (x)ln x ln x 1 x

f (x) ln x 1 x

        

   
 

Θέηνπκε 

 g(x) f (x) ln x, x 0, 1   , 

νπόηε  γηα θάζε  x 0, 1   είλαη  
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2g (x) 1 x   

Δίλαη : 

2g(x) 0 g (x) 0 1 x 0 x 1        . 

Δπνκέλσο ε  g  έρεη κνλαδηθή ξίδα ηελ x 1  θαη ζπλεπώο  

 g(x) 0 , γηα θάζε  x 0, 1  

 ε  g είλαη ζπλερήο ζην  0, 1 , σο δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ 

Δπνκέλσο ε g δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην  0, 1 . 

Δίλαη   

 
1 1 1 1 1

g f ln f ln1 lne f 1
e e e e e

       
             

       
. 

Αιιά  

3

x

1
lim f 1 x 5x 2016

e 

   
        

   
. 

 Αλ 
1

f 1 0
e

 
  

 
  ηόηε  

   3

x x x

1
lim f 1 x 5x 2016 lim 5x 2016 lim 5x

e    

   
           

   
, 

άηνπν. 

 Αλ 
1

f 1 0
e

 
  

 
  ηόηε  

 
1

f 1
e

3 3

x x

1 1
lim f 1 x 5x 2016 lim f 1 x

e e

  
   

  

   

         
               

         
,  

άηνπν. 

Άξα 

1 1
f 1 0 g 0

e e

   
      

   
. 

Οπόηε   g x 0 , γηα θάζε   x 0, 1 θαη ζπλεπώο από ηελ ζρέζε  
2g (x) 1 x  , παίξ-

λνπκε: 

 g(x) 1 x, x 0, 1      

θαη επεηδή   g 1 0 , είλαη :  
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 g(x) 1 x, x 0, 1    . 

Άξα   

f (x) ln x 1 x     

θαη επνκέλσο  

 f(x) lnx 1 x, x A 0, 1      

Δ2. Γηα θάζε  1 2x ,x 0, 1  κε 
1 2x x , έρνπκε : 

1 2ln x ln x    : (1) 

θαη 

1 2 1 2 1 2 1 2x x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x                   :  (2) 

Με πξόζζεζε θαηά κέιε ησλ (1) θαη (2)  παίξλνπκε  

1 1 2 2 1 2ln x 1 x ln x 1 x f (x ) f (x )        

Δπνκέλσο ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα , νπόηε είλαη θαη ζπλάξηεζε 1 1  θαη ζπλεπώο 

αληηζηξέθεηαη. 

 Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο   1f    είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο  f .  

 Έρνπκε : 

 
   1

x 0 x 0
lim f (x) lim ln x 1 x

f (1) 0

 

   

 




     



 

Αθνύ ε  f  είλαη ζπλερήο  θαη γλεζίσο  αύμνπζα ζην  A 0, 1 , έρνπκε : 

 
x 0

f (A) lim f (x), f (1) , 0


      
. 

Άξα 

 1
f

D , 0     

Δ3. Η εμίζσζε 

2 ιln x 1 x 1 ι e      : (Δ) 

γξάθεηαη 

2 ιf (x) 1 ι e     , κε  x 0, 1 . 

Γηα λα έρεη ε εμίζσζε (Δ) ιύζε  ζην  0, 1 , πξέπεη θαη αξθεί 
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 λα ηζρύεη :  2 ι1 ι e f (A) , 0     ,  δειαδή   2 ι1 ι e 0    

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

2 xh(x) 1 x e , x     

Γηα θάζε 
1 2x ,x   κε 

1 2x x , έρνπκε : 

1 2 1 2 1 2x x x x 1 x 1 x            (3) 

θαη 

1 22 x 2 x

1 2 1 2 1 2x x x x 2 x 2 x e e
 

               (4) 

Με πξόζζεζε θαηά κέιε ησλ (3) θαη (4)  παίξλνπκε  

1 22 x 2 x

1 2 1 21 x e 1 x e h(x ) h(x )
 

        

Δπνκέλσο ε  h  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζπλάξηεζε νπόηε  έρνπκε : 

 h
2 ι1 ι e 0 h(ι) 0 h(ι) h(2) ι 2        

2

 

Aξα ε κ η θ ξ ό ηε ξ ε  η η κ ή  ηε ο  π α ξ α κ έ ηξ ν π  ι   ώζηε ε εμίζσζε (Δ) λα έρεη ιύ-

ζε  ζην  0, 1 , είλαη  

ι 2  

Δ4. Τν ζύλνιν ηηκώλ ηεο 1f   είλαη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f, δειαδή ην δηάζηεκα 

 0, 1  

Δπνκέλσο ηζρύεη : 

10 f (x) 1  , γηα θάζε  1f
x D , 0    , 

 Οπόηε γηα θάζε  x 0  είλαη : 

1 x x0 f (x)e e   : (5)  

Δίλαη  

x
lim 0 0
  

 θαη x

x
lim e 0
  

 , 

νπόηε ιόγσ ηεο (5) θαη ηνπ θ ξ η ηε ξ ί ν π  π α ξ ε κ β ν ι ή ο ,  πξνθύπηεη όηη  

1 x

x
lim f (x)e 0.



  
     

Δ5. Η εμίζσζε κε  x , 0   είλαη ηζνδύλακε κε ηελ : 

     1f (x) 1 ζπλx 1 0  :   5            
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Δπεηδή ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο  1f   είλαη ην δηάζηεκα  0, 1 ,έπεηαη όηη γηα θάζε  

  1f
x D , 0     ηζρύεη : 

1 1f (x) 1 f (x) 1 0       

Δπίζεο γηα θάζε  x , 0   ηζρύεη :  

ζπλx 1 ζπλx 1 0     

Έηζη γηα λα ηζρύεη ε (5)πξέπεη θαη αξθεί λα είλαη : 

1 1f (x) 1 0 f (x) 1 x f (1) x 0

θαη θαη θαη θαη

ζπλx 1 0 ζπλx 1 ζπλx 1 ζπλx 1

x 0

θαη x 0

ζπλ0 1

       
   

     
         




  
 

  

Άξα  
1

x 0 , είλαη κ ν λ α δ η θ ή  ι ύ ζ ε  ηεο δνζείζαο εμίζσζεο. 

 

3o ΘΕΜΑ Β                            ΣΑΡΑΦΗΣ 

Β1.Έρνπκε 

           
2

2 2

x 2 x 2

x αx β
f x x 2 f x x αx β lim x 2 f x lim x αx β

x 2  

 
          


2α β 4 0    . 

Γηα x 2   
    2 x 2 x 2 α x 2x αx 2α 4

f x x 2 α
x 2 x 2

     
    

 
. 

    
x 2 x 2
limf x 7 lim x α 2 7 α 3
 

        ,νπόηε β=-10. 

Β2. α.Πξέπεη λα απνδείμνπκε όηη ε εμίζσζε  2 4 3f x x x 6x 28     έρεη ηνπιάρη-

ζηνλ κηα ιύζε ζην (0,1).Η εμίζσζε γξάθεηαη 

    
2 4 3 4 3 2 3 2x 5 x x 6x 28 x x x 4x 3 0 x 1 x 2x x 3 0                

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε   3 2h x x 2x x 3     ,  x 0,1   

Η ζπλάξηεζε h είλαη ζπλερήο σο πνιπσλπκηθή ζην [0,1]. 
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 h 0 3   ,  h 1 1  νπόηε    h 0 h 1 0    

Από ην Θ. Bolzano ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  0x 0,1  ηέηνην ώζηε  0h x 0  άξα 

θαη ε εμίζσζε  2 4 3f x x x 6x 28     έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ιύζε ζην (0,1). 

Β2. β. Έρνπκε    2f g x x 1 x 5     θαη  f x x 5   νπόηε  

   2 2g x 5 x 1 x 5 g x x 1 x        
. 

Β2. γ. Γηα x θνληά ζην   έρνπκε: 

       
2 22 2g x 1 g x x 1 1 x 1 x 1 x x 1 1 x 1 1                 

 
     

 

2 22 2

2 2

2 2

x 1 1 x 1 x 1 1 x 1

x 1 1 x 1

x 1 1 x 1

       

     

   

  

 

   

2 2

2 22 2

2

1
x 2

x 1 1 x 1 2x 1 x

1 1 1x 1 1 x 1 x 1 1 x 1
x 1 1

x x x

 
       

 
         

        

  

    
x x

2

1
x 2

x
lim g x 1 g x lim 1 1 1 0

1 1 1
x 1 1

x x x

 

 
     

       
             

 

 

3o ΘΕΜΑ Γ                            ΣΑΡΑΦΗΣ 

Γ1.Γηα θάζε 
1 2x ,x   κε  

               1 2 1 2 1 2 1 2g x g x f g x f g x f g x f g x x x        

Άξα ε g είλαη 1-1 ζην . 
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Γ2.Η εμίζσζε γξάθεηαη      3g f x x x g f x ln x 2      (g 1-1)  

   3 3f x x x f x ln x 2 x x ln x 2 0          . 

Θεσξνύκε ζπλάξηεζε   3h x x x ln x 2     , κε x>0 

Πξνθαλήο ιύζε γηα x=1 ,  h 1 1 1 ln1 2 0       

 Γηα θάζε  1 2x ,x 0,   κε 3 3

1 2 1 2x x x x    θαη 
1 2ln x ln x  νπόηε 

    3 3

1 1 1 2 2 2 1 2x x ln x 2 x x ln x 2 h x h x           

Γει. ε h είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  0, . 

Άξα ε εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ιύζε γηα x=1. 

Γ3.Η εμίζσζε  g x
α e 1   γξάθεηαη 

     g x 1 1
e g x ln g x ln α

α α

 
      

 
  

Αλ 0<α<1 ηόηε lnα 0   δει. αλήθεη ζην ζύλνιν ηηκώλ νπόηε ε εμίζσζε 

 g x lnα   έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ιύζε ζην .Η g είλαη 1-1 νπόηε έρεη κνλα-

δηθή ιύζε ζην . 

Αλ α 1  ηόηε lnα 0   δει.  lnα 0,    νπόηε ε εμίζσζε δελ έρεη ιύζε ζην . 

Γ4.Η g είλαη 1-1 νπόηε  

        g f ln x 1 g x 2 f ln x 1 x 2 f ln x x 1         
  

Θέηνπκε σσ ln x x e   . 

Άξα   σf σ e 1    

 

3o ΘΕΜΑ Δ                            ΣΑΡΑΦΗΣ 

Δ1.
 

          
2

x x 2 x x 2e 2f x e x f x e 2e f x f x x          
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  

2
xf x e x     

Θέηνπκε     xθ x f x e   ,  x 0,   νπόηε  2θ x x   

Έζησ όηη ππάξρεη  0x 0,   ώζηε  0θ x 0   

Γηα 
0x x  έρνπκε  2

0 0 0θ x x x 0    .Άξα  θ x 0  γηα θάζε x>0. 

Η θ ζπλερήο ζην  0,  σο πξάμε ησλ ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ   xf x ,e  άξα δηαηεξεί 

ζηαζεξό πξόζεκν ζην  0, . 

 Γηα x=2      
 2

2

2 2

e f 2 11
θ 2 f 2 e f 2 0

e e




      .Άξα  θ x 0  γηα θάζε x>0. 

         
2

x x x xf x e x f x e x f x e x f x x e                

  xf x x e   γηα θάζε x 0   

Δ2. α. Γηα θάζε  1 2x ,x 0,   κε 1 2 1 2x x x x

1 2 1 2x x x x e e e e
   

          

θαη 
1 2x x  νπόηε    1 2x x

1 2 1 2x e x e f x f x       ,ε f γλεζίσο 

αύμνπζα ζην  0, . 

Δ2.β. Η f είλαη γλεζίσο αύμνπζα νπόηε    0 2016 f 0 f 2016    θαη 

       1 2016 f 1 f 2016 2015f 1 2015f 2016     . 

Πξνζζέηνπκε νπόηε  

       
   f 0 2015f 1

f 0 2015f 1 2016f 2016 f 2016
2016


   

  

Δ2. γ. Η f ζπλερήο ζην  0,  άξα θαη ζην [0,1]. 

 
 f 0 1 

 θαη  
1

f 1 1 0
e

     
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Από ην Θ. Bolzano ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  μ 0,1  ώζηε  f μ 0  θαη επεηδή ε f 

είλαη γλεζίσο αύμνπζα,ε ιύζε είλαη κνλαδηθή. 

Δ3. i. Γηα λα αληηζηξέθεηαη ε h ζα πξέπεη λα είλαη 1-1 ζην . 

 Γηα θάζε 
1 2x ,x   κε  

                 1 2 1 2 1 1 2 2h x h x g h x g h x 2f x h x 2f x h x       
 

 
       1 2 1 2 1 22f x 2f x f x f x x x    

. 

Άξα ε h είλαη 1-1 νπόηε αληηζηξέθεηαη. 

Δ3. ii. Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g γηα λα έρεη θνηλό ζεκείν κε ηελ επζεία y=x ζα 

πξέπεη ε εμίζσζε  g x x  λα έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ιύζε. 

Θέηνπκε όπνπ x ηελ h(x) ζηελ  g x x . 

             g h x h x 2f x h x h x f x 0      .Από ην εξώηεκα Γ2γ ε εμίζσζε 

f(x)=0 έρεη κνλαδηθή ιύζε ζην (0,1). 

 Άξα ε  g x x  έρεη ιύζε ηελ ηηκή h(μ) δει. ηνπιάρηζηνλ έλα θνηλό ζεκείν ε gC  κε 

ηελ y=x. 

4o ΘΕΜΑ Β                       ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Β1. i. Δίλαη 

    f f x x 2f x 
, 

νπόηε 

      f f x 2f x x   : 1    

Έζησ 
1 2x ,x   κε    1 2f x f x . 

Έρνπκε: 
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   
     

   

1 2

1 2

1 2

f f x f f x
f x f x

2f x 2f x

 
  

    
 

         1 1 2 2f f x 2f x f f x 2f x


   
 

 1

1 2x x    

1 2x x   

Δπνκέλσο ε f  είλαη ζπλάξηεζε 1 1 . 

ii. Υπνζέηνπκε όηη ε f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην ,  ηόηε κε 
1 2x x  

έρνπκε : 

 

   
       

   
 

         

 

f f
1 2

1 2 1 2

1 2

1 1 2 2

1 2 1 2 1 2

f f x f f x
x x f x f x

2f x 2f x

f f x 2f x f f x 2f x

x x x x ,ΑΤΟΠΟ!!! αθνύείλαη x x



 
    

  

   

      

2 2

  

Δπνκέλσο ε f  δελ είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  θαη επεηδή δόζεθε όηη είλαη γλεζίσο 

κνλόηνλε ζην  ζπκπεξαίλνπκε όηη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην . 

Β2. Από ηελ ζρέζε  1  γηα x 0  έρνπκε: 

           f f 0 2f 0 0 f f 0 2f 0   2      

Δίλαη: 

                     
    22f x 3x 2 f f 0  

 

    
2

22f x 3x 2 2 f 0   
 

                
   2f x 3x 2 f 0    

2x 3x 2 0  
, (αθνύ ε f  είλαη 1 1 ) 

               x 1 ή x 2    

Δπνκέλσο νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο είλαη x 1  ή  x 2 . 

Β3. i. Γηα θάζε x 0  ηζρύεη  

 
 f x

f x x
x

   

Δίλαη 

  *

x

f x
lim

x



          θαη    

x
lim x


  , 
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νπόηε 

 
 

x x

f x
lim f x lim x

x 

 
     

 
 

ii. Γηα θάζε x  ηζρύεη 

    f f x x 2f x   

Δπεηδή 

 
x
lim f x


   

έπεηαη όηη ππάξρεη k 0  ηέηνην ώζηε γηα θάζε  x k,   λα ηζρύεη  f x 0 . 

Έηζη γηα θάζε  x k,   έρνπκε:  

          
    

    f f x x 2f x
f f x x 2f x

x x


     

    f f x f x
1 2

x x
  

 

  
 

   
 

f f x f x f x
1 2   3

f x x x
   

 

Δίλαη 

 
 

x

f x
lim

x






       θαη    

 
  
 

 
 

 x

σ f x

lim f x

x σ

f f x f σ
lim lim

f x σ



  
  
 

 
    

Έηζη από ηελ  3  έρνπκε: 

  
 

   

 

x x

2

2

f f x f x f x
lim 1 lim 2

f x x x

1 2 2 1 0

1 0 1 0

 

   
       

  

       

      
 

1  

4o ΘΕΜΑ Γ                       ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 
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Γ1. i. Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε  

     g x f x 2x 1   

Από ηελ ππόζεζε είλαη: 

 
x
lim g x 3


 . 

Άξα από ηελ   1  έρνπκε  

     f x g x 2x  2  . 

Δίλαη 

 
x
lim g x 3


      θαη     
x
lim 2x


  , 

νπόηε από ηελ  2  έρνπκε  

    
x x
lim f x lim g x 2x
 

    . 

ii. Έρνπκε: 

 
     

 
2

x x x

f x g x 2x 1
lim lim lim g x 2 0 3 2 2

x x x  

  
       

 
 

Γ2. Γηα θάζε x 0  έρνπκε: 

   

 

   

 

   

 

2
2

2
2

2 2 22 2

2

f 2x f 3xxf 2x f 3x 2 9
2x 3xxf 2x f 3x x

f x xf x x f x
1

x x

     
  

 
  

 
 

 

Δίλαη 

 
 

x

f x
lim 2

x
  

θαη γηα α 0  είλαη  

 
 

 
 x

σ αx
lim αx

x σ

f αx f σ
lim lim 2

αx σ



 
  
 

 
    

Άξα 
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   

 

   

 

2

2 2

2 2 2 2x x

f 2x f 3x
2 9

2x 3xxf 2x f 3x 2 2 9 2 40
lim lim 8

5f x x 2 1f x
1

x

 

 
   

    
   

  
 

 

 

Γ3. Δπεηδή ε f  είλαη  πεξηηηή έπεηαη όηη γηα θάζε x  ηζρύεη  

     f x f x 3   . 

Από ηελ ππόζεζε έρνπκε όηη  

    
x
lim f x 2x 3 4


   

Γηα λα βξνύκε  όξην   
x
lim f x 2x


 , ζέηνπκε  

u x  , νπόηε είλαη x u   θαη  όηαλ x  έρνπκε u .  

Άξα 

       
 

  
3

x u u
lim f x 2x lim f u 2 u lim f u 2u
  

         

                                  
 4

u u
lim f u 2u lim f u 2u 3
 

             

Γ4. Γηα λα βξνύκε  όξην       2

x
lim f x 4f x 5 f x


    , ζέηνπκε  σ f x . Όηαλ  

x   έρνπκε  σ  (αθνύ   
x
lim f x


  ) 

Έηζη έρνπκε: 

 

        
   

2

σ

2 2
σ 0

2σ σ

2

σ σ

22

lim σ 4σ 5 σ

σ 4σ 5 σ 4σ 5
lim lim

4 5σ 4σ 5 σ
σ 1 σ

σ σ

5 5σ 4 4
σ σlim lim

4 54 5
1 1σ 1 1

σ σσ σ

4 0

1 0 0 1

2

x +
lim f x + 4f x + 5 f x

2






 

 

    

   
  

  
  

 
  

 
  

 
     

 


 

  

→ ∞
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4o Θ Ε Μ Α  Δ                       ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Δ1. Δίλαη  

       f x y f x f y    : 1   .  

Αλ ζηελ (1) ζέζνπκε x y 0   έρνπκε: 

             f 0 0 f 0 f 0 f 0 f 0 f 0 f 0 0        . 

Από ηελ  1  , γηα y x   , έρνπκε: 

            
  

       
f 0 0

f x x f x f x f 0 f x f x

0 f x f x f x f x


        

       

 

Άξα γηα θάζε x  ηζρύεη 

     f x f x : 2    

Δ2. Από ηελ  1  ζέηνληαο όπνπ x  ην x y  έρνπκε  

      f x y y f x y f y       

                
           f x f x y f y f x y f x f y         

Άξα γηα θάζε x,y  ηζρύεη 

       f x y f x f y  : 3    

Δ3. Έζησ 
1 2x ,x   κε 

1 2x x . 

Έρνπκε: 

 

 

γηα θάζε x 0 
ηζρύεη  f x 0

1 2 2 1 2 1x x x x 0 f x x 0

 
  

        

                                   

 

   
3

2 1f x f x 0    

                              
   1 2f x f x    

 

Άξα γηα θάζε 
1 2x ,x   κε 

1 2x x  ηζρύεη    1 2f x f x , 

νπόηε ε ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην . 

Έρνπκε: 

     
       22f x f x 12

2f x f x +1 > 0    
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     2 2f x f x f x 1   
 

 

   
1

2 2f x x f x 1   
 

   2f 2x f x 1  
 

 f γλ. θζίλ
22x x 1  

 

 

22x x 1 0
1

x , 1
2

 
  


   



. 

Δ4. Η f  είλαη ζπλερήο ζην α , άξα ηζρύεη:  

     
x α
limf x f α : 4


 . 

Έζησ 
0x   ηπραίνο, ζα δείμνπκε όηη  

   
0

0
x x
lim f x f x


 . 

Γηα ην  όξην  
0x x

lim f x


 ζέηνπκε 
0u x x α   , νπόηε είλαη  0x x α u    

Δίλαη θαλεξό όηη : όηαλ 
0x x  ,ηόηε u α . 

Άξα είλαη 

    
 

   

   
 

   
 

    

0

1

0 0
x x u α u α

4 1

0 0
u α u α

0 0

lim f x limf x α u lim f x α f u

limf x α limf u f x α f α

f x α α f x

  

 

        

      

   

 

Άξα γηα θάζε 
0x   ηζρύεη  

   
0

0
x x
lim f x f x


 , 

νπόηε ε f  είλαη ζπλερήο ζην . 

Δ η α θ ν ξ ε η η θ ά  

Έζησ 
0x  . 

Γηα θάζε x  ηζρύεη  

          0 0 0 0f x f x x α x α  f x x α +f x α            :(5) 

Η ζπλάξηεζε    0θ x x x α    είλαη ζπλερήο ζην 
0x θαη ε f  είλαη ζπλερήο ζην 

 0θ x α
, 
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νπόηε ε ζπλάξηεζε  

   1 0f x f x x α  
 

είλαη ζπλερήο ζην 
0x ,σο ζύλζεζε ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ . 

Αθόκε ε  0f x α είλαη ζηαζεξά . 

Έηζη από ηελ (5) πξνθύπηεη όηη ε f είλαη ζπλερήο ζην 
0x , σο άζξνηζκα ζπλερώλ  

ζπλαξηήζεσλ. 

Άξα ε f  είλαη ζπλερήο ζε θάζε ζεκείν 
0x  ,νπόηε ε f  είλαη ζ π λ ε ρ ή ο  ζην . 

5o ΘΕΜΑ Β                     ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Β1. Δίλαη           2 2xy f x f y x f y y f x  : 1     ,  x y . 

Έζησ  1 2x ,x 0,   κε 
1 2x x .  

Λόγσ ηεο  1  έρνπκε:  

        2 2

1 2 1 2 1 2 2 1x x f x f x x f x x f x    

       2 2

1 2 1 1 2 2 1 2 2 1x x f x x x f x x f x x f x 0      

         1 2 1 1 2 2 2 1 1 2x x f x x f x x x f x x f x 0      

        2 1 1 2 1 2x f x x f x x x 0    2     

Δίλαη 
1 2x x 0   (επεηδή 

1 2x x ), νπόηε από ηε  2  πξνθύπηεη όηη  

   2 1 1 2x f x x f x 0   

   
     1 2x 0,x 0

1 2

2 1 1 2

1 2

f x f x
x f x x f x

x x

 

     

   1 2h x h x   

Άξα ε h  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  0, . 

Β2. Πξέπεη αξρηθά λα ηζρύεη :   2

f 2

x 0
x,x D 0, x 0

x 0


     


  

Έηζη  έρνπκε: 
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       

2
2

2

f x f x
f x xf x

x x
x 0

x 0


   

 
  

 

                                
      2 2h   0,h x h x x x

  
x 0x 0

   
  

 

1

      

         
 x x 1 0 x 1 0 x 1

x 1
x 0 x 0x 0

      
      

   
 

Άξα  x 1,  . 

Β3. Γηα θάζε x 0  έρνπκε: 

      2 2x f f x f x f x  

  
 

 
    

2

2

2

f xf f x
h f x h x

f x x
     

 

 
h   1 1 σο γλ. κνλόηνλε

2f x x


   

Άξα  

  2
f x x , x 0   (ηθαλνπνηεί ηελ ππόζεζε). 

 

 

5o ΘΕΜΑ Γ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Δίλαη   x xg x e 2e 0     γηα θάζε x , νπόηε ε g  είλαη γλεζίσο αύμνπζα 

ζην . 

Γηαθνξεηηθά: 

Έζησ 
1 2x , x   κε 

1 2x x . Έρνπκε: 

   x x
1 21 2

1 2

x xe γλ.αύμνπζα e γλ.αύμνπζαx x

1 2 x x
1 2

e ee e
x x

x x e e
 

  
    

       

 

   
1 2

1 1 2 2

1 2

x x

x x x x

1 2x x

e e
e 2e e 2e g x g x

2e 2e


 

 

 
      

    

Δπνκέλσο ε g  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην . 
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Έζησ 
1 2x , x   κε 

1 2x x . 

Έρνπκε: 

 

     

   

 

           
f

1 2

1 2 1 1 2 2 1 2
g

1 2

f x f x
x x f x g x f x g x h x h x

g x g x

 
       



9

9
. 

Δπνκέλσο ε h  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην . 

Γ2. Από ηελ ππόζεζε έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύνπλ: 

        f f x g g x : α  

        f g x g f x : β  

Γείμακε όηη ε      h x f x g x  , x  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην , νπόηε ε h  

είλαη 1 1 . 

Γηα θάζε x  είλαη: 

        h f x f f x g f x  
 

   

     
α , β

g g x f g x   

     f g x g g x   

  h g x  

Άξα γηα θάζε x  ηζρύεη      h f x h g x  θαη επεηδή ε h  είλαη 1 1 , πξνθύπηεη 

όηη    f x g x  γηα θάζε x . 

Δπεηδή νη ζπλαξηήζεηο f ,g  έρνπλ ίδην πεδίν νξηζκνύ, ην A   θαη ηζρύεη 

   f x g x  γηα θάζε x , έπεηαη όηη f g . 

Γ3. Δίλαη  

    x xf x g x e 2e , x   
. 
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Η f  σο γλεζίσο κνλόηνλε ζην  είλαη 1 1 , νπόηε ε f  είλαη αληηζηξέςηκε θαη ηη πε-

δίν νξηζκνύ ηεο 1f   είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ  f  ηεο f . 

Δύξεζε ηνπ  f  θαη ηνπ ηύπνπ ηεο 1f  . 

Θεσξνύκε ηελ εμίζσζε  f x y  θαη ηελ ιύλνπκε σο πξνο x . 

Έρνπκε: 

 f x y   

x xe 2e y    

2x xe 2 ye    

2x xe ye 2 0     

2σ yσ 2 0    ,  κε yσ e 0  . 

Η δηαθξίλνπζα ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο είλαη 2Γ y 8 0    γηα θάζε y , νπόηε 

είλαη: 

2y y 8
σ

2

 
   

2

x
y y 8

e
2

 
   

 

 

 

2

x

2

x

y y 8
e : γ

2
: Σ

y y 8
e : δ

2

  
 


 
 




 

Όκσο γηα θάζε y  είλαη: 

2 2 2 2 2y y 8 y y 8 y 8 y y 8            
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2

2

2 2

y y 8
0

y y 8 0 2

y y 8 0 y y 8
0

2

  
     

  
      



 

Δπνκέλσο ε  δ  είλαη αδύλαηε ζην . Έηζη έρνπκε: 

 
2 2

x

f

y y 8 y y 8
Σ e 0 x ln D

2 2

    
       
 
 

, γηα θάζε y . 

Άξα είλαη  f   θαη  
2

1
y y 8

f y ln
2


  
 
 
 

. 

Δπνκέλσο ε αληίζηξνθε ηεο f  νξίδεηαη σο εμήο: 

1f :   κε  
2

1 x x 8
f x ln

2


  

  
 
 

. 

 

5o ΘΕΜΑ Δ                     ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Δ1. Δίλαη          f x f y x y x y     : 1 x y       

Έζησ ηπραίν 
0x  . Λόγσ ηεο (1) έρνπκε όηη γηα θάζε

0x x   ηζρύεη  

   0 0 0f x f x x x x x      

   0 0 0 0x x f x f x x x x x         

     0 0 0 0 0 0f x x x x x f x f x x x x x           : (2) 

Δίλαη  

     
0x x

0 0 0 0f x x x x x f xlim


      θαη  

     
0x x

0 0 0 0f x x x x x f x ,lim


      

νπόηε ,  ιόγσ ηεο (2)  θαη  ηνπ  θξηηεξίνπ  παξεκβνιήο , πξνθύπηεη όηη  

   
0x x

0f x f xlim


 . 
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Άξα γηα θάζε 
0x   ηζρύεη 

   
0x x

0
f x f x ,lim



  

νπόηε ε f  είλαη ζπλερήο ζην . 

Δ2. Έζησ 
1 2x ,x   κε 

1 2x x . 

Λόγσ ηεο (1) έρνπκε  

   1 2 1 2 1 2f x f x x x x x      

 

   
1 2x x 0

1 2 1 2 2 1f x f x x x x x
 

       

   2 1 1 2 1 2 2 1x x f x f x x x x x         

   1 2 1 2 1 2f x f x x x x x       

   1 2f x f x   

Δπνκέλσο, ε f  είλαη  γ λ ε ζ ί ω ο  θ ζ ί λ ν π ζ α  ζην . 

Δ3. Γηα θάζε x 0  έρνπκε:  

       
π π

f x ζπλ f x ζπλ f x 1 f x
x x
      

Έηζη γηα θάζε x 0  έρνπκε:  

   
π

f x ζπλ f x
x

    

     
π

f x f x ζπλ f x
x

    :  ((3) 

Δίλαη 

    
 

 
  1

x 0 x 0

ε f  είλαη  ζπλερήο 
ζπλερήοζηνx 0 f 0 0

f x f x f 0 0 0lim lim
 

 

     θαη  

     
x 0

f x ... f 0 0 0lim


       , 

νπόηε , ιόγσ ηεο (3)  θαη  ηνπ  θξηηεξίνπ  παξεκβνιήο , πξνθύπηεη όηη  

 
x 0

π
f x ζπλ 0

x
lim


 
 

 
  

Δ4. Έρνπκε:  
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 

     

     

     

     

     

     

     

     

f  γλ. θζίλνπζα

f 0 f 0 f 3 2f 0 2f 0 2f 30 0 3

f 0 f 1 f 3 3f 0 3f 1 3f 30 1 3
  

0 2 3 f 0 f 2 f 3 4f 0 4f 2 4f 3

0 3 3 f 0 f 3 f 3 5f 0 5f 3 5f 3

     
        

   
       

        

 

                
 

           14f 0 2f 0 3f 1 4f 2 5f 3 14f 3


       

           
       

 
2f 0 3f 1 4f 2 5f 3

f 3 f 0
14

  
    

Δπεηδή ε f  είλαη ζπλερήο ζην  0,3  θαη ηζρύεη  

 
       

 
2f 0 3f 1 4f 2 5f 3

f 3 f 0
14

  
  , 

έπεηαη, ιόγσ ηνπ Θ ε ωξ ή κ α η ν ο  ε λ δ η ά κ ε ζ ωλ  η η κ ώλ , όηη ππάξρεη  0x 0,3  

ηέηνην ώζηε 

 
       

0

2f 0 3f 1 4f 2 5f 3
f x

14

  
  

Όκσο  ε f  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  κ ν λ ό η ν λ ε  ζην , νπόηε  ην 
0x  είλαη  κ ν λ α δ η θ ό . 

6o ΘΕΜΑ Β                     ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Β1. Γηα θάζε x  έρνπκε: 

   

   

2

2 2 2

f x 4xf x 2x 1

f x 4xf x 4x 4x 2x 1

  

     
 

  
2 2f x 2x 4x 2x 1      

   2f x 2x 4x 2x 1   : 1      

Θεσξνύκε ζπλάξηεζε 

   g x f x 2x,   x  
, 

άξα ε  (1) γξάθεηαη 
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   2g x 4x 2x 1  : 2    

 Δίλαη όκσο  
22 24x 2x 1 3x x 1 0      , γηα θάζε x . 

Άξα γηα θάζε x  είλαη  

   
22 2g x 4x 2x 1 3x x 1 0      

 

   g x 0 g x 0     

Η ζπλάξηεζε    g x f x 2x   είλαη ζπλερήο ζην   

σο δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ   θαη γηα θάζε x  ηζρύεη  g x 0 , 

νπόηε ε g  δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην . 

Δίλαη όκσο  

     g 1 f 1 2 1 f 1 2 0     
 

(επεηδή   f 1 2 ) θαη επεηδή ε g  δηαηεξεί ζην  ζηαζεξό πξόζεκν έπεηαη όηη 

 g x 0 γηα θάζε x . 

Έηζη από ηελ  2  πξνθύπηεη όηη  

  2g x 4x 2x 1   
 

 

 

2

2

f x 2x 4x 4x 1

f x 4x 2x 1 2x

     

    
 

Άξα 

  2
f x 4x 2x 1 2x,   x      

Β2. Γηα θάζε 
fx D  , κε x 0  έρνπκε: 

 
  2 2

2

4x 2x 1 2x 4x 2x 1 2x
f x

4x 2x 1 2x

     
 

    

   2 2
x 0

2 2

1
x 2

4x 2x 1 4x x

2 1 2 1
x 4 2x x 4 2

x x x x



 
     

  
 

        
 
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2

1
2

x ,
2 1

4 2
x x





   

 

νπόηε 

 
x x

2

1
2

2 0 1xlim f x lim
22 1 4 0 0 2

4 2
x x

 




   
   

   

 

Β1. i. Δίλαη 

 

 

 

2

x x

x 0 2

x

f x 4x 2x 1 2x
lim lim

x x

1 1
x 4 2 2x

x x
lim

x

 





  
 

  

 

 

2x

2 1
lim 4 2

x x

 
      

   

4 0 0 2 4      

ii. Γηα ην       2

x
lim f x f x 1 f x


    ζέηνπκε  σ f x .   

Δίλαη 

  2

x x
lim f x lim 4x 2x 1 2x
 

     
. 

Έηζη , όηαλ x , έρνπκε  σ , 

νπόηε 

        2

σ
lim σ σ 1 σ2

x +
lim f x + f x +1 f x

 
     

 2 2

2σ

σ σ 1 σ
lim

σ σ 1 σ

  


  
 

 σ 0

σ σ

22

1 1σ 1 1
σ σlim lim

1 11 1
1 1σ 1 1

σ σσ σ



 

 
  

 
  

 
     

   

1 0

1 0 0 1

1

2


 

  
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iii. Γηα θάζε x 0  έρνπκε: 

       x 0εκ f xεκ f x 1 1

x x x x



   

 

     
 

εκ f x εκ f x1 1 1
   3

x x x x x
      

Δίλαη 

x

1
lim 0

x

 
  
 

            θαη       
x

1
lim 0

x
 , 

νπόηε , ιόγσ  ηεο   3  θαη ηνπ  θ ξ η ηε ξ ί ν π  π α ξ ε κ β ν ι ή ο   ,
 
πξνθύπηεη όηη  

  
x

εκ f x
lim 0

x
  

  

6o ΘΕΜΑ Γ                     ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1.  Δίλαη 

       f x f y x y x y 1    x y     
 

Έζησ 
1x , 

2x   κε 
1 2x x . 

Λόγσ ηεο  1  ηζρύεη  

   1 2 1 2 1 2f x f x x x x x       

 1 2x x 0 

    1 2 1 2 2 1f x f x x x x x       

     2 1 1 2 1 2 2 1x x f x f x x x x x          

   

   

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 2 1

f x f x x x x x

f x f x x x x x

     
 

    

 

   

   

   

   

1 1 2 2 1 2

1 2 1 2

f x 2x f x 2x g x g x

f x f x f x f x

     
  

   

 

Δπνκέλσο ε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  θαη ε    g x f x 2x   είλαη γλεζίσο 

θζίλνπζα ζην . 

Γ2. Έρνπκε:  
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     2 2f x f x 2 2 x x 2     

 

     2 2f x 2 x f x 2 2 x 2       
 

   
 g γλ. θζίλνπζα ζην

2 2g x g x 2 x x 2      
 

2x x 2 0     x 1,2  
 

Γ3. Έζησ 
0x   ηπραίνο. 

Λόγσ ηεο  1 , έρνπκε όηη γηα θάζε x  κε 
0x x  ηζρύεη 

     
   0 0 0f x f x x x x x     

 

   0 0 0 0x x f x f x x x x x        
 

       0 0 0 0 0 0f x x x x x f x f x x x x x   2          

Δίλαη  

    
0

0 0 0 0
x x
lim f x x x x x f x


    
  

θαη  

    
0

0 0 0 0
x x
lim f x x x x x f x


    
,  

νπόηε , ιόγσ  ηεο   2  θαη ηνπ  θ ξ η ηε ξ ί ν π  π α ξ ε κ β ν ι ή ο   ,
 
πξνθύπηεη όηη  

   
0

0
x x
lim f x f x


  

Δπνκέλσο γηα θάζε 
0x   ηζρύεη 

   
0

0
x x
lim f x f x


  

νπόηε  ε f είλαη ζ π λ ε ρ ή ο  ζην . 

 

6o ΘΕΜΑ Δ                     ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Δ1. Δίλαη 

        f f x 2f x 8 x θαη : f 1 31    . 

Έζησ   
1x , 

2x   κε    1 2f x f x . 

Έρνπκε: 
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   
     

   

1 2

1 2

1 2

f f x f f x
f x f x

2f x 2f x

 
  

  
 

         1 1 2 2f f x 2f x f f x 2f x


   
 

 1

1 28 x 8 x      

1 2 1 2x x x x     

Δπνκέλσο ε f είλαη ζπλάξηεζε 1 1 . 

Δ2. Από ηελ  1  γηα x 1  έρνπκε: 

    f f 1 2f 1 8 1  
  

 
f 1 3

f 3 2 3 7


      f 3 1  

Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε  

   g x f x x  . 

 Η g  είλαη ζπλερήο ζην  1,3  σο δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ. 

     g 1 f 1 1 3 1 2 0        θαη    g 3 f 3 3 1 3 2 0       , νπόηε εί-

λαη    g 1 g 3 0  .  

Άξα ε g ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ ε ωξ ή κ α ην ο  B o l za n o  ζην  1,3 , νπό-

ηε ππάξρεη  

 0x 1,3 ,    0 0 0g x 0 f x x 0      0 0f x x  

Δ3. Από ηελ  1  γηα 
0x x  έρνπκε:  

    0 0 0f f x 2f x 8 x     

 

 
 0 0 0 0( f x x ) ( f x x )

0 0

αθνύ αθνύ

0f x 2x 8 x
 

      

0 0 0x 2x 8 x      

0 04x 8 x 2     

Έηζη είλαη  

 0 0f x x  θαη 
0x 2 , 

νπόηε είλαη  f 2 2 . 

Δ4. i. Δίλαη:  
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 
 

 
0

x x

f x
lim f x lim x

x

   
  

 

 
    

 
, 

αθνύ  

  *

x

f x
lim

x



   θαη 

x
lim x


  . 

Αθόκε 

 
 

 
0

x x

f x
lim f x lim x

x

   
  

 

 
    

 
, 

αθνύ 

  *

x

f x
lim

x



   θαη

x
lim x


   

Έρνπκε 

 
x
lim f x


  , νπόηε είλαη  f x 0  ‘’θνληά’’ ζην   

Έηζη, ‘’θνληά’’ ζην   ηζρύεη:  

     
 

 f f x f f x f x

x f x x
   

Δίλαη 

  
 

 
 

 x

σ f x

lim f x

*

x σ

f f x f σ
lim lim

f x σ



  
  
 


 

    

θαη 

  *

x

f x
lim .

x



   

Δπνκέλσο 

     
 

 
x x

f f x f f x f x
lim lim

x f x x 

 
   

 
 

2  . 

ii.  Από ηελ  1 , γηα θάζε x 0 , έρνπκε: 

    f f x 2f x 8 x

x x

 
 

    f f x f x 8
2 1

x x x
   , 

νπόηε 
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    
x x

f f x f x 8
lim 2 lim 1

x x x 

   
          

 

2 22 0 1 2 1 0          

 
2

1 0 1 0 1.          

Άξα είλαη   

1   

 

7o ΘΕΜΑ Β                     ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Β1. H 
fC  δηέξρεηαη από ηα ζεκεία  Α 1,2  θαη  Β 2,1  , 

άξα είλαη 

 f 1 2   θαη    f 2 1 . 

Παξαηεξνύκε όηη ελώ είλαη 1 2  ηζρύεη    f 1 f 2 . 

Δπεηδή δόζεθε όηη ε f  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην  θαη γηα 1 2  ηζρύεη 

   f 1 f 2 , έπεηαη όηη ε f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην . 

Β2. Δπεηδή ε f  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο, 

έπεηαη όηη ε f  είλαη ζπλάξηεζε 1 1 , νπόηε  

ε f  έρεη αληίζηξνθε ζπλάξηεζε θαη κάιηζηα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο  
1f 
 είλαη ην ζύλν-

ιν ηηκώλ ηεο f, 

δειαδή ην 

 f  . 

Έρνπκε: 

  1 2f f x x 1 1      

1 2x ,x       2 1f x x 1 2 , αθνύ ηζρύεη f f w w    
 

        2 2f x x 1 f x x f 2 , αθνύ f 2 1      
 

 2x x 2 , αθνύ ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  
 

2x x 2 0     
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   x , 2 1,       

 

 

 

 

Β3. Έρνπκε: 

  1f f 2x 5 1 2     

       1f f 2x 5 1 f 1   , επεηδή  f 1 2      

   1f 2x 5 1 1    , επεηδή  ε  f  είλαη 1 1      

 1f 2x 5 2    

    1f f 2x 5 f 2    

     12x 5 1    επεηδή  f f w w   θαη  f 2 1      

2x 4 x 2     

Β4.  Δίλαη   

     f x 2ln 1 x 5 ,   x A ,0     
 . 

Έζησ 
1 2x ,x Α  κε  

   1 2f x f x . 

Έρνπκε:  

       1 2 1 2f x f x 2ln 1 x 5 2ln 1 x 5        

       1 2 1 22ln 1 x 2ln 1 x ln 1 x ln 1 x         

 ln x:1 1

1 2 1 2 1 21 x 1 x x x x x


          

Άξα ε f  είλαη 1 1 , νπόηε έρεη αληίζηξνθε ζπλάξηεζε  θαη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 
1f 

είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο  f A  ηεο f . 

Γηα λα βξνύκε ηελ αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηεο f , ζεσξνύκε ηελ εμίζσζε  f x y  

θαη ιύλνπκε σο πξνο x . 

Έρνπκε: 

   f x y 2ln 1 x 5 y      

8_ 8+x

x2 x+
_2

1

0 0+
_

+
_

++

2
_
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   
y 5

2ln 1 x y 5 ln 1 x
2


        

 
y 5

2ln 1 x ln e
 

    
 

 

y 5 y 5

2 21 x e x 1 e
 

       

Γηα λα αλήθεη ην  
y 5

2x 1 e  ζην  Α ,0


    , πξέπεη θαη αξθεί λα ηζρύεη: 

y 5

21 e 0


    

y 5 y 5

02 2
y 5

e 1 e e 0
2

 


       

y 5 0 y 5     

Άξα είλαη 

   f Α 5,      θαη    
y 5

1 2f y 1 e


    

Δπνκέλσο ε α λ η ί ζ ηξ ν θε  ζπλάξηεζε ηεο  f  είλαη   

   
x 5

1 1 2f : 5, κε f x 1 e



     . 

 

7o ΘΕΜΑ Γ                     ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1.  Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο f  απνηειείηαη από όινπο εθείλνπο ηνπο πξαγκαηηθνπο  

αξηζκνύο  x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη : 

2x 4 0 x 2
2 x 9

9 x 0 x 9

    
    

   
. 

Άξα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f  είλαη ην  Α 2,9  . 

Γ2. Έζησ 
1 2x ,x Α  κε 

1 2x x .  

Έρνπκε: 
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1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

2x 2x 2x 4 2x 4
x x

x x 9 x 9 x

    
    

      

1 2 1 2

1 2 1 2

2x 4 2x 4 2x 4 2x 4

9 x 9 x 9 x 9 x

       
  

         
 

1 1 2 22x 4 9 x 2x 4 9 x


           1 2f x f x   

Άξα ε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην Α . 

Η f  σο γλεζίσο κνλόηνλε ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο είλαη 1 1 , νπόηε ε f  έρεη αληί-

ζηξνθε ζπλάξηεζε  θαη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 1
f
  είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ  

 f A ηεο f  .  

Γ3. Η f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  Α 2,9   , άξα παξνπζηάδεη ζην 
1x 2   ειά-

ρηζην κε ειάρηζηε ηηκή  

 minf f 2 11      

θαη  ζην 
2x 9  κέγηζην κε κέγηζηε ηηκή 

 maxf f 9 22   . 

Γ4.  Παξαηεξνύκε όηη  

 f 0 2 0 4 9 0 4 9 2 3 1            

Άξα είλαη  

 f 0 1  , νπόηε  1f 1 0   . 

 Έζησ  1 2x ,x f A  κε 
1 2x x . 

Θα απνδείμνπκε όηη  

   1 1

1 2f x f x  . 

Υπνζέηνπκε όηη     1 1

1 2f x f x  , ηόηε ζα έρνπκε : 

   
 

     
f A

1 1 1 1

1 2 1 2 1 2f x f x f f x f f x x x       
1

, ΑΤΟΠΟ !!!,  

Αθνύ  είλαη 1 2x x . 

 Δπνκέλσο ε 
1

f


είλαη γ λ ε ζ ίωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  f A . 

Γ5. Έρνπκε:  

2 22x 4 9 x 2x 4 9 x        
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2 22x 4 9 x 2x 4 9 x         

   2f x f x   

ΠΕΡΙΟΡΙ΢ΜΟΙ!:  

Πξέπεη  

              
 

 

22 x 2,9x Α

x Α x 2,9

    
 

   

 

         
2 22 x 9 x 9

2 x 9 2 x 9

    
  

      
    ,  (αθνύ 2x 2   γηα θάζε x ) 

        
x 3 3 x 3

2 x 3
2 x 92 x 9

    
     

     
 

Δπνκέλσο γηα  x 2,3   έρνπκε:  

     2 2f  Αf x f x x x

2 x 32 x 3

   
  

     

1

 

 2 x x 1 0x x 0

2 x 3 2 x 3

     
  

      
 

 
 

x 0,1
x 0,1

2 x 3

 
  

  
 

 

 

 

 

 

Άξα  x 0,1 . 

 

7o ΘΕΜΑ Δ                     ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Δ1. Δίλαη 

           3 3 3 3x f x y f y x f y y f x 1     x y   
. 

Έζησ 
1 2x ,x   κε 

1 2x x . 

8_ 8+x 1

0 0+
_

+
_

++xx _
( )1

0
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Λόγσ ηεο  1  έρνπκε: 

       3 3 3 3

1 1 2 2 1 2 2 1x f x x f x x f x x f x    

       3 3 3 3

1 1 2 2 1 2 2 1x f x x f x x f x x f x 0      

         3 3

1 1 2 2 1 2x f x f x x f x f x 0      

        3 3

1 2 1 2x x f x f x 0 : 2     

Έρνπκε  

 3 3 3 3

1 2 1 2 1 2x x x x x x 0 : 3        

Από ηηο  2  θαη  3  πξνθύπηεη όηη    1 2f x f x 0  , νπόηε είλαη    1 2f x f x . 

Άξα γηα θάζε 
1 2x x   κε 

1 2x x  ηζρύεη    1 2f x f x , νπόηε  

ε f  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  θζ ί λ ν π ζ α  ζην . 

Δ2. Η ζπλάξηεζε fof  νξίδεηαη σο εμήο: fof :   κε  

     fof x f f x  

Έζησ 
1 2x ,x  , κε

1 2x x  έρνπκε : 

     1 2 1 2x x f x f x , αθνύ ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην     

                         1 2f f x f f x , αθνύ ε είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην   

                            1 2fof x fof x   

Άξα ε fof  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην . 

Δ3. Δπεηδή νη ζπλαξηήζεηο f ,g  έρνπλ πεδίν νξηζκνύ ην  ε fog  νξίδεηαη 

σο εμήο  

fog :   κε      fog x f g x  

Έζησ 
1 2x ,x   κε 

1 2x x  

Έρνπκε 
1 2x x   

       1 2fog x fog x , αθνύ ε fog είλαη γλεζίσοαύμνπζα ζην   

              1 2f g x f g x   

              1 2g x g x , γηαηί ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην   

Άξα γηα θάζε
1 2x ,x   κε  

1 2x x  ηζρύεη    1 2g x g x , 
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νπόηε ε g  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  θ ζ ί λ ν π ζ α  ζην . 

Δ4. Έζησ όηη δελ ππάξρεη 
0x   ηέηνηνο, ώζηε  0 0f x x , ηόηε ζα είλαη  

 f x x  γηα θάζε x . 

Δίλαη  

   f x x : 4  

Από ηελ  4  ζέηνληαο όπνπ x  ην  f x  έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη  

      f f x f x    : 5  

Από ηελ  5  θαη επεηδή ε f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  πξνθύπηεη όηη 

     f x x  6 γηα θάζε x    

Από  4  θαη  6  πξνθύπηεη όηη  

 f x x γηα θάζε x  ,ΑΤΟΠΟ!!!, 

αθνύ ε  f x x  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην , ελώ  

ε f  απνδείμακε όηη είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην . 

Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη όηη ππάξρεη 
0x   ηέηνηνο, ώζηε  

 0 0f x x . 

 8o ΘΕΜΑ Β                     ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 
Β1.  Δίλαη 

     2f x 4xf x 4x 5 0 : 1     

Έρνπκε 

       
22 2f x 2f x 2x 2x 4x 4x 5       

    
2 2f x 2x 4x 4x 5 : 2      

Γηα θάζε x  είλαη 

 
224x 4x 5 2x 1 4 0        

Έηζη από ηε  2  έρνπκε: 

         2f x 2x 4x 4x 5       2g x 4x 4x 5 : 3    ,  
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όπνπ    g x f x 2x, x   . 

Η ζπλάξηεζε g  είλαη ζπλερήο ζην  σο άζξνηζκα ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ. 

Αθόκε γηα θάζε x  είλαη:  

24x 4x 5 0   , 

άξα από ηελ (3) έρνπκε όηη  

 g x 0  g x 0   

Η g  είλαη ζπλερήο ζην  θαη ηζρύεη  g x 0  γηα θάζε x  , επνκέλσο ε g  δηαηε-

ξεί ζην  ζηαζεξό πξόζεκν θαη επεηδή είλαη  

       g 1 f 1 2 1 f 1 2 0          

(αθνύ  f 1 2  ) ζπκπεξαίλνπκε όηη  g x 0  γηα θάζε x . Έηζη, από ηελ  3  

έρνπκε: 

  2g x 4x 4x 5     2f x 2x 4x 4x 5    

  2f x 4x 4x 5 2x,   x       

Β2. Γηα θάζε 
fx D   κε x 0  έρνπκε: 

 
  2 2

2

4x 4x 5 2x 4x 4x 5 2x
f x

4x 4x 5 2x

     


  
 

   2 2
x 0

2

4x 4x 5 4x

4 5
x 4 2x

x x

   
 

  

 

2

5
x 4

x

4 5
x 4 2

x x

 
  
 

 
 

   
 

 

2

5
4

x , νπόηε
4 5

4 2
x x





  
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 
x x

2

5
4

4 0xlim f x lim 1
4 5 4 0 0 2

4 2
x x

 




  
  

  

 

Β3. i. Γηα θάζε 
fx D   κε x 0 , έρνπκε  

   2 x 0 2

4 5
x 4 2x

f x 4x 4x 5 2x x x

x x x

    
  

  

2

4 5
4 2, νπόηε είλαη

x x
      

 
2x x

4 5
lim f x lim 4 2 4 0 0 2 4

x x 

 
             

 
 

ii. Γηα θάζε 
fx D   κε x 0  είλαη 

 
  

   
2

2 2

2 2
2

2 2 22 2

2 2

f xf x 2x 2
f x 2x xx

x εκ x εκ xx εκ x
1

x x

   
  

 




 

Γηα θάζε x 0  έρνπκε:  

 
22 2 2

2 2 2 2 22 2

εκxεκ x 1 1 1 εκ x 1
  4

x x x x xx x
       

Δίλαη  

2x

1
lim 0

x

 
  
 

    θαη   
2x

1
lim 0,

x
   

νπόηε από ηελ  3  κε θξηηήξην παξεκβνιήο , πξνθύπηεη όηη  

2

2x

εκ x
lim 0

x
   

Άξα έρνπκε: 

  
2 2

2 2x

f x 2x
lim

x εκ x





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 

 

2

2

2x

2

f x
2

x 4 2
lim 18

εκ x 1 0
1

x



 
 

  
  




 

Β3. Δίλαη  

          

 

 
 

 

   

x

x

ω 2x
lim 2x

x ω

x

lim f x 1 0 θαη

lim f 2x lim f ω 1 0 ,

νπόηε είλαη f x 0 θαη lim f 2x 0





 
  
 

 



  

   

 

 όηη «θνληά» ζην . 

Έρνπκε  :  

 

  
 

  
 

2016
2016

x

x

x

2016

lim f 2xf 2x1001 1001
lim

1000 f x 1000 lim f x

1001 1 1
0 ,νπόηε "θνληά" ζην ηζρύεη :

1000 1 1000







 
    
 
 

    

 

  
 

  
 

 

    

f x 0,"θνληά"2016 2016
ζην

2016f 2x f 2x1001 1001 1001
0 f 2x f x

1000 f x f x 1000 1000

 
  

       

  
8o ΘΕΜΑ Γ                     ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Δίλαη 

       f x f y x y , x,y : 1     

Έζησ ηπραίν 
0x  .  

Λόγσ ηεο  1  έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη:  

   0 0f x f x x x      0 0 0x x f x f x x x     

       0 0 0 0f x x x f x f x x x 2        

Δίλαη  

       
0

0 0 0 0
x x
lim f x x x f x 0 f x


      θαη  

       
0

0 0 0 0
x x
lim f x x x f x 0 f x


     , 

νπόηε από ηελ  2  κε θ ξ η ηή ξ η ν  π α ξ ε κ βν ι ή ο , πξνθύπηεη όηη  
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   
0

0
x x
lim f x f x


 . 

Έηζη, γηα θάζε 
0x   ηζρύεη    

0

0
x x
lim f x f x


 , νπόηε ε f  είλαη ζπλερήο ζην . 

Γ2 Έζησ 
1 2x ,x   κε 

1 2x x . 

Λόγσ ηεο  (1) έρνπκε : 

   
 

 

             

     

     
       

1 2 1 2

ι 1
x x 0 x x 0

1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 2 1 2 1 1 2 2 1

2 1 1 2

1 1 2 2 1 2

1 2 2 1

f x f x x x ι x x ι x x

f x f x ι x x ι x x f x f x ι x x

ι x x f x f x
f x ιx f x ιx g x g x

f x f x ι x x

 
     

       

           

   
      

    

Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε  

     g x f x ιx, ι 1  
 

είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην . 

Γ3. Έρνπκε:  

     2 2f x 2x f 3 ι x 2x 3       

                                  2 2f x 2x ι x 2x f 3 ι 3        

                                2g x 2x g 3    

                             
 g

2x 2x 3  
2

 

                              2x 2x 3 0     

                               x 3,1    

 

 

 

 

 

Γ4. Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε     xh x f x e 4x   . Η h  είλαη ζπλερήο ζην  σο 

άζξνηζκα ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ, νπόηε ε h  είλαη ζπλερήο ζην  0,1 . 

Αθόκε είλαη  

     0h 0 f 0 e 4 0 f 0 1        

8_ 8+x 1

0 0+
_

+
_

++

_

x2 x+
_

2 3

3
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0 1 1 0      θαη     1h 1 f 1 e 4 1      

 f 1 4 e   . 

Λόγσ ηεο  1  (γηα x 1  θαη y 0 ), έρνπκε 

   f 1 f 0 1 0    

 

     
f 0 0

f 1 0 1 f 1 1 1 f 1 1


         

 3 e f 1 4 e 5 e        

   
3 e 0

3 e h 1 5 e h 1 0
 

        

Έηζη είλαη    h 0 h 1 0  θαη επεηδή ε h  είλαη ζπλερήο ζην  0,1 , έπεηαη, ζύκθσλα κε 

ην ζ ε ώξ ε κ α  B o l za n o , όηη ππάξρεη  0x 0,1 , ώζηε  

    0x

0 0 0h x 0 f x e 4x 0       0x

0 0f x e 4x   . 

 

8o ΘΕΜΑ Δ                     ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Δ1. Δίλαη 

      f f x f x 2x 6 : 1     θαη      f 2 0 : 2  

Έζησ 
1 2x ,x   κε    1 2f x f x . 

Έρνπκε:  

   
     

   

1 2

1 2

1 2

f f x f f x
f x f x

f x f x

 
  



 

 

         1 1 2 2f f x f x f f x f x


     

 1

1 2 1 2 1 22x 6 2x 6 2x 2x x x         

Δπνκέλσο, ε f  είλαη ζπλάξηεζε 1 1 , νπόηε ε f  είλαη αληηζηξέςηκε. 

Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο 1f   είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ  f  ηεο f  

Από ηελ  1  ζέηνληαο όπνπ x  ην  1f x , έρνπκε όηη γηα θάζε  x f  ηζρύεη 

        1 1 1f f f x f f x 2f x 6      

       1 1f x x 2f x 6 αθνύ f f x x       
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    1 1
f x x f x 6

2

    . 

Δ2. Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε    g x f x x  . 

 Η g  είλαη ζπλερήο ζην , άξα θαη ζην  0,2  σο άζξνηζκα ζπλερώλ ζπλαξηή-

ζεσλ. 

 Δίλαη    g 2 f 2 2 0 2 2 0      .  

Από ηελ  1  γηα x 2  έρνπκε  

    f f 2 f 2 2 2 6   
  

   
f 2 0

f 0 0 2 f 0 2


       , 

νπόηε  

   g 0 f 0 0 2 0     . 

Έηζη ε g  είλαη ζπλερήο ζην  0,2  θαη ηζρύεη    g 0 g 2 0 , νπόηε ε g  ηθαλνπνηεί ηηο 

πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θεωξήκαηνο Bolzano  ζην  0,2 . 

Δπνκέλσο, ππάξρεη  μ 0,2 , ώζηε  

 g μ 0    f μ μ 0 f μ μ     . 

Άξα ε εμίζσζε  f x x   έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην  ε νπνία κάιηζηα  

αλήθεη ζην  0,2 . 

Δ3. Έζησ όηη ε εμίζσζε  f x x  έρεη ιύζε ζην  θαη έζησ ξ  ιύζε ηεο εμίζσ-

ζεο απηήο, ηόηε ζα ηζρύεη  f ξ ξ . 

Από ηελ  1  γηα x ξ , έρνπκε  

    f f ξ f ξ 2ξ 6    

 

 
 f ξ ξ f ξ ξ

f ξ ξ 2ξ 6 ξ ξ 2ξ 6
 

        0 6, ΑΤΟΠΟ   

Δπνκέλσο, ε εμίζσζε  f x x  είλαη αδύλαηε ζην . 

Δ4.  Δίλαη 
 

x

f x
lim L

x






  . 

i. Έρνπκε:  
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 
 

 L
L 0

x x

f x
lim f x lim x ,

x

   
  

 

 
    

 
 

(αθνύ 
 

x

f x
lim L

x






   θαη 
x
lim x


  )  

Δπεηδή είλαη  
x
lim f x


  , έπεηαη όηη ππάξρεη θ 0 , ώζηε λα ηζρύεη  f x 0  γηα 

θάζε  x θ,  . 

Γηα θάζε  x θ,   έρνπκε  

     
 

 f f x f f x f x

x f x x
   

Δίλαη  

 
x

f x
lim L

x






   θαη 
  
 

 
 

 x

σ f x

lim f x

x σ

f f x f σ
lim lim L

f x σ



  
  
 

 
   

(ζέζακε  σ f x . Eπεηδή  
x
lim f x


  , έπεηαη όηη , όηαλ x   

έρνπκε σ )  

νπόηε  

     
 

 
x x

f f x f f x f x
lim lim

x f x x 

 
  

 
 

 

  
 

  2

x x

f f x f x
lim lim L L L

f x x 
      

ii. Από ηελ  1  γηα θάζε x 0  έρνπκε:  

    f f x f x 2x 6

x x

 
  

    f f x f x 6
2 ,

x x x
     

    
x x

f f x f x 6
νπόηε lim lim 2

x x x 

   
         

 

2L L 2 0     



103 

2L L 2 0 L 1 ή L 2         

Δπεηδή L 0  έπεηαη όηη είλαη L 1 . 

             

                              

9o ΘΕΜΑ Β                     ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Β1. Γηα θάζε x  έρνπκε:  

     
     2 2 2f x 2ιxf x 4 ι x x 1      

     
22 2f x 2ιxf x ιx 4x x 1       

  
2 2f x ιx 4x x 1      

   2 2g x 4x x 1  : 1    , όπνπ    g x f x ιx  , x . 

Δίλαη 24x x 1 0    γηα θάζε x  (αθνύ ην ηξηώλπκν   2θ x 4x x 1    έρεη αξ-

λεηηθή δηαθξίλνπζα Γ 1 16 15 0      θαη ν ζπληειεζηήο ηνπ 2x  είλαη α 4 0  ). 

Έηζη από ηελ  1  έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη: 

   2g x 4x x 1 : 2   . 

Από ηελ  2  έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη: 

   2g x 4x x 1 0 g x 0     
. 

Η ζπλάξηεζε    g x f x ιx   είλαη ζπλερήο ζην  σο δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξηή-

ζεσλ θαη γηα θάζε x  ηζρύεη  g x 0 , νπόηε ε  g x  δηαηεξεί ζην  ζηαζεξό 

πξόζεκν θαη επεηδή είλαη      g 0 f 0 ι 0 f 0 0      ζπκπεξαίλνπκε όηη είλαη 

 g x 0 γηα θάζε x . 

Έηζη από ηελ  2  έρνπκε: 

  2g x 4x x 1  
 

  2f x ιx 4x x 1    
 

  2f x ιx 4x x 1    
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Β2. Γηα θάζε x 0  έρνπκε:  

 
2 2

1 1 1 1
f x ιx x 4 x ι 4

x x x x

 
         

   

Δίλαη  

x
lim x


     θαη   
2x

1 1
lim ι 4 ι 2

x x

 
      

 
. 

Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

 ι 2 0 ι 2    , ηόηε  
x
lim f x


   

 ι 2 0 ι 2    , ηόηε  
x
lim f x


   

 ι 2 0 ι 2    . 

Γηα ι 2   θαη γηα θάζε x 0  έρνπκε: 

 
 2 2

2

2

4x x 1 4x
f x 4x x 1 2x

4x x 1 2x

  
    

  

 

 x 0

2 2

1
x 1

x 1 x

1 1 1 1
x 4 2x x 4 2

x x x x



 
 

  
  

 
      

 

 

2

1
1

x

1 1
4 2

x x





  

 

Οπόηε είλαη  

 
x x

2

1
1

1 0 1xlim f x lim
41 1 4 0 0 2

4 2
x x

 




  
  

  
. 

Άξα  
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 
x

, αλ ι 2

lim f x , αλ ι 2

1
, αλ ι 2

4




  


   

  
 . 

Β1. Γηα ι 2   είλαη  
x
lim f x


  .  

Γηα ην       2

x
lim f x 4f x 5 f x


    ζέηνπκε  w f x  . 

Δίλαη  
x
lim f x


   νπόηε , όηαλ  x  έρνπκε  w . 

Άξα: 

      2

x
lim f x 4f x 5 f x


   
 

  

 
w f x

2

w
lim w 4w 5 w




   

= 

  2 2

2w

w 4w 5 w w 4w 5 w
lim

w 4w 5 w

     


    
2 2

2w

w 4w 5 w
lim

w 4w 5 w

  


    
 w 0

w

2

4w 5
lim

4 5
w 1 w

w w








  
 

w

2

5
w 4

w
lim

4 5
w 1 1

w w



 
 

 


 
   

   

w

2

5
4

4 0wlim 2
4 5 1 0 0 1

1 1
w w






  
  

  
 

 

9o ΘΕΜΑ Γ                     ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1 Δίλαη  
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       f x f y x y x y : 1 x,y      . 

Από ηελ  1  κε ελαιιαγή ησλ γξακκάησλ x  θαη y  έρνπκε όηη γηα θάζε x,y  η-

ζρύεη: 

                                 
   f y f x y x y x        

       f x f y x y x y       
 

     f x f y x y x y 2     
 

Από ηηο  1  θαη  2  έρνπκε όηη γηα θάζε x,y  κε x y  ηζρύεη: 

   x y x y f x f y x y x y          

   x y f x f y x y x y         

     f x f y x y x y 3      . 

Γ2 Έζησ 
0x  . 

Λόγσ ηεο  3  έρνπκε όηη γηα θάζε 
0x x  ηζρύεη: 

     
   0 0 0f x f x x x x x    

 

   0 0 0 0x x f x f x x x x x       
 

       0 0 0 0 0 0x x x x f x f x x x x x f x    4          
 

Δίλαη  

     
0

0 0 0 0
x x
lim x x x x f x f x


        θαη  

     
0

0 0 0 0
x x
lim x x x x f x f x


     ,  

νπόηε ιόγσ ηεο  4  θαη ηνπ θ ξ η η ε ξ ί ν π  π α ξ ε κ βν ι ή ο  πξνθύπηεη όηη  

   
0

0
x x
lim f x f x


 . 

Δπνκέλσο γηα θάζε 
0x   ηζρύεη 

   
0

0
x x
lim f x f x



, 

άξα ε f  είλαη ζπλερήο ζην . 

Γ3 Έζησ 
1 2x ,x   κε 

1 2x x . 

Λόγσ ηεο  3  έρνπκε όηη ηζρύεη: 
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   

 1 2x x 0

1 2 1 2 1 2 2 1f x f x x x x x x x
 

      
  

   2 1 1 2 1 2 2 1x x f x f x x x x x       
 

   

   

1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 2 1

f x f x x x x x

f x f x x x x x

      
 

      

   

   

1 1 2 2

1 2

f x 2x f x 2x

f x f x

   
 

  

   

   

1 2

1 2

g x g x

f x f x

 
 

  

Δπνκέλσο ε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  θαη ε g  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα  ζην  

. 

Γ4 Η    g x f x 2x  , σο γλεζίσο κνλόηνλε ζην  είλαη 1 1 . 

Γηα θάζε x  έρνπκε: 

     
    f 3f x 2x 7f x  

 

       f 3f x 2 3f x f x 2x   
 

    g 3f x g x 
 

 

 
g  είλαη  1 1

3f x x


   
x

f x
3

 
 (ηθαλνπνηεί ηελ ππόζεζε) 

Άξα είλαη  

 
x

f x , x
3

 

  

9o ΘΕΜΑ Δ                     ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Δ1. i. Έρνπκε  

    
x
lim f x 2x 3   1


     θαη            2f 0 f 1 2f 3 f 4 2   . 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

   
   2f 0 f 1

g x f x
3


  . 

 Η g  είλαη ζπλερήο ζην  0,1 , σο δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ. 
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 Είναι    
   

    
2f 0 f 1 1

g 0 f 0 f 0 f 1
3 3


     θαη  

   
        

    
2 f 1 f 02f 0 f 1 2

g 1 f 1 f 0 f 1
3 3 3


      , 

νπόηε 

        
22

g 0 g 1 f 0 f 1 0
9

    . 

Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

 Αλ    g 0 g 1 0 , ηόηε ζα είλαη  g 0 0   ή   g 1 0 . 

 Αλ    g 0 g 1 0 , ηόηε ε g  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζ ε ωξ ή κ α ην ο  

B o l za n o  ζην  0,1 , νπόηε ππάξρεη  μ 0,1  ώζηε  g μ 0 . 

Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη όηη ππάξρεη  1x 0,1  (είλαη 
1x 0  ή 

1x 1  ή 

 1x μ 0,1  ) ώζηε:  

   
   

 
   

1 1 1

2f 0 f 1 2f 0 f 1
g x 0 f x 0 f x

3 3

 
      . 

ii. Από ην i. εξώηεκα έρνπκε όηη ππάξρεη  1x 0,1  κε  

 
   

1

2f 0 f 1
f x

3


 . 

Οκνίσο απνδεηθλύεηαη όηη ππάξρεη  2x 3,4  ώζηε  

 
   

2

2f 3 f 4
f x

3


 . 

Από ηελ  2  έρνπκε: 

     
       2f 0 f 1 2f 3 f 4  

 

       2f 0 f 1 2f 3 f 4

3 3

 
 

 

   1 2f x f x 
 

Δπεηδή  1x 0,1  θαη  2x 3,4  είλαη 
1 2x x . 

Έηζη ππάξρνπλ 
1 2x ,x   κε 

1 2x x  θαη    1 2f x f x , νπόηε ε f  δελ είλαη 1 1  
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iii. Υπνζέηνπκε όηη δελ ππάξρεη  0x 0,2  κε  

      0 0 0

1
f x f x 1 f x 2

2
     

Τόηε γηα θάζε  x 0,2  ηζρύεη: 

              
1

f x f x 1 f x 2 2f x f x 1 f x 2 0 h x 0
2

            , 

όπνπ 

       h x 2f x f x 1 f x 2 , x      . 

Η ζπλάξηεζε h  είλαη ζπλερήο ζην  σο άζξνηζκα ζπλερώλ, ζην , ζπλαξηήζεσλ 

(νη ζπλαξηήζεηο    1θ x f x 1   θαη    2θ x f x 2   είλαη ζπλερείο ζην  σο ζύλ-

ζεζε ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ ε θαζεκία). 

Άξα ε h  είλαη ζπλερήο ζην  0,2  θαη επεηδή ηζρύεη  h x 0  γηα θάζε  x 0,2 , έπε-

ηαη όηη ε h  δηαηεξεί ζην  0,2  ζηαζεξό πξόζεκν. 

Γειαδή είλαη  h x 0  γηα θάζε  x 0,2  ή  h x 0  γηα θάζε  x 0,2 . 

 Έζησ όηη είλαη  h x 0  γηα θάζε  x 0,2 . 

Τόηε γηα θάζε  x 0,2  ηζρύεη: 

       h x 0 2f x f x 1 f x 2 0         

       2f x f x 1 f x 2 : 3      

Λόγσ ηεο  3  έρνπκε όηη ηζρύνπλ: 

      2f 0 f 1 f 2   ,  ( γηα x 0 ) 

      2f 1 f 2 f 3   , ( γηα x 1 ) 

      2f 2 f 3 f 4   , (γηα x 2 ) 

Με πξόζζεζε θαηά κέιε παίξλνπκε: 

     
             2f 0 2f 1 2f 2 f 1 2f 2 2f 3 f 4     

 

       2f 0 f 1 2f 3 f 4   
,  

ΑΤΟΠΟ, αθνύ δόζεθε όηη ηζρύεη 

       2f 0 f 1 2f 3 f 4  
. 
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 Οκνίσο ζε άηνπν θαηαιήγνπκε θαη ζηελ πεξίπησζε  h x 0  γηα θάζε  x 0,2 . 

Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη όηη ππάξρεη  0x 0,2  ώζηε  

      0 0 0

1
f x f x 1 f x 2

2
    . 

Δ2. i. Γηα θάζε x  ηζρύεη: 

          f 2x 2f x f 2x 2 2x 2 f x 2x        . 

Δίλαη  

  
x
lim f x 2x 3


   θαη     
  

 

  
x

w 2x

x wlim 2x

lim f 2x 2 2x lim f w 2w 3





  

    . 

Οπόηε έρνπκε  

            
x x
lim f 2x 2f x lim f 2x 2 2x 2 f x 2x 3 2 3 3
 

            . 

Άξα 

M 3  . 

ii. Γηα θάζε x 0  είλαη  

   
  

f x f x 2x 2x 1
f x 2x 2

x x x

 
    . 

νπόηε: 

 
  

x x

f x 1
lim lim f x 2x 2 3 0 2 2

x x 

 
       

 
. 

Άξα 

N 2 . 

iii. Δίλαη 

         
  

 2 2 2 f x 2x f x 2xf x f x 4x f x
4x f x 2x 2

x x x x

   
      

 
. 

Οπόηε, 

.
 

  
 

 
2

x x

f x f x
lim 4x lim f x 2x 2 3 2 2 12

x x 

    
            

     

. 

Άξα                                                     P 12 . 


