
448 

 

 

 

 

163.                                          Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. Δίλαη από ππόζεζε  

 
1 1

x x

0 0
I f (́x)3 dx  ln3 I  f (x)3 dx   1     . 

Αιιά : 

 
 

x
1 1 1

x x

0 0 0

3 1
I f (x)3 dx f (x) dx f (x) 3 dx

ln3 ln3




      

Δθαξκόδνληαο νινθιήξσζε θαηά παξάγνληεο έρνπκε: 

          

           

1 11
x x x

0 0 0

(1)

1 1 1 1
I f x 3 f x 3 dx 3f 1 f 0 f x 3 dx

ln3 ln3 ln3 ln3

1 1 1 I
  3f 1 f 0 I ln3 I 3f 1 f 0 I

ln3 ln3 ln3 ln3

       

        

 
 

Άξα 

    

     

1 I
I 3f 1 f 0 I 

ln3 ln3

          I 3f 1 f 0   2

    

 

 

 Αλ               
(2)

Ι –2f 0  3f 1 f 0 –2f 0 3f 1 –f 0   3       

 Η ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο ζην  0,1  ωο πνιπωλπκηθή 

           
(3)

2

f 0 f 1 3f 1 f 1 3 f 1 0       

Άξα ζύκθωλα κε ην Θ ε ώξ ε κ α   B o l z a n o  ε εμίζωζε f (x) 0 έρεη κηα ηνπιά-

ρηζηνλ πξαγκαηηθή ξίδα ζην  0,1 , άξα θαη ε εμίζωζε f (x)f (x) 0   έρεη κηα ηνπ-

ιάρηζηνλ πξαγκαηηθή ξίδα. 

 Αλ               
(2)

Ι 2f 1  3f 1 f 0 2f 1 f 1 f 0   4       

 Η ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο ζην  0,1  ωο πνιπωλπκηθή 

 Η ζπλάξηεζε f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  0,1  ωο πνιπωλπκηθή 

    f 1 f 0  
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Άξα ζύκθωλα κε ην Θ ε ώ ξ ε κ α  Ro l l e  ε εμίζωζε f (x) 0   έρεη κηα ηνπιάρη-

ζηνλ πξαγκαηηθή ξίδα ζην  0,1 , άξα θαη ε εμίζωζε f (x)f (x) 0   έρεη κηα ηνπιά-

ρηζηνλ πξαγκαηηθή ξίδα. 

Γ2. Έζηω  μ (0, 1)   ε ξίδα ηνπ πξνεγνύκελνπ εξωηήκαηνο, άξα  f μ 0   

Δπίζεο είλαη  f α 0   κε α 1 . 

Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε 

 g(x) f (x)f (x),   x μ,α 
. 

 Η ζπλάξηεζε  g  είλαη ζπλερήο ζην  μ,α . 

 Η ζπλάξηεζε  g  είλαη ζπλερήο ζην  μ,α . 

    f μ f α   

Δπνκέλωο γηα ηελ ζπλάξηεζε  g(x)  ζην  [μ, α]  εθαξκόδεηαη ην ζ ε ώξ ε κ α  

R o l l e , νπόηε ε εμίζωζε g (x) 0   έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα πξαγκαηηθή, 

άξα ε εμίζωζε 

     
2

f (x)f(x) 0 f (x)f x f (x) 0       

έρεη κ η α  ην π ι ά ρ η ζ ην λ  πξαγκαηηθή ξίδα. 

 

164.                                          Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. Η δνζείζα ζρέζε γξάθεηαη: 

2 x x 2 x xf (x) 4e 4 2e f (x) f (x) 4 4e 2e f (x) 0          

    xf (x) 2 f (x) 2 2e f (x) 2 0       

  xf (x) 2 f (x) 2 2e 0      

  f (x) 2   ( άηνπν )    ή    
xf (x) 2 2e 0    

Δπνκέλωο 

x
f(x) 2e 2,   x    

Γ2. Η ζπλάξηεζε f είλαη παξαγωγίζηκε κε 
xf (x) 2e 0   , άξα ε ζπλάξηεζε f 

είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην   θαη ζπλεπώο “1–1”, άξα είλαη αληηζηξέςηκε. 

Έζηω 

x x x y 2 y 2
y 2e 2 2e y 2 e x ln

2 2

 
         , y 2   
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Άξα 

 –1 x 2
f (x) ln ,   x 2,

2


     

Γ3. Δίλαη 

   
0

x xx 0
x

x 0 x 0 x 0 DLH x 0 x 0

2 e 1 e 1f(x) 2e 2
lim lim lim 2lim 2lim  e 2

x x x (x)́    


 

       

Γ4. Έρνπκε 

  

 

–1 0 0 0
–1 –1

0 1 1 –1

0 0

–1 –1

x 2
f (x)dx f (x)dx ln dx – ln x 2 ln 2 dx

2

                   – ln x 2 dx ln 2dx

 


      

  

   

 

 

Αλλά είναι 

      
0 0

–1 –1
ln x 2 dx x 2 ln x 2 dx    

        
00

1 –1
x 2 ln x 2 x 2 ln x 2 dx



           

           
0 0

1–1

1
2ln 2 x 2 dx 2ln 2 x 2ln 2 1

x 2 
      

  

  
0 0

1–1
ln 2dx ln 2 x ln 2


   

Επομένωσ 

–1
–1

0

e
f (x)dx 2ln2 1 ln2 1 ln2 lne ln2 ln

2
          
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Γ1. Δίλαη 

  –1f f x x   

νπόηε: 

 
β β

–1

α α
xf (́x)dx = f f(x) f (́x)dx      (1) 

Θέηνπκε  f x u , νπόηε είλαη: 

 du f (x)dx  

 γηα  x α  είλαη u f (α)  θαη γηα  x β  είλαη u f (β)  
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Δπνκέλωο από ηελ  (1)  πξνθύπηεη: 

 
β β f(β) f(β)

–1 –1 –1

α α f(α) f(α)
xf΄(x)dx = f f(x) f΄(x)dx = f (u)du = f (x)dx     

Γ2. Δίλαη: 

Β1β f(β) β β
–1

α f(α) α α
f(x)dx + f (x)dx =  f(x)dx + xf (́x)dx      

= 
β β

β

α
α α

(f(x) + xf (́x))dx = (xf(x))΄dx = [xf(x)]  = βf(β) – αf(α)   

Γ3. Έρνπκε: 

 
β β

–1

α α
f(x)dx = 2x – f (x) dx    

β β β
–1

α α α
f(x)dx + f (x)dx = 2xdx     

β (β) β
–1 2

α f(α) α
f(x)dx + f (x)dx = (x )΄dx     

2 β 2 2 2 2

αβf(β) – αf(α) = [x ] β – α  = β – α ,  πνπ ηζρύεη.   

 

166.                                           Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. Αλ   Μ x,f (x)  ηόηε είλαη: 

f (x) 2xf (x)  , γηα θάζε x . 

Αιιά f (x) 0  γηα θάζε  x , νπόηε: 

   2f (́x)
  2x ln f (x) x

f (x)

  

  

Άρα ςύμφωνα με γνωςτό πόριςμα είναι: 

 
22 x cln f (x) x c f (x) e    1     

Από ηελ  (1)  γηα x 0  έρνπκε: 

  cf 0 e  θαη επεηδή   f 0 ι  

πξνθύπηεη ηειηθά όηη  ce ι c lnι   . 

Άξα 

2 2 2
x lnι x lnι x

f(x)  e  e e ιe
    

Γ2. Η εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην  ζεκείν   A 1,f 1  έρεη 

εμίζωζε 
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    ε :  y – f 1 f 1 x 1 
 

Αιιά 

   
2 2 2x x 2 xf (x) ιe ιe x 2ιxe
     , οπότε  f 1 2ιe   

Δπίζεο είλαη 

 f 1 ιe  

Άξα ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην  ζεκείν   A 1,f 1  έρεη 

εμίζωζε 

 ε :  y – ιe 2ιe x 1    ή  

 ε :  y ιe 1 2x 0   , για κάθε ι 0 . 

Γηα λα δείμνπκε όηη ε επζεία ε δηέξρεηαη από ζηαζεξό ζεκείν, αξθεί λα βξνύκε 

ζεκείν K ηνπ νπνίνπ νη ζπληεηαγκέλεο επαιεζεύνπλ ηελ εμίζωζε ηεο επζείαο ε γηα 

θάζε ι 0  

Τν δεηνύκελν ζεκείν ζα είλαη εθείλν ηνπ νπνίνπ νη ζπληεηαγκέλεο κεδελίδνπλ ηηο 

παξαζηάζεηο y 0  θαη  e 1 2x 0  , δειαδή ε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο: 

 

y 0
y 0

1
e 1 2x 0 x

2

 
 

   
  

Άξα ε ε θ α π ην κ έ λ ε  δηέξρεηαη από ην ζηαζεξό ζ ε κ ε ί ν   
1

K  , 0
2

 
 
 

  γηα θάζε 

ι 0 . 

Γ3. Δίλαη  

2xf (x) 2ιxe 0    για κάθε   x 0,ι , 

άξα  ε  f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην   0,ι   θαη επνκέλωο  

ε ειάρηζηε ηηκή ηεο ζην  0,ι  είλαη   m f 0 ι   θαη 

 ε κέγηζηε  
2ιM f (ι) ιe .   

Άξα είλαη  
2ιι f (x) ιe   

Οπόηε 

2ι ι ι
ι

0 0 0
ιdx f (x)dx ιe dx       ή 
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   
2ιι ιι

0 00
ι x f (x)dx ιe x     ή  

   
2ι

ι

0
ι ι 0 f (x)dx ιe ι 0     

Άξα είλαη ηειηθά: 

2ι
2 2 ι

0
ι f(x)dx ι e   
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Γ1. Δίλαη: 

  f 0 1  

 
+ + + +

–

+

x 0 x 0 x 0 x 0

2

1

lnx xlim f(x) = lim (xlnx + 1) = lim  + 1  =  lim  + 1  
1 1

–
x x





   

   
   
   
   
   

 

                    
+x 0

lim x 1 =1 


    

Άξα  είλαη  

 
x 0

lim f(x) f 0


 ,  

νπόηε ε  f  είλαη ζ π λ ε ρ ή ο  ζην  0. 

Γ2. Δίλαη: 

+x 0 x 0 x 0

f(x) – f(0) (xlnx + 1) – 1
lim   = lim   = lim (lnx) = – .

x – 0 x   
  

Άξα ε  f  δ ε λ  π α ξ α γ σγ ί δ ε ηα η  ζην  0. 

Γ3. Έρνπκε: 

      

2
1 1 1

ι ι ι

΄
x

I(ι) = (xlnx + 1)dx = lnxdx + 1dx
2

 
 
 

    

1
2 2 2

1 1
1

ι
ι ι

ι

1
2 2 2 2

ι

2 2

x x 1 1 ι 1
       =  lnx – dx + [x]  ln1 –  lnι –  xdx + (1 – ι)

2 2 x 2 2 2

ι 1 x ι 1 1 ι
       = –  lnι –   + (1 – ι) = –  lnι – –  + (1 – ι)

2 2 2 2 2 2 2

ι 1 ι
      = –  lnι –  +  + 1 – ι .

2 4 4

 
  

 

   
  

   

 
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Γ4. Έρνπκε: 

+ – + + +

2

ι 0 x 0 ι 0 ι 0 ι 0

ι 1 ι 1 3
lim Ι(ι) = lim – lim (ιlnι) – + lim +1 – lim ι = 0 0 – + 0 +1– 0 =

2 4 4 4 4    

 
 

 
 

–

ι 0 x 0 ι 0 ι 0

2

1

ln ι ιεπεηδή   lim (ι ln ι) lim  lim  lim(–ι) 0
1 1

– 
ι ι

   





   

 
 

    
 
 

 

 

168.                                          Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. Δίλαη: 

2f (x) xf (́x)lnx 0   , x 1 , 

νπόηε έρνπκε 

 2 2 2 22
lnx f (x) f (́x)ln x 0 (lnx) f (x) f (́x)(lnx) 0 (lnx) f (x) 0

x

            

Δπνκέλωο ζύκθωλα κε γλωζηό πόξηζκα είλαη: 

2(lnx) f (x) c   (1) 

Γηα  x e ζηελ ζρέζε (1)  έρνπκε: 

2(lne) f (e) c f (e) c c 1      

Άξα ε  (1) γίλεηαη: 

 
2

1
f(x) ,   x 1,

ln x
    

Γ2. Έρνπκε: 

 
x x

x x

2 2 2x x x DLH x

x x x x

x x DLH x x

1 e (e )́
lim e f (x) lim e lim    lim  

ln x ln x (ln x)́

e xe (xe )́ xe (x 1)
                      lim lim lim lim

2ln x 2ln x 2(ln x)́ 2

x





   





   

 
    

 


     

 

Γ3. Δίλαη: 
2 2 2 2

2 2
2

e

e e e e
–3 –2 –3

2e e e e

e e
–2 e –3 –3 2 –2

e e

1
I =  dx – 2 (lnx) dx = (x) (́lnx) dx – 2 (lnx) dx

ln x

e
  = [x(lnx) ]  + 2 (lnx) dx – 2 (lnx) dx = e 2 – e = e – 1  .

4

 
 
 

   

 
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169.                                       Θ Ε Μ Α  Γ             ΟΜΟΓΕΝΩN 2003  

Γ1. Η ζπλάξηεζε  f  πιεξνί ηηο πξνππνζέζεηο ηνπ  Θ . Μ . Σ   ζην  0,x ,  

άξα ππάξρεη  μ 0,x  ηέηνην ώζηε 

 
     f x f 0 f x

f μ
x 0 x


  


, 

άξα γηα θάζε x 0  ππάξρεη  μ 0,x  ηέηνηνο ώζηε : 

   f x x f μ   

Γ2. Δίλαη 

 
           (A)

x x x

2 2

f x x f x f x x f μ x f x f μ
h x e e e

x x x

         
        

Αιιά  επεηδή  ε f   είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην δηάζηεκα  0,  γηα μ x  είλαη  

       f μ f x   f x f μ 0       , 

νπόηε 

 
    x

f x f μ
h x e 0

x

 
    ,  

άξα ε  h  είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α   ζην   0, , νπόηε ε  h  είλαη  1 1  ζην 

 0, . 

Γ3. Δίλαη 

  x 5h x e x x   , 

άξα 

   x x 5 5
f x f x

e e x x x x  
x x

         

  6 2 f x x x  . 

Άξα 

     

u x 1,  du dx
x 1      y 2
x e 1  y ee 1 e e

6 2

1 2 2
I f x 1 dx f u du u u du

  
  
   

         

e
7 3 7 3 7 3

2

u u e e 2 2

7 3 7 3 7 3

 
      
 
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Γ1. Η ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην  1,  ωο άζξνηζκα ζπλερώλ ζπλαξηήζε-

ωλ θαη παξαγωγίζηκε κε παξάγωγν 

   x x x1 x 1
f x x ln x e 1 e e 0,  γηα  x 1

x x

           ,  

άξα ε  f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  1, . 

Γ2. Έρνπκε 

x DLH x

1

ln x xlim   lim 0
x 1

 
 
 

 
  ,         

x x

x DLH x

e e
lim   lim

x 1

 
 
 

 
          θαη     

x
lim x


  . 

Άξα 

   
x

x

x x x

ln x e
lim f x lim x ln x e lim x 1

x x  

  
         

  
. 

Γ3. Η ζπλάξηεζε  f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  1,  ( από ην Β1 εξώ-

ηεκα ), άξα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη  

       
xx 1

f 1, lim f x , lim f x
 

   

Αιιά 

    x

x 1 x 1
lim f x lim x ln x e 1 e

  
      

  
x
lim f x


   ( από εξώηεκα Β2 ) 

Άξα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο  f   είλαη  

    f 1, 1 e,     

Αιιά    2005 f 1,  ,  

νπόηε ε εμίζωζε 

 f x 2005  έρεη κ η α  η ν π ι ά ρ η ζ ην λ  ιύζε ζην  1,  θαη  

επεηδή ε ζπλάξηεζε f είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  1,  ε ιύζε απηή είλαη 

κ ν λ α δ η θ ή .  

Γ4. Έρνπκε 

   
 

 

     
   

   

1 u f x , άξα  x f u , dx f u du

x f 2   u 2   θαη   x f e   u e 
      e f e e e

1

2 f 2 2 2
Π f x dx f x dx f x dx uf u du

   

     

         
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             
e

e e

2 2 2
f x xf x dx xf x dx xf x ef e 2f 2            

   e 2 2 1 ee e lne e 2 2 ln 2 e e e e 4 2ln 2            . 

Άξα 

1 e 2
2ln2 e e e 4

      
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Γ1. H ζπλάξηεζε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην ωο ηξηγωλνκεηξηθή, κε παξάγωγν 

f (x) (εκx)́ ζπλx,   x     

Άξα είλαη 

f (0) ζπλ0 1         θαη    f 0 εκ0 0.   

Η εθαπηνκέλε επζείαο ζην ζεκείν   0,f 0  ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f έρεη 

εμίζωζε 

ε: y – f (0) f (0)x   άξα  ε: y x   

Γ2. Δπεηδή ην δεηνύκελν ρωξίν πεξηθιείεηαη από ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηξηώλ 

ζπλαξηήζεωλ, θαηαζθεπάδνπκε ην επόκελν ζρήκα θαη κε ηε βνήζεηά ηνπ εληνπί-

δνπκε ην γξακκνζθηαζκέλν ρωξίν. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η επζεία  y 1  ηέκλεη ηελ εθαπηνκέλε ε :  y x   ζην ζεκείν  Β(1, 1)  θαη ηελ  

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f x εκx  ζην ζεκείν  
π

Γ , 1
2

 
 
 

. 

Τν δεηνύκελν ρωξίν πξνθύπηεη αλ από ην θακππιόγξακκν ηξίγωλν  ΟΑΓ  αθαηξέ-

ζνπκε ην νξζνγώλην ηξίγωλν  ΟΑΒ. 

π
0

π/2

Α Β y=1

y=x
y

y΄

xx΄ 1

y= xεκ

x=1

Γ



458 

 
π/2

π/2

ΟΑΓ 0

0

ΟΑΒ

π π π
Δ (1 – εκx)dx x ζπλx ζπλ – 1 – 1   η.κ.

2 2 2

1 1 1
Δ  (ΟΑ)(ΑΒ)  1 1  η.κ.

2 2 2

     

   


 

Άξα 

π 3 π – 3
Ε = Ε – Ε  = –  =  η.κ.

2 2 2




 

Γ3. Οξίδνπκε ηε ζπλάξηεζε 

23
g(x) εκx – x x ,   x

2
   . 

Αξθεί λα δείμνπκε όηη   g x 0  γηα θάζε  x 0 . 

Δίλαη 

23
g (́x) εκx – x x ζπλx – 1 3x,   x

2

 
     
 

 

θαη 

g΄́ (x) (ζπλx –1 3x) –εκx 3 3 – εκx 0        γηα θάζε  x  

Άξα ε  g΄  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζ’ όιν ην  ,  ζπλεπώο θαη ζην  [0, + ) . 

Έηζη γηα 

g΄γλ. αύμ.

x 0 g (́x) g (́0) g (́x) 0     . 

Άξα ε  g  είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  [0, + ) . 

Έηζη γηα 

g γλ. αύμ.

x 0 g(x) g(0) g(x) 0      
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Γ1. α ΄  ηξ ό π ν ο  

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  h,  κε 

h(x) f (x) – g(x) x –1– ln x,   x 0    

Η ζπλάξηεζε  h  είλαη ζπλερήο ζην  0,  ωο πξάμεηο ζπλερώλ θαη παξαγωγίζηκε 

ζην  0,  κε παξάγωγν 

1 x – 1
h (́x) (x – 1 – ln x)́ 1 –  ,   x 0

x x
     
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 
x 0x 1

h (x) 0 0 x 1 0 x 1
x


          

 
x 0x 1

h (x) 0 0 x 1 0 x 1
x


          

 
x 0x 1

h (x) 0 0 x 1 0 x 1
x


          

 

 

 

 

Η  h  παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ην   h 1 0 , άξα γηα θάζε  x 0  είλαη 

h(x) 0 f(x) – g(x) 0 f(x) g(x)      

β ΄  η ξ ό πν ο  

Βξίζθνπκε ηελ εθαπηνκέλε ηεο  gC   ζην ζεκείν   A 1,0 .  

Δίλαη 
1

g (́x) = ,  x > 0
x

, άξα g (́1) = 1, 

νπόηε ε εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο είλαη 

ε :  y – g(1) g (́1)(x –1) ε :  y  x –1    

Δπίζεο είλαη 

1
g΄́ (x) = – ,  x > 0,

x
 

άξα ε  g  είλαη θνίιε ζην  (0, + ) . 

Η εθαπηόκελε επζεία  (ε)  βξίζθεηαη πάλω από ηε  gC ,  κε εμαίξεζε ην ζεκείν 

επαθήο  Α, 

άξα 

x –1 g(x) f (x) g(x)   . 

Γ2. i. Η  ζπλάξηεζε  h  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  1,e , 

άξα 

1 x e h(1) h(x) h(e) 0 h(x) e – 2         

ii. Από ην εξώηεκα Β1 είλαη  h(x) 0,   γηα θάζε  x 0 ,  άξα 

8+x

0 +
_

10

h(x)

h (x)΄

h(1)=0
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 
e e e e e

1 1 1 1 1

e
2

e
e e

1 1
1

1

2 2

E Ω h(x)dx (x – 1 – ln x)dx xdx – 1dx – (x)́ lnxdx

x
     – [x] – [x nx]   (x( nx)΄dx

2

e 1 e – 2e – 1
    – – e  1 – e  e – 1    η.κ.

2 2 2

  

 
  

 

   

    

  

iii. Έζηω  u h(x) , νπόηε είλαη 

 du h (x)dx  

 Γηα x e  είλαη u e 2   

 Γηα x 1  είλαη u 0  

Άξα έρνπκε 

e e–2 e–2
h(x) u u u

1 0 0

e–2
u u e–2 e–2

0
0

Ι e [h(x)  1]h (́x)dx e (u 1)du (e u e )du 

  = (ue )́ du  [ue ] (e – 2)e

      

 

  


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Γ1. Δίλαη 

     f x f x x 0,   x    1      

Η ζπλάξηεζε  g  είλαη παξαγωγίζηκε ζην ωο πξάμεηο παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηή-

ζεωλ κε παξάγωγν 

x x

x x

x

g (́x) (e )́ [f (x) – x 1] e [f (x) – x  1]́

          e [f (x) – x 1] e [f (́x) – 1]

          e [f (x) – x 1 f (́x) – 1]

   

  

  

 

    

(1)
x          e [f (́x) f (x) – x]  0     από ηελ  (1) 

Άξα ε  ζπλάξηεζε g  είλαη ζ η α ζ ε ξ ή  ζην  . 

Γ2. Η  ζπλάξηεζε g  είλαη ζηαζεξή ζην  , άξα είλαη g(x) c,   x  .  

Αιιά  

0g(0) e [f (0) – 0 1] 1   , 

άξα   

g(x) 1,   x  , νπόηε είλαη  

x –xe [f (x) – x 1] 1 f (x) – x 1 e       

–x
f(x)  e x – 1,   x    
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Γ3. Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  κε παξάγωγν  

x
–x

x x

1 e – 1
f (́x) –e 1 1 –

e e
     

Δίλαη 

 
xx e 0

x x

x

e 1
f (x) 0 0 e 1 0 e 1 x 0

e


            

 
xx e 0

x x

x

e 1
f (x) 0 0 e 1 0 e 1 x 0

e


            

 
xx e 0

x x

x

e 1
f (x) 0 0 e 1 0 e 1 x 0

e


            

 

 

 

 

Η  ζπλάξηεζε f  παξνπζηάδεη  ν ι η θ ό  ε ι ά ρ η ζ ην  ην   f 0 0 , 

άξα γηα θάζε  x   είλαη 

f (x) 0  

Γ4. Τν δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη 

 
1

2
1 1

–x –x

0 0
0

x
E Ω f (x)dx (e x – 1)dx –e – x

2

 
     

 
   

                             

–1 1 1 1 e – 2
–e – 1 1  –   η.κ.

2 2 e 2e
      
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Γ1. Παξαγωγίδνπκε ηε δνζείζα ζρέζε θαηά κέιε 

 
x

2

0
2 f (t)dt  [ln (x 1)]́ 2


   f (x) 2 ln(x 1)[ln(x 1)]́

(x 1) ln(x 1)
f (x) ln(x 1) f (x) ,   x –1

x 1 x 1

  

 
    

 

 

Γ2. Έρνπκε 

2

ln(x 1) [ln(x 1)]́ (x 1) – ln(x 1) (x 1)́
f (́x) = 

x 1 (x 1)

     
    

 

8_

8+x

0 +_

0

f(x)

f (x)΄

f(x) f(0)=0
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2 2

1
(x + 1) – ln(x + 1) 1

1 – ln(x + 1)x + 1=  = ,  x –1
(x + 1) (x + 1)



  

 
2

1 – ln(x 1)
f (́x) 0 0 1 – ln(x 1) 0

(x 1)


      


ln(x 1) 1   

                         x 1 e x e 1       

 
2

1 – ln(x 1)
f (́x) 0 0 x e 1

(x 1)


     


 

 
2

1 – ln(x 1)
f (́x) 0 0 x e 1

(x 1)


     


 

 

 

 

Η  f  παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην ην  
1

f(e – 1) = 
e

 ,  άξα γηα θάζε  x > –1  είλαη: 

ee ln(x + 1) x+1 e x 1

1 ln(x + 1) 1
f(x) eln(x + 1) x + 1

e x + 1 e

ln(x + 1) x + 1 e e (x 1) e


     

     

 

Γ3. Έρνπκε 

ln(x 1)
f (x) 0 0 ln(x 1) 0 x 0

x 1


       


 

Αλαδεηνύκε ην πξόζεκν ηεο  f  ζην   0,e 1 , νπόηε είλαη 

f 1
0 x e – 1 f(0) f(x) f(e – 1) 0 f(x)

e



         

Άξα ην δεηνύκελν ε κ β α δ ό λ  είλαη 

e–1
2

e–1 e–1

0 0
0

ln(x + 1) ln (x + 1) 1
E = f(x)dx = dx = =  η.κ.

x + 1 2 2

 
 
 

   

Γ4. Γηα  x 1   έρνπκε: 

2 x 1 2 x 1(x 1) 2 ln(x 1) ln2        

ln(x + 1) ln2
2ln(x + 1) = (x + 1)ln2  = f(x) = f(1)

x + 1 2
    

8+x

0+
_

e
_

1_
1

f(x)

f (x)΄

f(x) f(e-1)=1/e
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1
ε
  ι ύ ζ ε  

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  g,  κε  g(x) f (x) – f 1 .   

Έζηω όηη ε  g  έρεη  3  ξίδεο  
1 2 3 1 2 3ξ , ξ , ξ   κε  ξ ξ ξ  . 

Η  g  είλαη παξαγωγίζηκε ζηα  
1 2 2 3[ξ , ξ ]  θαη  [ξ , ξ ] , άξα από Θ. Rolle ππάξρνπλ 

1 1 2 2 2 3x (ξ , ξ )  θαη  x (ξ , ξ )   

ηέηνηα ώζηε 

1 2g (́x ) = g (́x ) = 0.  

Όκωο  g (́x) f (́x)  θαη ε  f΄  έρεη κνλαδηθή ξίδα ην  e 1  ,άηνπν, άξα ε  g  έρεη ην 

πνιύ δύν ξίδεο. 

Δίλαη 

   g 1 g 3  0,   

άξα ε εμίζωζε   f (x) f 1    έρεη α θ ξ η β ώο  δ ύ ν  ι ύ ζ ε η ο  ηηο  x 1  θαη  x 3 . 

2
ε
 ι ύ ζ ε  

  Σην δηάζηεκα  
1Γ (–1,  e –1)   ε εμίζωζε   f (x) f 1    έρεη πξνθαλή ιύζε ηελ  

x 1  θαη επεηδή ε  f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  
1Γ ,  ε εμίζωζε   f (x) f 1     

έρεη κνλαδηθή ιύζε ζην  
1Γ   ηελ  x 1 . 

  Σην δηάζηεκα  
2Γ  [e –1, )   

ln4 2ln2 ln2
f (3) f (1)

4 4 2
    , 

άξα ε εμίζωζε   f (x) f 1    έρεη ιύζε ηελ  x 3   θαη επεηδή ε  f  είλαη γλεζίωο 

θζίλνπζα ζην  
2Γ ,ε εμίζωζε  f (x) f 1    έρεη κνλαδηθή ιύζε ζην  

2Γ  ηελ  x 3 . 

Άξα ε εμίζωζε   f (x) f 1    έρεη αθξηβώο δύν ιύζεηο ηηο  x 1  θαη  x 3 . 

Δπνκέλωο θαη ε ηζνδύλακή ηεο εμίζωζε   

2 x 1
(x 1) 2

   

έρεη α θ ξ η β ώο  δ ύ ν  ι ύ ζ ε η ο , ηηο  x 1  θαη  x 3 . 
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Γ1. Θεωξνύκε ζπλάξηεζε  θ, κε 

f(x) – 2
θ(x) = 

x – 2
 . 
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Ιζρύεη 

x 2
limθ(x) = 2


. 

Δίλαη 

f(x) = (x – 2)θ(x) + 2. 

f ζπλερήο

x 2 x 2

x 2 x 2

x 2 x 2

  f(2) =  limf(x) = lim[(x – 2)θ(x) + 2]

               = lim(x – 2)limθ(x) + 2 = 0 2 = 2 = 2

f(x) – f(2) f(x) – 2
  f (́2) = lim  = lim  = 2

x – 2 x – 2

 

 

 







 

Γ2.  Δίλαη  

       H  f  είλαη ζπλερήοζην  [0, 2] 

       Η  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  (0, 2) 

          f 0 f 2 2   

Άξα  από Θ .  Ro l l e  ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ (0, 2) ,  ηέηνην ώζηε   f΄ μ 0   

θαη επεηδή ε  f΄  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  μ  είλαη κνλαδηθό. 

Δπνκέλωο ππάξρεη κνλαδηθό  μ (0, 2) , ηέηνην ώζηε ε ε θα π η ν κ έ λ ε  ηεο  
fC   

ζην    Μ μ,f μ  είλαη πα ξ ά ι ι ε ι ε  ζηνλ  x΄x. 

Γ3. Η  f΄  είλαη γλεζίσο αύμνπζα, άξα ε  f  είλαη θπξηή. 

Η ε θ α π ην κ έ λ ε  ηεο  
fC   ζην  

0x  = μ   είλαη ε   y f μ  θαη επεηδή ε  f  είλαη 

θ π ξ ηή  ε  
fC   βξίζθεηαη π ά λ σ από ηελ εθαπηνκέλε κε ε μ α ί ξ ε ζ ε  ην ζεκείν 

επαθήο, 

άξα 

f (x) f(μ)  

Γ4. Θεωξνύκε ζπλάξηεζε  g,  κε 

x
2

1
g(x) = f(t)dt – x  + 2x,  x  

  Η  g  είλαη ζπλερήο ζην  [0, 1]  ωο πξάμεηο ζπλερώλ 

0 1

1 0
  g(0) = f(t)dt = – f(t)dt

  g(1) = 1 > 0





   

f (x) f (μ) 0,    ζην  0,1 , 

άξα  
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1 1

0 0
f (t)dt  0 – f (t)dt  0     

Δπνκέλωο g(0) g(1) 0  . 

Από Θ .  B o l za n o  ε εμίζωζε  g(x) 0  έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην   0,1 . 

Δπνκέλωο ε εμίζωζε 

x
2

1
f(t)dt = x  + 2x  

έρεη κ η α  ην π ι ά ρ η ζ ην λ  ξ ί δ α  ζην δηάζηεκα   0,1 . 
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Γ1. Έρνπκε 

        

x
3 2

1
3 2t f(t)dt + x  = 3x f(x) + 3x – 8    (1)    

x>0x
3 2

1

x
3

1

2

3 2t f(t)dt + x  – 3x + 8 = 3x f(x) 

3 2t f(t)dt + x  – 3x + 8
f(x) =  .

3x

 






 

Η ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην  (0, + ) , 

άξα ε ζπλάξηεζε  
1f ,  κε 

1f (t) = 2t f(t)  

είλαη ζπλερήο ζην  (0, + )   ωο γηλόκελν ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ. 

Δπνκέλωο ε ζπλάξηεζε  
2f ,  κε 

x x

2 1
1 1

f (t) = 3 2t f(t)dt = 3 f (t)dt    είλαη παξαγωγίζηκε ζην  (0, + ) . 

Τέινο, ε  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  (0, + ) , ωο πξάμεηο ηωλ παξαγωγίζηκωλ ζπ-

λαξηήζεωλ  
2 3 4f , f , f ,  κε   

3 2

3 4f (x) = x  – 3x + 8  θαη  f (x) = 3x . 

Παξαγωγίδνληαο ηε ζρέζε  (1)  θαηά κέιε έρνπκε: 

 
x

3 2

1
3 2t f(t)dt + x  = (3x f(x) + 3x – 8)΄

6x f(x)


 




2 + 3x  = 6x f(x) 2 + 3x f (́x) + 3

 2
2 2

2

x  – 1
3x f (́x) = 3x  – 3 f (́x) =  ,  x > 0

x
  
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Γ2. Έρνπκε 

2

2 2

x  – 1 1 1
f (́x) =  = 1 –  = x + 

x x x

 
 
 

 

Από ζπλέπεηεο Θ . Μ . Σ .  

1
f(x) = x +  + c

x
,  x > 0    (2). 

x=1 x

1

x=1

2c=0

x + x +

(1) 3 2t f(t)dt + 1 = 3f(1) + 3 – 8 f(1) = 2

(2) f(1) = 2 + c 2 = 2 + c c = 0

1 x  + 1
(2) f(x) = x + f(x) =  ,  x > 0

x x

lim [f(x) – x] = lim x
   

  

  

 



1
 +  – x

x x +

1
 = lim  = 0

x 

 
 
 

 

άξα ε επζεία  y = x  είλαη ε π ι ά γ η α  α ζ ύ κ πη ση ε  ηεο  
fC   ζην  + . 

Γ3. Έρνπκε 

f(x) – x = x
1

 +  – x
x

1
 =  > 0

x
,  ζην  

2[1, e ]  

άξα 

2 2
2e e

e 2

1
1 1

1
E = [f(x) – x]dx =  dx = [ nx]  = ne  – n1 = 2 η.κ..

x   

Γ4.  1 ε
 Λύ ζε  

Γηα  x > 1  έρνπκε: 

2

2

1
x +  – 2

f(x) – 2 x  – 1 xf (́x) >  > 
x – 1 x x – 1

   

2

2 2 2

2 2

x  + 1 – 2x

x  – 1 x  – 1 (x – 1)x >  > 
x x – 1 x


x (x – 1)

22 x >0
2 2

2

x  – 1 x – 1
 > x  – 1 > x  – x x > 1  πνπ ηζρύεη.

x x



 

 

2
ε
 Λ ύ ζ ε  

Γηα  x > 1  έρνπκε:  Θ . Μ . Σ .   κε ηελ  f  ζην δηάζηεκα  [1, x]. 

Υπάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ (1, x) ,  ηέηνην ώζηε 
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f(x) – f(1) f(x) – 2
f (́μ) =  = 

x – 1 x – 1
 . 

Δίλαη 

2 3

1 2
f΄́ (x) = 1 –  =  > 0

x x

 
 
 

,  γηα  x > 0 

άξα ε  f΄  είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  (0, + )  

f΄ f(x) – 2
x > μ f (́x) > f (́μ) f (́x) > 

x – 1



   
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Γ1. Η ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο  ζην  ωο άζξνηζκα ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ 

θαη παξαγωγίζηκε κε παξάγωγν 

 x 2 xf (x) 2 x – 2x –1  2 ln2 2x – 2
      , νπόηε  

 x x 2f (x) 2 ln2 2x – 2 2 (ln2) 2 0
      , 

άξα  ε ζπλξηεζε είλαη f  θπξηή ζην  . 

Δίλαη  f 0 1  θαη  f 1 0 , άξα ε εμίζωζε  f x 0  έρεη 2 ξίδεο ην 0  θαη ην  1.  

Έζηω όηη ε  εμίζωζε  f x 0 έρεη 3 ξίδεο  
1 2 3 1 2 3ξ , ξ , ξ   κε  ξ ξ ξ  . 

 ε  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζηα  
1 2 2 3[ξ , ξ ]  θαη  [ξ , ξ ]    

 
1 2 3f (ξ ) f (ξ ) f (ξ ) 0    

Άξα από Θ .  R o l l e  ππάξρνπλ  
1 1 2μ (ξ , ξ )   θαη  

2 2 3μ (ξ , ξ ) ,  ηέηνηα ώζηε 

1 2f (́μ ) = f (́μ ) = 0 . 

Δπίζεο  

  ε  f΄  είλαη παξαγωγίζηκε ζηα  
1 2[μ , μ ]  

  
1 2f (́μ ) = f (́μ ) = 0  

Άξα από Θ .  R o l l e  ππάξρεη  
1 2μ (μ , μ ) ,  ηέηνην ώζηε 

 f x 0  , άηνπν δηόηη 

 f x 0  ,  γηα θάζε  x , 

επνκέλωο ε   f x 0  έρεη  2  ην πνιύ ξίδεο . 
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Δπνκέλωο ε  εμίζωζε  f x 0  έρεη α θ ξ η β ώο   2   ξ ί δ ε ο , ηηο   

1x 0     θαη  
2x 1 . 

Γ2. Έρνπκε 

  ε  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην   0,1  

     f 0 f 1 0   

Άξα από Θ .  R o l l e  ππάξρεη  
0x (0, 1) ,  ηέηνην ώζηε   

0f (́x ) 0   θαη 

επεηδή  ε f΄  είλαη γλεζίωο αύμνπζα  (f  θπξηή) ην  
0x   είλαη κνλαδηθό. 

Δπνκέλωο ππάξρεη κ ν λ α δ η θ ό ο  α ξ η ζ κ ό ο   
0x (0, 1) ,  ηέηνηνο ώζηε ε ε θ α -

π η ν κ έ λ ε  ηεο  
fC   ζην ζεκείν  

0 0A(x , f(x ))   λα είλαη π α ξ ά ι ι ε ι ε  ζηνλ άμνλα  

x΄x. 

Γ3. Από ζπλέπεηεο ζ ε σξ ή κ α η ν ο   B o l za n o  ε ζπλερήο ζπλάξηεζε f  δηαηεξεί 

ζηαζεξό πξόζεκν κεηαμύ ηωλ δηαδνρηθώλ ξηδώλ ηεο  0  θαη  1. 

Αιιά είλαη  

21

2
1 1 1 1

f  = 2  +  – 2  – 1 = 2 +  – 2 < 0
2 2 2 4

     
     
     

 

Δπνκέλωο  

 f x 0 ,  γηα θάζε  x (0, 1) . 

Τν  
0x = 1   είλαη πξνθαλήο ξίδα ηεο εμίζωζεο   

x

1
f (t)dt x –1 . 

Γηα  x (0, 1)   έρνπκε: 

f(x) < 0 –f(x) > 0 , 

άξα 

1 1 x

x x 1
–f(t)dt > 0 – f(t)dt > 0 f(t)dt > 0 > x – 1     

Δπνκέλωο ε εμίζωζε 

x

1
f(t)dt = x – 1   έρεη κ ν λ α δ η θ ή  ξ ί δ α  ζην  0,1    ηελ  

0x = 1 . 
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Γ1. Η ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην  θαη παξαγωγίζηκε κε παξάγωγν: 
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2
2

2 2 2

1 2x (x 1)
f (́x) 1  (x 1)́ 1 0  γηα θάζε  x –{ –1}

x 1 x 1 x 1


       

  
 

πνπ ζεκαίλεη όηη ε f είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο πνπ είλαη 

ην . 

Άξα ε  f  είλαη “1–1” ζην    νπόηε είλαη α λ η η ζ η ξ έ ς ηκ ε  ζ’ απηό. 

Γ2. Έρνπκε 

 2

x + x +
lim f(x) = lim [x + 1 + ln(x  + 1)] = +
   

   

 2

x – x –
lim f(x) = lim [x + 1 + ln(x  + 1)] =
   

 

                            

2

x –

2

x – x –

1 ln(x  + 1)
= lim x 1+  + 

x x

1 ln(x  + 1)
= lim x lim 1+  +  = –

x x

 

   

  
  
  

 
  

 

 

επεηδή είλαη 

+ +
2 – –

2x – x – x – x –

1 ln(x  + 1) 2x 1
lim  = 0,  lim  =  lim  =  lim  = 0

x x x  + 1 x

 

 

       
 

Γ3. Έρνπκε: 

x +
lim f(x) = +
 

  

άξα  

ππάξρεη  
1x 0  ηέηνην ώζηε   1f x 0  

Δπίζεο έρνπκε 

x –
lim f(x) = –
 

  

άξα  

ππάξρεη  
2x 0  ηέηνην ώζηε   2f x 0   

νπόηε 

   1 2f x f x 0   

θαη επεηδή ε  f  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [x1, x2], ζύκθωλα κε ην Θ .  B o l z a -

n o  ε εμίζωζε   f x 0  έρεη κ ί α  η ν π ι ά ρ η ζ η ν λ  ι ύ ζ ε  ζην  (x1, x2)  ε νπνία 

είλαη κνλαδηθή αθνύ ε  f  είλαη γλεζίωο κνλόηνλε. 

Γ4. Η  f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα θαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [–1, 1]  νπόηε: 

       f –1,  1  [f –1 , f 1 ln2,  2 ln2]    
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Γ5. Έρνπκε 

1 1
2 2

0 0
ln(x  + 1)dx = (x) ĺn(x  + 1)dx    

        

1
2 1 2

0
0

2
1 1

2 20 0

1 1 1

2 20 0 0

= [xln(x  + 1)] – x[ln(x  + 1)]΄dx

x x  + 1 – 1
= ln2 –  2xdx = ln2 – 2  dx

x  + 1 x  + 1

–1 1
= ln2 – 2 1dx – 2  dx = ln2 – 2 + 2  dx

x  + 1 x  + 1

π π
= ln2 – 2 + 2  = ln2 + – 2

4 2



 

  
 

Γ6. Δπεηδή ζην δηάζηεκα   0,1  ηζρύεη   f x 0  έρνπκε: 

 
1

2
1 1 1

2 1 2

0
0 0 0

0

x
Δ Ω f (x)dx [x 1 ln(x 1)] =  + [x]  + ln(x + 1) 

2

1 π 1 π
          = 1 ln 2 – ln 2 1

2 2 2 2

 
      

 

     

  
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Γ1. Παξαγωγίδνληαο ηελ  (1)  έρνπκε 

f (́x) – 2 f΄́ (x)  

ε νπνία ιόγω ηεο  (2)  γξάθεηαη: 

    xf΄ x – 2 f x 2x 6e         ή       xf x 3e 2x   

Άξα είλαη 

  xf x 3e 2 0     

πνπ ζεκαίλεη όηη ε  f  είλαη γ λ .  α ύ μ ν π ζ α  θαη ωο ηέηνηα ζα είλαη “1–1” θαη άξα 

α λ η η ζ ηξ έ ς η κ ε . 

Γ2. Έρνπκε: 

+
x x +

x + x + x + x +

e e
lim f(x) = lim x  + 2  = lim x lim  + 2  =  ... = + .

x x





       

    
    

    
 

Όκνηα βξίζθνπκε 

x –
lim f(x) – .
 

   

Γ3. Έρνπκε: 
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x –
lim f (x) –
 

   , άξα ππάξρεη  
1x 0  ηέηνην ώζηε   1f x 0  

 
x +
lim f(x) = +
 

 ,  άξα ππάξρεη  
2x 0  ηέηνην ώζηε   2f x 0  

νπόηε 

   1 2f x f x 0   

θαη επεηδή ε  f  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  [x1, x2], ζύκθωλα κε ην Θ .  B o l z a -

n o  ε εμίζωζε   f x 0  έρεη κ ί α  η ν π ι ά ρ η ζ η ν λ  ι ύ ζ ε  ζην  (x1, x2)  ε νπνία 

είλαη κ ν λ α δ η θ ή  αθνύ ε  f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  κ ν λ ό ην λ ε . 

Γ4. Δίλαη 

xf΄́ (x) 3e 0   

πνπ ζεκαίλεη όηη ε f΄ είλαη γλεζίωο αύμνπζα θαη όηη ε f ζηξέθεη πξνο ηα πάλω ζην  

Γ5. Σην δηάζηεκα  [0, 2]  ηζρύεη   f x 0  νπόηε ην δεηνύκελν εκβαδό είλαη: 

 
2

2
2 2

x x 2 2

0
0 0

0

x
E = f(x)dx = (3e  + 2x)dx = 3[e ]  + 2  = 3e  + 1

2

 
  

 
   

Γ6. Η εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f,  ζην ζεκείν ηεο 

κε ηεηκεκέλε  0  είλαη: 

   ε: y – f 0 f΄ 0  (x – 0)       ή     ε :  y 5x 3   

Γ7. Έζηω όηη ππάξρεη  μ  ηέηνηνο ώζηε: 

 f x 0    ή   
μ μ 2

3e 2 0 e ,
3

     άηνπν 

 

180.                                          Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. Δίλαη: 

g (́x) f (́x)f (–x) f (x)f (́–x)(–x)́ f (́x)f (–x) – f (x)f (́–x)    

Από ηε ζρέζε 

f (́x) f(x)
 = 

f (́ – x) f( – x)
 

έρνπκε: 

f (́x)f (–x) f (x)f (́–x)   

νπόηε 

g (́x) 0 . 

Άξα 
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g(x) c  γηα θάζε  x . 

Όκωο 

 f 0 1   νπόηε       g 0 f 0 f 0     ή  c 1  

Άξα 

g(x) 1  , γηα θάζε  x   

νπόηε 

f (x)f (–x) 1     (1). 

Γ2. Δίλαη: 

2
π π

2 2
π π

– –
2 2

x
1 – 2εκ  

ζπλx2Ι =  dx =  dx .
f(x) + 1 f(x) + 1   

Θέηνπκε  x u  , νπόηε  

 dx du   

 
π π π π

Γηα  x = –   είλαη  u =   ελώ γηα  x = –   είλαη  u = –  .
2 2 2 2

 

Άξα: 

π π π(1)–
2 2 2

π π π
– –

2 2 2

π π

2 2
π π

– –
2 2

ζπλ( – u) ζπλu ζπλu
Ι =  ( – du) =   du =  du

1 1 + f(u)f( – u) + 1
 + 1

f(u) f(u)

f(u)ζπλu f(u)ζπλu + ζπλu – ζπλu
  =  du =  du

f(u) + 1 1 + f(u)

  

 

 

 

π π

2 2
π π

– –
2 2

f(u) + 1 ζπλu ζπλu
  =  ζπλu – du = ζπλu – du

f(u) + 1 1 + f(u) 1 + f(u)

   
  

   
   

               

 
ππ

22
π π

– –
2 2

ζπλu
  = εκu – du = 2 – I

1 + f(u)  

δειαδή  

2 –  2I 2 I 1        

181.                                           Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. Δίλαη 

   x

x – x
lim g(x) lim 1 1 x e ,   

  
      

   x

x x
lim g(x) lim 1 1 x e 1  

 
     



473 

Γ2. Η ζπλάξηεζε  g  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  κε παξάγωγν  

 
–xg (́x) (x –  2)e   

     xg x 0 x 2 e 0 x 2        

     xg x 0 x 2 e 0 x 2        

     xg x 0 x 2 e 0 x 2        

 

 

 

 

αιιά 

2
–2

2 2

1 e – 1
g(2) = 1 – e  = 1 –  =  > 0

e e
    

νπόηε 

 g(x) g 2 0     

άξα  

 g x 0  

Γ3. Έρνπκε 

x + x –
lim f(x) = + ,   lim f(x) = –
   

    

Γ4. Δίλαη 

–xf (́x) 1 e (1– x) g(x) 0      

Δπνκέλωο ε  f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α . 

Γ5. Δίλαη 

–x

xx + x + x +

x
lim [f(x) – x] = lim (x + xe – x) = lim   = 0

e     
  

Άξα ε επζεία  (δ)  κε εμίζωζε  y x  είλαη α ζ ύ κ π η ση ε  ηεο  Cf. 

Γ6. Έρνπκε 

0 0–x –x

0 0 0 0f (́x ) = 1 1 + e (1– x ) = 1 e (1– x ) = 0 x  = 1     

1
f(1) = 1 +  .

e
 

Άξα ην δεηνύκελν ζεκείν είλαη ην  
1

1, 1 +  .
e

 
 
 

  

Γ7. Έρνπκε 

8_

8+x

0 +
_

2

f(2)=
_

e
2

_e2
1

g(x)

g (x)΄
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–x –x –xH (́x) h(x) αe – e (αx  β) xe α – αx – β x        

                                  
   – α 1 x α – β 0     

Πξέπεη 

α 1     θαη   β α 1    

Άξα 

–x
H(x) –(x  1)e   

Γ8. Έρνπκε 

2 2 2
–x

0 0 0
E = (f(x) – x)dx = xe dx = h(x)dx     

2 –x 2 –2 0 –2 –2

0 0= [H(x)]  = [( – x –1)e ]  = – 3e – ( –1)e  = – 3e  + 1 = 1– 3e  

 

182.                                         Θ Ε Μ Α  Γ                       study4exams 

Γ1. Γηα θάζε  x > 0  έρνπκε: 

2 2

2e –2e 2 2(x – e)
f (́x) =  + 2lnx  =  +  = 

x x x x

 
 
 

. 

Δίλαη 

             f (́x) < 0 x < e,  άξα  f  γλεζίωο θζίλνπζα ζην  (0, e] .

             f (́x) > 0 x > e,  άξα  f  γλεζίωο αύμνπζα ζην  [e, + ) . 

 

  

 

 

 

 

Η  f  γηα  x = e  παξνπζηάδεη ν ι η θ ό  ε ι ά ρ η ζ η ν . 

Γειαδή 

f(x) f(e)   κε ηηκή  f(e) = 2 + 2 = 4. 

Γ2. Θέινπκε λα δείμνπκε όηη γηα θάζε  x > 0 ηζρύεη: 

x>0

x
xln x – e x(lnx – lne) x – e xlnx – x x – e

e

e 2e
xlnx – 2x + e 0  lnx – 2 + 0 2lnx + 4

x x

     

     

 

f(x) 4   πνπ ηζρύεη από i). 

Γ3. Γηα θάζε  x > 0  ηζρύεη: 

8+x

0 +
_

e0

f(x)

f (x)΄

f(x) f(e)=4
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x x

x–e x–ex x
ι ln lnι x(lnx – lne) (x – e)lnι

e e

xlnx – x – xlnι + elnι 0    (1)

   
        

   



 

Έζηω ε ζπλάξηεζε 

g(x) = xlnx – x – xlnι + elnι,  x > 0  θαη  ι > 0,  ηόηε: 

g΄(x) = lnx + 1 – 1 – lnι = lnx – lnι 

Από  (1)  έρνπκε: 

g(x) 0 ,  γηα θάζε  x > 0.   

Αιιά  

g(e) = 0. 

Άξα 

g(x) g(e)   γηα θάζε  x > 0. 

H  g  είλαη παξαγωγίζηκε θαη ζην  x = e  εζωηεξηθό ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο 

παξνπζηάδεη αθξόηαην, νπόηε από ην ζ ε ώξ ε κ α  F e r m a t  

έρνπκε: 

g΄(x) = 0 lne – lnι = 0 ι = e   

Γ4. Δίλαη: 

2e
f(x) =  + 2lnx

x
,  x > 0.   

Παξαηεξνύκε όηη: 

2 22e
1 x e lnx 0  θαη   > 0,  νπόηε:  f(x) > 0  ζην  [0, e ]

x
   

 

Άξα 

 

 

2 22

2 22

e ee

11 1

e ee2

11 1

2 2 2 2 2 2

2e
Δ =  + 2lnx dx = 2e xlnx  + 2 lnxdx =

x

1
= 2elne  + 2 (x) ĺnxdx = 4e + 2 lnx – x  dx =

x

= 4e + 2e lne – (e – 1) = 4e + 4e – e  + 1 = 3e  + 4e + 1.

 
 
 

 

   

 

183.                                        Θ Ε Μ Α  Γ                        study4exams 

Γ1. Η  f  είλαη παξαγωγίζηκε γηα θάζε  x > 0  κε   

2 2

e –e 1 x – e
f (́x) =  + lnx + 1  =  +  = 

x x x x

 
 
 
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θαη επεηδή   

f (́x) > 0 x > e  θαη  

f (́x) < 0 x < e  

ε  f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  [e, + )   θαη γ λ ε ζ ί σο  θ ζ ί λ ν π ζ α  ζην  

(0, e]  θαη γηα  x = e  παξνπζηάδεη α θ ξ ό η α η ν  ην 

e
f(e) =  + lne + 1 = 3.

e
 

Γ2. Δίλαη: 

+ + x + x +x 0 x 0

e e + xlnx + x
lim f(x) = lim   lnx + 1  = lim f(x) = lim  = +

x x    

   
   

   
 

αθνύ 

+ + + +

–

+

x 0 x 0 x 0 x 0

lnx (lnx)΄
lim (xlnx) = lim = lim  = lim (–x) = 0.

1
1

x
x





    
 
 

 

Άξα  x = 0  θαηαθόξπθε αζύκπηωηε ηεο  
fC . 

Δπίζεο ηζρύεη: 

2x + x + x +

f(x) e lnx 1 lnx
lim  = lim  +  +  = 0 + lim  + 0 = 0

x x x x x     

 
 
 

 

αθνύ 

+

+

x + x + x + x + x +

lnx (lnx)΄ 1 e
lim = lim = lim = 0  θαη  lim f(x) = lim  + lnx + 1  = +

x (x)΄ x x





         

 
 

 

 αθνύ 

x +
lim lnx = + .
 

  

Άξα ε  
fC   δελ έρεη α ζ ύ κ π ηση ε ο  ζην  + .  

Γ3. Έζηω 

x–1g(x) = f(x) – 3  

ε νπνία είλαη ζπλερήο ωο δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ ζην  [1, 4]  θαη γηα ηελ 

νπνία ηζρύεη: 

g(1)g(4) < 0 

αθνύ 
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0

3 3

g(1) = f(1) – 3  = e + ln1 + 1 – 1 = e > 0

e
 g(4) = f(4) – 3  =  + ln4 + 1 – 3  < 0

 

4




 

Άξα από ην ζ ε ώξ ε κ α  B o l za n o  ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  μ (1, 4)   ηέηνην 

ώζηε 

..
μ–1

f (μ) 3  

B4. Δίλαη: 

2 e
1 x e lnx 0  θαη   > 0.

x
     

Άξα 

e
f(x) =  + lnx + 1 > 0

x
 γηα θάζε  

2x [1, e ] . 

Δπνκέλωο έρνπκε: 

                      
2 2 2e e e

2

1 1 1

e e
E =  + lnx + 1 dx =  dx + lnxdx + 1(e – 1) =

x x

 
 
 

    

2
2

2
2

e
e 2

1
1

e
2 e 2

1
1

2 2 2 2 2

= e[lnx]  + (x) ĺnxdx + e – 1 =

1
= e(lne – ln1) + [xlnx] – x  dx + e – 1 =

x

= 2e + e lne – 1(e – 1) + e – 1 = 2e + 2e  η.κ..



  

 

184.                                        Θ Ε Μ Α  Γ                        study4exams 

Γ1. Γηα θάζε  x 0  έρνπκε: 

2

2 2

2lnx lnx (lnx)΄x – lnx(x)΄
f (́x) =  + ιx + 3  = 2  + ι = 2  + ι =

x x x

1 – lnx 2 – 2lnx
 = 2  + ι f (́x) =  + ι .

x x

    
   
   



 

Ο ζπληειεζηήο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο  
fC   ζην    Α 1,f 1   είλαη: 

2 – 0
f (́1) =  + ι = 2 + ι

1
 

θαη επεηδή είλαη παξάιιειε πξνο ηελ επζεία  ε  ηζρύεη: 

2 + ι = 3 ι = 1.
 

Άξα 
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2

2lnx 2 – 2lnx
f(x) =  + x + 3,  x > 0  θαη  f (́x) =  + 1.

x x
 

Γ2. Γηα θάζε x 0  είλαη:   

2

2 2

2 – 2lnx 2 – 2lnx + x
f (́x) =  + 1 = .

x x
 

Έζηω 

2g(x) = x – 2lnx + 2,  x > 0.  

Δίλαη 

22 2x – 2
g (́x) = 3x –  = , 

x x
 

 
x 0

g (́x) 0 x 1


    

 
2 x>0 x>0

22x – 2
g (́x) > 0  > 0 x – 1 > 0 x  > 1 x > 1.

x
     

 

 

 

 

Άξα  ε g  είλαη  γλεζίωο αύμνπζα ζην  [1, + ) θαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  (0, 1].   

Γειαδή ε  g  παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην. 

Δπνκέλωο: 

g(x) g(1) g(x) 3 > 0,    

άξα 

 f x 0   γηα θάζε  x 0  

νπόηε ε  f  δ ε λ  έ ρ ε η  α θ ξ ό ηα η α  θαη είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α . 

Γ3. Δίλαη: 

2x + x + x +

+

+

2 2 2x + x + x + x +

2lnx
 + x + 3

f(x) lnx 3x lim   = lim   = lim 2  + 1 +  = 2 0 + 1 + 0 = 1,
x x x x

1

lnx (lnx)΄ 1x   αθνύ  lim = lim = lim = lim  = 0 .
x (x )΄ 2x 2x

     

 
 

 

       


 

 
 

 

8+x

0 +
_

g(x)

g (x)΄

10

g(1)=3
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x + x + x +

x + x +

lnx lnx
 lim [f(x) – x] = lim 2  + x + 3 – x  = lim 2  + 3  =

x x

(lnx)΄ 1
   = 2 lim + 3 = 2 lim  + 3 = 3 .

(x)΄ x

     

   

   
   

 


 
 

Άξα ε αζύκπηωηε ηεο  f  ζην  +   είλαη ε επζεία 

y x 3   

Γ4. Έρνπκε 

e

1

lnx
E = f(x) – x – 3 dx = 2 + x

x  + 3 – x – 3
e

1
dx =  

*e e
2 e 2 2

1
1 1

*

lnx lnx
2 dx =  2 dx = [ n x]  = n e – n 1 = 1.

x x

lnx
1 < x < e lnx > 0  άξα    ζεηηθόο

x

 
 

 

 
 

 

185.                                        Θ Ε Μ Α  Γ                    study4exams 

Γ1. Δίλαη: 

2 2
h(x) = f(x) – g(x) = –2 + – 3lnx = – 3lnx – 2

x x
  γηα θάζε  x > 0. 

Άξα 

2

–2 3
h (́x) = – < 0,

x x
 

νπόηε  h  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  (0, + ) . 

Αθόκα 

h(1) = 0. 

Δπνκέλωο: 

Γηα θάζε x > 1  είλαη 

h(x) < h(1) h(x) < 0  

θαη γηα θάζε  0 < x < 1  είλαη 

h(x) > h(1) h(x) > 0  

Γ2. Γηα λα πξνζδηνξίζνπκε ην δεηνύκελν εκβαδόλ πξέπεη λα γλωξίδνπκε αλ   

ι 1  ή  ι 1  

Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

  Αλ  ι 1  ηόηε: 
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ι ι

1 1
Δ(ι) = f(x) – g(x) dx = h(x) dx   

ι ι

1 1

ι
ι

1
1

ι
ι

1
1

2
= – h(x)dx = – – 3lnx – 2 dx

x

= –2[lnx]  + 3 (x) ĺnxdx + 2(ι – 1)

1
= –2(lnι – lnι) + 3[lnx]  – 3 x dx + 2ι – 2

x

= – 2lnι + 3ιlnι  – 3(ι – 1) + 2ι – 2 

= –2lnι + 3ιlnι – 3ι + 3 + 2ι – 2

= (3ι – 2)lnι – ι + 

 
 
 

 





1.

 

  Αλ  0 ι 1  ηόηε: 

ι ι

1 1

2
Δ(ι) = – h(x)dx = – – 3lnx – 2 dx =

x

Δ(ι) = (3ι – 2)lnι + 1 – ι.

 
 
 

   

  Αλ  ι 1  ηόηε πξνθαλώο  Δ(1) = 0. 

Δπνκέλωο 

Δ(ι) = (3ι – 2)lnι + 1 – ι. 

Γ3. Δίλαη: 

ι + ι + ι +
lim Δ(ι) = lim [(3ι – 2)lnι + 1 – ι] = lim (3ιlnι – 2lnι – ι + 1) =
     

 

ι +

ι + ι + ι + ι +

lnι 1
= lim ι 3lnι – 2  – 1 +  = (+ ) (+  – 2 0 – 1 + 0) = + .

ι ι

lnι (lnι)΄ 1
Αθνύ  lim lnι = +   θαη  lim  = lim  = lim  = 0 .

ι (ι)΄ ι

 

       

  
     

  



 

Γ4. Δίλαη: 

+ +
ι 0 ι 0

lim Ε(ι) = lim [(3ι – 2)lnι + 1 – ι] = (0 – 2) (– ) + 1 – 0] = + .
 

    

 

186.                                        Θ Ε Μ Α  Γ                    study4exams 

Γ1. Γηα θάζε  x 0 x > 0  έρνπκε: 

3 3
f (́x) = 8x  +  > 0

x
. 

Άξα ε  f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  (0, + ) ,  νπόηε δ ε λ  έ ρ ε η  α θ ξ ό -

η α η α .  

Γ2. Δίλαη: 
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+ +

4

x 0 x 0

4

x + x +

lim f(x) = lim (2x  + 3lnx + 2) = 0 –  + 2 =  – .

 lim f(x) = lim (2x  + 3lnx + 2) = +  +  + 2 = 

 

+ .

 

   





 

  
 

Δπίζεο ε  f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  (0, + ) ,  από Β1,  άξα ην ζύλνιν ηηκώλ 

ηεο είλαη:   

f((0, + )) = (– , + ).    

Γ3. Γηα θάζε  ι > 0  έρνπκε: 

4 4 4

4

3 1
ι  = ln  – 1 2ι  = 3(ln1 – lnι) – 2 2ι  = –3lnι – 2

2 ι

2ι  + 3lnι + 2 = 0 f(ι) = 0 .

  



 

Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη ππάξρεη κνλαδηθό  ι > 0,  ηέηνην ώζηε   

f(ι) = 0. 

Απηό ηζρύεη αθνύ ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο  f  είλαη ην  . 

(ΑΠΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΝΔΙΑΜΕ΢ΩΝ ΣΙΜΩΝ) θαη ε  f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα 

ζην  (0, + ) . 

Γ4. Η ζπλάξηεζε  f  επεηδή είλαη γλεζίσο αύμνπζα είλαη θαη «1–1» άξα αληη-

ζηξέθεηαη. 

Θέηνπκε 

t = f(x) dt = f (́x)dx .   

Γηα  t = 0  είλαη   

0 = f(x) x = ι . 

Γηα  t = 4  είλαη 

f:1–1

4 = f(x) f(1) = f(x) x = 1.   

Δπνκέλωο: 

4 1 1 1
–1 –1 3

0 ι ι ι

1
5

1
4 5 5

ι
ι

3
f (t)dt = f (f(x))f (́x)dx = xf (́x)dx = x 8x  + dx =

x

x 8 8 8 23
(8x  + 3)dx = 8  + 3x  =  + 3 –  ι  + 3ι  = –  ι – 3ι +  .

5 5 5 5 5

 
 
 

   
   

  

   



 

 

1 8 7 .                         Θ Ε Μ Α  Γ  –         Ο . Ε . Φ . Ε 2 0 0 7                                   

Γ1.  
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2

1
g (́x)

1 x



 θαη 

 
2

2

2x
g΄́ (x)

1 x





 

Γηα x=0 είλαη 0 g(0) 0  . Ιζρύεη ε ηζόηεηα. 

Γ2. Γηα θάζε x>0 εθαξκόδεηαη ην Θ . Μ . Σ .  ζην [0,x] νπόηε ππάξρεη μ (0,x)  ηέ-

ηνηνο ώζηε  

g(x) g(0) g(x)
g (́μ)

x x


  . 

Έρνπκε 

2

1
g (́μ) 1 g (́x) g (́μ) g (́0)

1 x
    


. 

Ιζρύεη δηόηη g (́x)  ζην [0,+∞) θαη 0<μ<x (εξώηεκα α). 

Γ3. Έζηω 

h(x) g(x) g( x)   . 

Δίλαη 

2 2

1 1
h (́x) 0

1 x 1 x
  

 
   

άξα  

h(x)=c. 

Γηα x=0 είλαη h(0)=0.  

Δπνκέλωο h(x)=0, γηα θάζε x R . 

 

Γ4. Αθνύ g(x)>0  έχουμε 

 

 

1 1 1
1

0

0 0 0

1 1

2

2

0 0

1
2

0

E g(x)dx x΄ g(x)dx x g(x) x g (́x)dx

x 1
g(1) dx g(1) ln(1 x ) ΄dx

1 x 2

1 1
g(1) ln(1 x ) g(1) ln 2  η.κ.

2 2

       

    


      

  

   
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188.                                          Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1.  Η ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην , ωο παξαγωγίζηκε, άξα ε ζπλάξηεζε  θ  

είλαη ζπλερήο ζην  ωο πξάμεηο ζπλερώλ. 

Δπίζεο είλαη: 

        

 

2 2

2

θ (x) 2xf (x) x 1 f x 2f (x) 2xf (x) 2xf (x) x 1 f (x)

        2f (x) 4xf (x) x 1 f (x)

        0

           

    



. 

Άξα ε ζπλάξηεζε θ είλαη ζηαζεξή ζην , νπόηε  

 θ x c   γηα θάζε x . 

Γ2.  Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  f δηέξρεηαη από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ, 

άξα είλαη  

   f 0 0    1
.  

Δπίζεο ε εθαπηνκέλε ε ηεο 
fC  ζηελ αξρή ηωλ αμόλωλ είλαη θάζεηε ζηελ επζεία 

ε:  x 2y –11 0  , νπόηε  

ε ε ε ε

1
ι ι 1 ι 1 ι 2

2

 
          

 
. 

Αιιά  ει f 0 , άξα    f 0 2    2  . 

Από ην εξώηεκα Γ1 είλαη  θ x c  γηα θάζε x , άξα  

   22xf (x) x 1 f (́x) c    3   , γηα θάζε x  

Η ζρέζε (3) γηα x 0  γίλεηαη  

(2)

f (0) c c 2    , 

νπόηε είλαη 

 θ x 2 , γηα θάζε x . 

Άξα 

     2 2 22xf (x) x 1 f (x) 2 x 1 f (x) x 1 f (x) 2
           

                   2x 1 f x 2


    

Δπνκέλωο από γλωζηό πόξηζκα είλαη: 
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 
2

x 1 0
2

2

2x
x 1 f(x) 2x f(x)

x 1

 

   


 

Γ3. Η εθαπηνκέλε ηεο 
fC  ζηελ αξρή ηωλ αμόλωλ έρεη εμίζωζε: 

   ε :  y f 0 f 0 x  , 

Οπόηε ιόγω ηωλ ζρέζεωλ (1) θαη (2) ε εμίζωζε ηεο δεηνύκελεο εθαπηνκέλεο είλαη 

ε :  y 2x . 

To ε κ β α δ ό λ  ηνπ ρωξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f, ηελ 

εθαπηνκέλε ηεο ζην ζεκείν   O 0,0  θαη ηηο επζείεο x 2  θαη x 3  είλαη : 

3 3
3 3 3 3

2 2 22 2 2 2

2x 2x 2x 2x 2x
E f (x) 2x dx 2x dx dx dx

x 1 x 1 x 1

  
     

       

        

 

 
3x 2,3 33 3

2 2

2 22 2 2

2x 2x
dx 2x dx x ln x 1 5 ln 2

x 1 x 1


               

  . 

189.                                          Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. Δίλαη: 

     
1 ζπλx

f (x) ln εκx εκx  ζθx 0
εκx εκx

        , επεηδή   
π

x 0, 
2

 
 
 

.     

Άξα ε ζπλάξηεζε f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  
π

0, 
2

 
 
 

. 

    
1 εκx

g (x) ln ζπλx ζπλx εθx 0
ζπλx ζπλx

          , επεηδή   
π

x 0, 
2

 
 
 

  

Άξα ε ζπλάξηεζε f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  θζ ί λ ν π ζ α  ζην  
π

0, 
2

 
 
 

. 

Γ2. Έρνπκε: 

                            
1 2 2

f (x) g(x)

0
Ι = e f (x) e g (x)  dx  

    

2 2
1

ln(εκx) ln(ζπλx)

0

ζπλx εκx
e e –  dx 

εκx ζπλx

     
      

     
  
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2 2
1

0

ζπλx εκx
εκx ζπλx –  dx 

εκx ζπλx

     
      

     
  

 
1 1 12 2

00 0
= (ζπλ x εκ x)dx 1dx x 1     . 

Γ3. Δίλαη: 

f (β) f (α) ln(εκβ) ln(εκα)e – e β – α e – e β – α εκβ – εκα β – α     . 

Άξα αξθεί λα δείμνπκε όηη   

 εκβ – εκα β – α    1 , γηα θάζε 
π

α, β 0, 
2

 
 
 

. 

 Γηα α β  ε  (1) ηζρύεη ωο ηζόηεηα. 

 Γηα α β  ζεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε   h x εκx , κε  x α,β , ε νπνία είλαη: 

 ζπλερήο ζην  α,β  ωο ηξηγωλνκεηξηθή 

 παξαγωγίζηκε ζην  α,β  κε  h x ζπλx   

Δπνκέλωο ζύκθωλα κε ην  Θ.Μ.Τ ππάξρεη  μ (α, β)   ηέηνην ώζηε 

   h β h α εκβ – εκα
h (μ) =  =

β α β – α





 

Οπόηε είλαη 

εκβ – εκα h (́μ)(β – α) h (́μ) β α ζπλμ β α β – α        , 

επεηδή 0 ζπλμ 1  . 

 

190.                                           Θ Ε Μ Α  Γ                      

Γ1. Γλωξίδνπκε από εθαξκνγή ζρνιηθνύ βηβιίνπ όηη: 

ln x x 1,  γηα θάζε  x 0.   1  

Αλ ζέζνπκε ζηελ  (1) όπνπ x, ην xe 0 , έρνπκε: 

x x x x
lne e 1  x e 1  e x 1,   x         . 

Τν ίζνλ ηζρύεη κόλν όηαλ xe 1  x 0   . 

Γ2. Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  έρεη ζην ζεκείν    0,f 0   εθαπηνκέλε παξάιιειε 

ζηελ επζεία  ε: 2x – y 7 0  , 

άξα 
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ε ε ει ι ι 2    

θαη επεηδή  ει f 0  είλαη  

   f 0 2  2  . 

Αιιά  –x xf (x) α e xe    , νπόηε  

 –0 0f (0) α e 0 e   f (0) α 1  3        . 

Από ηηο ζρέζεηο (2) θαη (3) πξνθύπηεη όηη  

α 1 2  α 1     

Γ3. i. Γηα α 1  είλαη  –xf (x) x xe  . 

Η f  έρεη πεδίν νξηζκνύ Α   θαη είλαη ζπλερήο. 

Έρνπκε 

 
x (Γ1)

x x x

x x x

1 x e – x 1
f (x) x xe 1 e xe 1 0

e e e

              . 

Άξα γηα θάζε x 0  είλαη f (x) 0  , επνκέλωο ε  f  γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην . 

Γηα λα δείμνπκε όηη ε επζεία  y x   είλαη αζύκπηωηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  

ζην  + , αξθεί λα δείμνπκε όηη  

  
x
lim f x x 0


  , δειαδή  x

x
lim x xe x 0


     ή   x

x
lim xe 0


  

Πξάγκαηη είλαη: 

 x

x xx x DLH x

x 1
lim xe lim   lim 0

e e






  
   . 

Δπνκέλωο ε επζεία y x   είλαη α ζ ύ κ π η ση ε  ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην  

+  

ii. Τν δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη  

   
x 0ι ι ι ι

x x x

0 0 0 0
E ι f x xdx x xe xdx xe dx xe dx


             

Δθαξκόδνληαο νινθιήξσζε θαηά παξάγνληεο έρνπκε: 

   

 

ι ιι
– x – x – x

00 0

ι ι
– x x –ι –ι

0 0

Δ ι x –e dx –xe e dx

         = –xe e –ιe – e   1 η.κ

     

         

 
 

iii. Έρνπκε  
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 ι ι

ι ιι ι ι

ι 1
lim Δ(ι) lim ιe e 1 lim 1

e e

 

  

 
        

    

Αιιά 

ι ιι DLH ι

ι 1
lim   lim 0

e e





 
 

   θαη  
ιι

1
lim 0

e


. 

Άξα   

ι
lim (ι) 1


 
 

 

191.                                          Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. Η ζπλάξηεζε  

ln(x – ι)
f (x) ,   ι

x – ι
   

έρεη πεδίν νξηζκνύ  Α ι,  θαη είλαη ζπλερήο ζην Α.  

Έρνπκε: 

 

   
2 2

1
x – ι ln(x – ι)

ln(x – ι) 1 ln(x – ι)x – ι
f (x) ,   x ι

x – ι x – ι x – ι

  
     

  . 

      f x 0 1 ln x ι 0 ln x ι 1 x ι e x ι e                

      f x 0 1 ln x ι 0 ln x ι 1 x ι e x ι e                

      f x 0 1 ln x ι 0 ln x ι 1 x ι e x ι e                

 

 

 

 

 

Άξα ε ζπλάξηεζε f : 

 Δίλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  ι,ι e  θαη γ λ ε ζ ί σο  θ ζ ί λ ν π ζ α  ζην  

 ι e,    

 παξνπζηάδεη κ έ γ η ζ ην , ην  
1

f ι e  
e

   

8+x

0+
_

f(x)

f (x)΄

ι ι+e

f( e)=1/eι+
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Γ2. Έρνπκε 

 
2 1 ln(x – ι)

g (x) ln(x – ι) 2ln(x – ι) 2 2f (x),   x ι
x ι x ι

       
     

Γ3. Τν δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη: 

   
ι 4

ι 1
Δ Ω f x dx




    

Αιιά είλαη  f (x) 0   γηα θάζε   x ι 1,  ι 4   . 

Άξα 

     
   

    

ι 4
(Γ2)ι 4 ι 4 ι 4

ι 1 ι 1 ι 1
ι 1

ι 4
2 2 2 2 2 2

ι 1

g x g x
Δ Ω f x  dx f x  dx  dx

2 2

1 1 1
        ln x ι ln 4 ln 1 ln 2 2ln 2   η.κ.

2 2 2


  

  






  
     

 

      
 

  
 

Γ4. Έρνπκε 

 
ι κι κ 2 2

ι 1 ι 1

1
f (x)dx 2   ln(x – ι) 2 ln κ 4

2



 

     
   

Άξα 

lnκ 2   ή   lnκ 2     

θαη επεηδή κ 1  είλαη lnκ 0 , νπόηε 

2
lnκ 2 κ e   . 

 

192.                                          Θ Ε Μ Α  Γ 
 

Γ1. Αξρηθά ζα βξνύκε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο  g. 

Έρνπκε: 

2

g (x) 1 xg (x) g(x) g(x)
xg (x) g(x) 0 0 0

g(x) x x x

    
        

 
      

Άξα 

 
g(x)

c g(x) cx   1
x

   . 

Η ζρέζε (1) γηα x 1  γίλεηαη  

g(1) 1

g(1) c  c 1


  
 

Άξα 
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g(x) x  ,  x 0,    . 

Δίλαη 

1 2 1 2g(x ) g(x ) x x      

άξα ε  g  α λ η η ζ η ξ έ θ ε ηα η . 

Γ2. Δίλαη 

 
g(x) x

(g g)(x) g(g(x)) g(x) x,   x 0,  


    
 θαη  

 
 –1g (x) x,   x 0,  

 

νπόηε: 
–1g (x) x g(x) x

–1 –1(g g) g (x) g(g(g (x))) g(g(x)) g(x) x
 

     

Δπνκέλωο είλαη: 

2 2
–1 2 2

1
1 1

2 (g g) g (x)dx 2 xdx [x ] 3        

Δπεηδή δε είλαη g(3) 3 , είλαη  

2
–1

1
2 (g g) g (x)dx g(3) . 

Γ3. Δίλαη g(x) x  ,  x 0,  , νπόηε έρνπκε: 

 4 4g α α   θαη    2 2g α α  

νπόηε ε  f  γξάθεηαη: 

4

2 2

α
f (x)  ,  α 0,   x

x 3α
  


. 

Η ζπλάξηεζε  f  έρεη πεδίν νξηζκνύ ην  θαη είλαη ζπλερήο ωο ξεηή, νπόηε είλαη: 

4 4 4 2 2

2 2 2 2 2 2 2 3

α –2α x 6α (x – α )
f (x)       θαη      f (x) = 

x 3α (x 3α ) (x + 3α )

 
   

  
 

 
4 2 2

2 2 2 2

2 2 3

6α (x – α )
f (x) 0 0 x – α 0 x α x –α   ή   x α

(x 3α )
          


 

 
4 2 2

2 2

2 2 3

6α (x – α )
f (x) 0 0 x – α 0 – α x α

(x 3α )
        


 

 
4 2 2

2 2 2 2

2 2 3

6α (x – α )
f (x) 0 0 x – α 0 x α x –α   ή   x α

(x 3α )
          


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Άξα ηα ζ ε κ ε ί α  θ α κ π ή ο  είλαη ηα: 

   
2 2α α

–α,f (–α) –α,      θαη    α,f (α) α,
4 4

   
    
   

 

Έρνπκε ινηπόλ  

2x
y

4
 , κε   x 0    ή   x 0 . 

Άξα ν δεηνύκελνο γ ε σκ ε η ξ η θ ό ο  η ό π ν ο  είλαη ε πα ξ α βν ι ή  κε εμίζωζε   

2
x

y
4

 ,  εθηόο από ην ζεκείν ηεο   O 0,0 . 

Γ4. Οη εθαπηόκελεο ζηα ζεκεία  
2 2α α

–α,   θαη  α, 
4 4

   
   
   

 έρνπλ ζπληειεζηέο δηεύζπλ-

ζεο    f –α   θαη   f α    κε   

5

4

2α 1 1
f (́–α)  α        θαη      f (́α) –  α .

16α 8 8
    

Γηα λα είλαη νη εθαπηόκελεο απηέο παξάαιειεο πξέπεη  

   f –α f α      ή      
1 1

 α = –  α
8 8

     ή   1 = –1 , άηνπν 

Άξα δ ε λ  π πά ξ ρ ε η  η η κ ή  ην π   α   ώζηε νη ε θ α πη ό κ ε λ ε ο  ζηα ζεκεία θακπήο λα 

είλαη π α ξ ά ι ι ε ι ε ο . 

Γ5. Τα θνηλά ζεκεία δίλνληαη από ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο   

4

2 2

y x

α
y

x 3α








 

από ην νπνίν πξνθύπηεη ε εμίζωζε 

4

2 2

α
x

x 3α



     ή    3 2 4x 3α x – α 0.    

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε     3 2 4h x x 3α x – α ,   x 0,α    

8_ 8+x

f(x)

΄f (́x) 0 0+
_

+

Σ.Κ. Σ.Κ.

αα
_
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 Η  h είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα   0,α    ( α 0 ). 

   4h 0 –α 0      θαη      3 4 3h α 4α – α α 4 – α 0    , επεηδή   α 4 , νπόηε  

   h 0 h α 0
 

Δπνκέλωο από Θ .  B o l z a n o  ππάξρεη   0x 0,  α     ηέηνην ώζηε 

0
h(x ) 0 . 

 

193.                                          Θ Ε Μ Α  Γ                                2003 

 

Γ1. H ζπλάξηεζε f νξίδεηαη ζην , είλαη ζπλερήο θαη παξαγωγίζηκε ωο πνιπωλπκηθή.  

Δίλαη 

4 2f (x) 5x 3x 1 0     , γηα θάζε x ,  

άξα ε  f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην . 

Δπίζεο 

 3 2f (x) 20x 6x 2x 10x 3      

To πξόζεκν ηεο f ' , ε κνλνηνλία ηεο f , ην πξόζεκν ηεο f '' , θαζώο θαη ηα θνίια θαη 

ηα θπξηά ηεο f  θαίλνληαη ζηνλ παξαθάηω πίλαθα: 

 

 

 

 

 

Γειαδή ε  ζπλάξηεζε f : 

 είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ζην , άξα είλαη 1 1 , νπόηε έρεη α λ η ί ζ ηξ ν θε  

ζπλάξηεζε. 

 είλαη θ ν ί ι ε  ζην  ,0    θαη θ π ξ η ή  ζην  0, . 

 Παξνπζηάδεη θ α κ πή  ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε 0  ε ηεηαγκέλε ηνπ νπνίνπ 

είλαη  f 0 0 , δειαδή ζ ε κ ε ί ν  θ α κ πή ο  ην  O 0,0 . 
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Γ2. Δίλαη: 

   
f  γλ. αύμνπζα

x xf e   f 1 x ,  x  e 1 x,   x      
, 

 πνπ ηζρύεη όπωο βιέπνπκε παξαθάηω. 

α΄ ηξόπνο 

Θεωξνύκε ζπλάξηεζε   xg x e x 1,   x    . 

Η ζπλάξηεζε  g  είλαη ζπλερήο θαη παξαγωγίζηκε ζην  κε  

  xg x e 1,   x .     

Δίλαη: 

 
xg (x) 0 e 1 x 0          

 
x x 0g (x) 0 e 1 e e x 0         

 
x x 0g (x) 0 e 1 e e x 0         

To πξόζεκν ηεο g' , ε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα ηεο g θαίλνληαη ζηνλ παξαθάηω 

πίλαθα: 

 

 

 

 

Άξα ε g παξνπζηάδεη ειάρηζην ην  g 0 0 ,  νπόηε είλαη: 

   g x g 0 0,   x    

Άξα 

  x x
g x 0 e x 1 0 e x 1, x          

β΄ ηξόπνο 

Γλωξίδνπκε από εθαξκνγή ζρνιηθνύ βηβιίνπ όηη:  

ln x x 1,  γηα θάζε  x 0.   1  

Αλ ζέζνπκε ζηελ  (1) όπνπ x, ην xe 0 , έρνπκε: 

x x x x
lne e 1  x e 1  e x 1,   x         . 
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Τν ίζνλ ηζρύεη κόλν όηαλ xe 1  x 0   . 

Γ3. Η εθαπηνκέλε ηεο  Cf  ζην  O 0,0 έρεη εμίζωζε : 

ε :  y f (0) f (́0)(x 0)    

Αιιά  f 0 0  θαη  f 0 1  , νπόηε ε εμίζωζε ηεο δεηνύκελεο εθαπηνκέλεο είλαη: 

ε :  y x  

πνπ είλαη πξνθαλώο o ά μ ν λ α ο  ζ π κ κ ε ηξ ί α ο  ηωλ γξαθηθώλ παξαζηάζεωλ ηωλ ζπ-

λαξηήζεωλ  1f   θαη  f .  

Γ4. Αξρηθά βξίζθoπκε ηα όξηα νινθιήξωζεο: 

1 1f (x) 0 f (f (x)) f (0)    , δειαδή x f (0) x 0    

H  1f   είλαη  1 1  αθνύ είλαη αληηζηξέςηκε,  άξα δελ έρεη άιιεο ξίδεο, 

νπόηε ην δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη:  

 
3

1

0

E(Ω) f (x)dx 1   

H  1f    δηαηεξεί πξόζεκν ζην  0,3  ωο ζπλερήο  θαη επεηδή  1f 3 1 0    είλαη  

 1f x 0   

Άξα ε ζρέζε  (1)  γίλεηαη 

 
3

1

0

E Ω f (x)dx   

Θέηνπκε   x f u ,  επνκέλωο : 

 γηα  x 0   είλαη f (u) 0 u 0     

 γηα  x 3   είλαη f (u) 3 u 1     

  dx f u du  

Άξα 

     
11 1 1

1

0 0 00

f (f u )f΄(u)du u f΄(u)du uf(u) f (u)du
          
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 
11 6 4 2

5 3

0 0

u u u
f(1) (u u u)du f 1

6 4 2

1 1 1 11 25
3 3  η.κ

6 4 2 12 12

 
        

 

 
       

 


 

 

194                                           Θ Ε Μ Α  Γ                               2004 

Γ1. Η ζπλαξηεζε  g x  είλαη: 

 ζπλερήο ζην 
3

0,
2

 
 
 

  

 παξαγωγίζηκε ζην 
3

0,
2

 
 
 

 κε παξάγωγν         xg x e f x f x     θαη  

  επεηδή  g 0 0   θαη  
3

g 0
2

 
 

 
, είλαη  

3
g 0 g

2

 
  

 
 

Άξα ε g ηθαλνπνηεί όιεο ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζ ε σ ξ ή κ α ην ο  Ro l l e   ζην 
3

0,
2

 
 
 

, 

νπόηε  ππάξρεη 
3

μ 0,
2

 
 
 

 ηέηνην ώζηε:  

 g μ 0   ή     

        μe f μ f μ 0 f μ f μ       

Γ2. Δίλαη: 

   
0

2 x

α
I α 2x 3x e dx   

Δθαξκόδνπκε νινθιήξσζε θαηά παξάγνληεο θαη έρνπκε: 

         
0 0 0

x 2 x α 2 x

α αα
I α e 2x 3x e 4x 3 dx e 2α 3α e 4x 3 dx         

     

    
00

α 2 x x

α α
e 2α 3α e 4x 3 4e dx          

    
   

 

0
α 2 α x

α

α 2 α α α

α 2 α α

α 2

e 2α 3α 3 e 4α 3 4 e

e 2α 3αe 3 e 4α 3 4 1 e

e 2α 7αe 7e 7

e 2α 7α 7 7

          

       

    

    
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Γ3. Δίλαη: 

 
2

α αα α DLH α

2α 7α 7 4α 7
lim I α lim 7 lim 7

e e





   

     
    

   

αDLH α

4
lim 7 0 7 7

e








     . 

195.                                           Θ Ε Μ Α  Γ                               2005 

 

Γ1. Η ζπλάξηεζε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην  κε  

   ιx ιx ιxf (x) e e ιx ιe 0
         (αθνύ ι 0 ) , 

νπόηε ε f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην . 

Γ2. Έζηω  0 0Μ x ,f (x )  ην ζεκείν επαθήο,  νπόηε ε εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ζα εί-

λαη: 

0 0 0ε :  y f (x ) f '(x )(x x )    ή     0 0ιx ιx

0ε :  y e ιe x x   1    

Η εθαπηνκέλε ε  δηέξρεηαη από ην  O 0,0 , άξα νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ 

 O 0,0 επαιεζεύνπλ ηελ εμίζωζή ηεο, νπόηε  γηα  x y 0    ε (1) γίλεηαη: 

0 0ιx ιx

0 0 0

1
e ιe x 1 ιx x

ι
         

νπόηε ε (1) γίλεηαη: 

1
y e ιe x y e ιex e y ιex

ι

 
         

 
 

Δπνκέλωο ε εμίζωζε ηεο δεηνύκελεο εθαπηνκέλεο είλαη  

ε :  y ιex   

θαη ην ζεκείν  επαθήο είλαη ην  
1

M ,e .
ι

 
 
 

 

Γ3. Η f  είλαη δπν  θνξέο παξαγωγίζηκε κε 

ιx 2 ιxf (x) (ιe ) ι e 0   
 

νπόηε 

ε  f  είλαη θπξηή ζε όιν ην . 

Δπνκέλωο ε εθαπηόκελε ηεο ζε θάζε ζεκείν ζα βξίζθεηαη «θάηω» απν ηελ Cf  εθηόο 

ηνπ ζεκείν επαθήο.  
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Γειαδή:  

f (x) ιex ,  

νπόηε ην δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη : 

     
1/ι

2
1/ι 1/ι

ιx ιx

0 0
0

1 x e 2
E ι f x ιex dx e ιex dx e ιe η.κ.

ι 2 2ι

  
       

 
   

Γ4. Δίλαη 

   

 

2
2

ι ι ι ι

e 2
ιι Δ ι ι e 2 e 22ιlim lim lim lim

2 εκι2 εκι 2 εκι 2 2 εκι
2

ι ι

   


  

  
    

 
 

 
Έρνπκε: 

εκι 1 1 εκι 1 2 1 2 εκι 2 1 1 2 εκι 3

ι ι ι ι ι ι ι ι ι ι ι ι ι ι ι
              

 

Δπεηδή 

ι ι

1 3
lim 0 lim

ι ι 
  , 

ζύκθωλα κε ην θ ξ η η ή ξ ην  π α ξ ε κ βν ι ή ο   έρνπκε : 

 
ι

2 εκι
lim 0  1

ι ι

 
  

 
 

Άξα επεηδή είλαη: 

2 εκι 1
0

ι ι ι
  

  

ιόγω ηεο (1) θαη επεηδή είλαη e 2 0   είλαη: 

2

ι

ι (ι)
lim

2 εκι

 
 

  

196.                                         Θ Ε Μ Α  Γ                                 2007 

Γ1. Η  f  είλαη δπό θνξέο παξαγωγίζηκε ζην  ωο πνιπωλπκηθή κε  
2f (x) 3x 3 3(x 1)(x 1) θαη f (x) 6x        

αθνύ ην 
22εκ ζ  είλαη ζηαζεξό. 

To πξόζεκν ηεο f ' , ε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα ηεο f , ην πξόζεκν ηεο f '' , 
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θαζώο θαη ηα θνίια θαη ηα θπξηά ηεο f κε ηα ζεκεία θακπήο θαίλνληαη ζηνλ παξαθά-

ηω πίλαθα: 

 

 

 

 

Παξαηεξνύκε όηη:  

    ην 2 2f ( 1) 2 2εκ ζ 2ζπλ ζ 0      είλαη η ν π η θ ό  κ έ γ η ζ ην  ηεο f  ζην   1 

       ην 
2f (1) 2(1 εκ ζ) 0     είλαη ην π η θ ό  ε ι ά ρ η ζ ην  ηεο f ζην 1 

       ην ζεκείν  20,2εκ ζ  είλαη ζ ε κ ε ί ν  θ α κ πή ο . 

Γ2. Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο κνλόηνλε ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα 

     1 2 3Ι , 1 ,    Ι 1,1 ,    Ι 1,      
 

 θαη  ηζρύεη 

3 3

x x x x
lim f (x) lim x , lim f (x) lim x
   

       

ζα είλαη :

  

 

 

2

1
x

2 2

2

2 2

3
x

f (I ) lim f (x),f ( 1) ,2ζπλ ζ

f (I ) f (1),f ( 1) 2(1 εκ ζ),2ζπλ ζ

f (I ) 2(1 εκ ζ), lim f (x) 2(1 εκ ζ),





     

      

       

 

Παξαηεξνύκε όηη 
1 2 30 f (I ),   0 f (I )   θαη  0 f (I )   , ε ζπλάξηεζε είλαη 1-1 ζε θαζέ-

λα από απηά ηα δηαζηήκαηα, ωο γ λ ή ζ η α  κ ν λ ό ην λ ε  ζε απηά, 

νπόηε ζπκπεξαίλνπκε όηη έρεη ηξ ε η ο  α θ ξ η β ώο  ξ ί δ ε ο . 

Γ3. Παξαηεξνύκε όηη νη ζπληεηαγκέλεο ηωλ ζεκείωλ  

     2 2 2A 1, 2ζπλ ζ ,    B 1, 2(1 εκ ζ) ,   Γ 0, 2εκ ζ     

πνπ έρνπκε βξεη ζην  εξώηεκα Γ1  επαιεζεύνπλ ηελ εμίζωζε ηεο επζείαο : 

2ε : y 2x 2εκ ζ     

Άξα ηα ζεκεία A, B  θαη  Γ  βξίζθνληαη ζηελ επζεία (ε). 
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Γ4. Οη ηεηκεκέλεο ηωλ ζεκείωλ ηνκήο ηεο 
fC  θαη ηεο επζείαο (ε) είλαη νη ξίδεο ηεο ε-

μίζωζεο 2f (x) 2x 2εκ ζ   , δειαδή είλαη: 

3 2 2 3x 3x 2εκ ζ 2x 2εκ ζ x x 0 x(x 1)(x 1) 0             

Άξα νη ηεηκεκέλεο ηωλ ζεκείωλ ηνκήο είλαη   1,  0  θαη 1.  

Τν πξόζεκν ηεο δηαθνξάο 

3f (x) y x x x(x 1)(x 1)        

θαίλεηαη ζηνλ παξαθάηω πίλαθα: 

 

 

 

Αλ Δ(Ω) ην δεηνύκελν εκβαδό . έρνπκε:  

1 1 0 1
3 3 3

1 1 1 0

0 0 1 1
4 2 4 2

0 1
3 3

1 0
1 1 0 0

E(Ω) f (x) ydx x x dx x x dx x x dx

x x x x 1
(x x)dx (x x)dx η.κ

4 2 4 2 2

  


 

       

       
               

       

   

 
 

 

197.                                          Θ Ε Μ Α  Γ                                2010 

Γ1.  H ζπλάξηεζε  f  έρεη πεδίν νξηζκνύ ην , είλαη ζπλερήο ωο πξάμεηο ζπλερώλ θαη 

παξαγωγίζηκε κε παξάγωγν: 
2

2 2

2x 2x 2 2x
f (x) 2 0,   x

x 1 x 1

 
     

 
, 

επεηδή  ην ηξηώλπκν 
22x 2x 2   έρεη αξλεηηθή δηαθξίλνπζα, νπόηε 

22x 2x 2 0   . 

Άξα είλαη f (x) 0  , γηα θάζε x , επνκέλωο ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα 

ζην . 

Γ2. Η δνζκέλε εμίζωζε γξάθεηαη  ηζνδύλακα:  

2 2 4

2 4 2

2

2x 2(3x 2) ln (3x 2) 1 ln(x 1)

2x ln(x 1) 2(3x 2) ln (3x 2) 1

f (x ) f (3x 2)

        

         

  

 

Αιιά ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα, νπόηε είλαη 1 1 , άξα 

2 2 2f (x ) f (3x 2) x 3x 2 x 3x 2 0 x 1    ή    x 2             

Δπνκέλωο νη ιύζεηο  ηεο εμίζωζεο  
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 
 

2

2

4

3x 2 1
2 x 3x 2 ln

x 1

  
    

    

 είλαη x 1    ή    x 2  . 

Γ3. Δίλαη: 

   

2 2 2

2 22
2 2

2x 2(x +1) 4x 2(1 x )
f (x) = 2 + = 0 + =

x +1 x +1 x +1

   
  

 
 

Δπνκέλωο είλαη: 

 2f (x) 0 1 x 0 x ( 1,1)          

  2f (x) 0 1 x 0 x ( , 1) 1,             

 2f (x) 0 1 x 0 x 1   ή   x 1         

Τν πξόζεκν ηεο  f  θαίλεηαη ζηνλ παξαθάηω πίλαθα: 

 

 

 

 

 

 

 

Δπνκέλωο ε ζπλάξηεζε  f είλαη: 

 θ π ξ ηή  ζην 1,1  θαη 

 θ ν ί ι ε  ζηα δηαζηήκαηα ( , 1]   θαη  1,   

 έρεη ζ ε κ ε ί α  θ α κ πή ο  ηα ζεκεία  A( 1,f ( 1))   θαη B(1,f (1)) ,  δειαδή ηα 

 A 1, 2 ln2    θαη   B 1, 2 ln2 . 

Η εθαπηνκέλε ηεο 
fC  ζην ζεκείν Α έρεη εμίζωζε : 

1ε : y f( 1) = f ( 1)(x +1) y + 2 ln2 = x +1 y = x 1+ ln2.        

Η εθαπηνκέλε ηεο 
fC   ζην ζεκείν Β έρεη εμίζωζε : 

 
2ε : y f(1) = f (1)(x 1) y 2 ln2 = 3(x 1) y = 3x 1+ ln2.         

Οη επζείεο 
1 2ε ,  ε ηέκλνπλ ηνλ άμνλα y΄y ζην ζεκείν   Γ 0, 1 ln 2  , ην νπνίν  είλαη 

θαη ην ζεκείν ηνκήο ηνπο. 

Γ4. Δίλαη: 
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 
1 1

2 2

1 1

I xf (x)dx 2x x ln(x 1) dx
 

      

                                     
1 1

2 2

1 1

2x dx x ln(x 1)dx
 

      

Σην δεύηεξν νινθιήξωκα ζέηνπκε:  

2x 1 u  , νπόηε 

 
1

du 2xdx xdx du
2

    

 γηα x 1   είλαη u 2  

 γηα x 1  είλαη u 2  

Άξα   

1 23

21

2x 1 4 4
I lnudu 0

3 2 3 3


 
     
 

  

198.                                          Θ Ε Μ Α  Γ                                2012 

Γ1. Η ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο θαη παξαγωγίζηκε γηα θάζε x 0 , ωο πξάμεηο παξα-

γωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ κε παξάγωγν:  

 
x 1 1

f x ln x ln x 1
x x


       

H   f   έρεη πξνθαλή ξίδα ηελ x 1 .  

Δίλαη  

 
x 0

2

1 1 1
f x ln x 1 0

x x x

 
       

  ,  

άξα ε  f   είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0, , νπόηε είλαη 1 1 . 

Άξα ε ξίδα x 1  είλαη κνλαδηθή. 

To πξόζεκν ηεο f ' , ε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα ηεο f θαίλνληαη ζηνλ παξαθάηω πί-

λαθα: 
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Αλ 0 x 1  , ηόηε ln x 0 xln x 0  θαη x 1 0,   επνκέλωο xln x x 1 0     θαη  

έηζη  f x 0   γηα 0 x 1  . 

Άξα ε  f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  1Γ 0,1 , νπόηε : 

          1
x 0

f Γ f 0,1 f 1 , lim f x 1,


    


, 

δηόηη 

   
x 0 x 0
lim f x lim x 1 ln x 1

  
         

Αλ x 1 , ηόηε ln x 0  xln x 0  θαη x 1 0,    

επνκέλωο  

xln x x 1 0     θαη  έηζη  f x 0   γηα x 1 . 

Άξα ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  2Γ 1, ,  νπόηε : 

          2
x

f Γ f 1, f 1 , lim f x 1,


     


, 

δηόηη 

   
x x
lim f x lim x 1 ln x 1
 

         

Δπνκέλωο ην ζ ύ λ ν ι ν  η η κ ώλ  ηεο  f  είλαη ην  

 1,   

Γ2. Η εμίζωζε x 1 2013x e  γξάθεηαη ηζνδύλακα :  

     x 1 2013x e x 1 ln x 2013 x 1 ln x 1 2012 f x 2012            

Αιιά 

      1f Γ f 0,1 1,    , 

Η ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην    0,1 0,   θαη   2012 1,   ,  

άξα ζύκθωλα κε ην ζ ε ώξ ε κ α  ε λ δ η ά κ ε ζ σλ  η η κ ώλ  

ππάξρεη  1x 0,1 ηέηνην ώζηε 

 1f x 2012.  

Δπεηδή δε ε  f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  θ ζ ί λ ν π ζ α  ζην  0,1 , ην 
1x  είλαη ε κ ν λ α δ η θ ή  

ι ύ ζ ε  ηεο εμίζωζεο 

 f x 2012  ζην  0,1 . 

Οκνίωο  

      2f Γ f 1, 1,     , 

Η ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην    1, 0,    θαη   2012 1,   ,  
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άξα ζύκθωλα κε ην ζ ε ώξ ε κ α  ε λ δ η ά κ ε ζ σλ  η η κ ώλ  

ππάξρεη  2x 1,    ηέηνην ώζηε 

 2f x 2012.  

Δπεηδή δε ε  f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  1, , ην 
2x  είλαη ε κ ν λ α δ η θ ή  

ι ύ ζ ε  ηεο εμίζωζεο   

 f x 2012  ζην  1, . 

Άξα ηειηθά ε αξρηθή εμίζωζε έρεη αθξηβώο δ ύ ν  ζ ε η η θ έ ο  ξ ί δ ε ο  
1x  θαη 

2x . 

Γ3. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε   

     x x

1 2H x f x e 2012e , x x ,x   , ε νπνία είλαη: 

 ζπλερήο ζην  1 2x ,x  ωο πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ 

 παξαγωγίζηκε ζην  1 2x ,x  ωο πξάμεηο παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ κε πα-

ξάγωγν        x x xH x f x e f x e 2012e .     

    1 2H x H x 0  , δηόηη από Γ2 είλαη     1 2f x f x 2012  . 

Άξα ηζρύνπλ νη πξνππνζέζεηο ηνπ ζ ε σξ ή κ α ην ο  Ro l l e  γηα ηελ ζπλάξηεζε  Η ζην 

 1 2x ,x , νπόηε ππάξρεη  

 0 1 2x x ,x  ηέηνην ώζηε : 

     
x0

0 0 0

e 0
x x x

0 0 0H x 0 f x e f x e 2012e 0


      
 

   0 0
f x f x 2012   .

 

Γ4. Από ην εξώηεκα Γ1 έρνπκε όηη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο  f  είλαη ην  1,  ,άξα γηα 

θάζε x 0  ηζρύεη   

     f x 1 f x 1 0 g x 0        

Δπίζεο ε κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζωζεο  f x 1   , άξα θαη ηεο εμίζωζεο   g x 0  

είλαη ε x 1 . 

Δπνκέλωο ην δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη : 

              

   
 

2
e e e

1 1 1

x 1
E g x dx x 1 ln xdx ln xdx

2

 
    
 
 

  
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     
e

2 2 2 2
e e

1 1

1

x 1 x 1 e 11 1 x 2x 1
  ln x dx dx

2 2 x 2 2 x

     
    
  

 
 

   
e2 2 2

e

1
1

e 1 e 11 1 1 x
  x 2 dx 2x ln x

2 2 x 2 2 2

    
         

   


 
2 2 2e 2e 1 1 e 1 e 3

  2e 1 2 η.κ.
2 2 2 2 4

   
       

   

199.                                          Θ Ε Μ Α  Γ                                2013 

Γ1. Έρνπκε   

     

       
2 2

f (x) x f (x) 1 x f (x) x f (x) x x

2 f (x) x f (x) x 2x f (x) x x

       

        


 
2 2f (x) x x c   

 

Γηα x 0  πξνθύπηεη c 1 ,  

άξα 

 
2 2f (x) x x 1,   γηα θάζε x . 

Θέηνπκε 

h(x) f (x) x 
 

νπόηε είλαη 

2 2h (x) x 1 
, 

άξα  

h(x) 0 , γηα θάζε x , αθνύ 
2x 1 0 , 

 γηα θάζε x . 

Δπνκέλωο ε ζπλάξηεζε h  δελ κεδελίδεηαη θαη επεηδή είλαη ζπλερήο, ζύκθωλα κε 

ζρόιην ηνπ ζ ε σξ ή κ α η ν ο  B o l za n o   δηαηεξεί πξόζεκν γηα θάζε x .  

Δπεηδή όκωο είλαη   

h(0) 1 0 
, ζα είλαη 

h(x) 0 ,
 γηα θάζε x . 

Άξα 

2h(x) x 1  , γηα θάζε x ,  

επνκέλωο 
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2 2
f (x) x x 1 f(x) x 1 x       , x . 

Γ2. Δίλαη 

2 2 2 2x 1 x 0 x 1 x x x 1 x 0            

Άξα 

 f x 0,   γηα θάζε  x   

Η ζπλάξηεζε f  νξίδεηαη ζε όιν ην  θαη είλαη παξαγωγίζηκε κε   

 
2

2

2 2 2

2x x x 1 f (x)
f (x) x 1 x 1 0

2 x 1 x 1 x 1

  
         

  
 

Δπνκέλωο 

ε  f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην , άξα  1-1. 

Σπλεπώο 

   
f (0) 1 f  1 1

f g(x) 1 f g(x) f (0) g(x) 0
 

     . 

Η ζπλάξηεζε  
2

3 3x
g(x) x 1

2
    είλαη παξαγωγίζηκε ζην   ωο πνιπωλπκηθή  κε :  

2g (x) 3x 3x 3x(x 1)     . 

To πξόζεκν ηεο g' , ε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα ηεο g θαίλνληαη ζηνλ επόκελν πίλα-

θα:  

 

 

 

 

Σηε ζπλέρεηα βξίζθνπκε ηα επί κέξνπο ζύλνια ηηκώλ: (ε g είλαη ζπλερήο ζε θάζε 

έλα από απηά). 

●       
x

1
g , 1 lim g(x) , g 1 ,

2

          
. 

Τν κεδέλ δελ αλήθεη ζε απηό ην δηάζηεκα, άξα ε g  δελ έρεη ξίδα ζε απηό. 

●       
1

g 1, 0 g(0) , g( 1) 1,
2

 
      

 
, 

νπόηε νύηε ζε απηό ην δηάζηεκα έρεη ε g  ξίδα. 
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●        
x

g 0 , g(0) , lim g(x) 1,


    


 

Δδώ ην κ ε δ έ λ  α λ ή θ ε η  ζ ην  ζ ύ λ ν ι ν  η η κ ώλ , άξα ε g  έρεη κ ί α  η ν π ι ά ρ η -

ζ ην λ  ξ ί δ α  θαη επεηδή είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζε απηό ην δηάζηεκα ε ξίδα απηή 

είλαη κ ν λ α δ η θ ή . 

Άξα  ε εμίζωζε 

    g x 0 f g x 1    

έρεη κ η α  ι ύ ζ ε  θαη κάιηζηα ζην δηάζηεκα  0, . 

Γ3. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 

0

π
x

4

π
p(x) f (t)dt f x  εθx

4

 
   

 
 . 

 Δπεηδή ε ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο, ε ζπλάξηεζε 
0

π
x

4

F(x) f (t)dt


  είλαη 

παξαγωγίζηκε, άξα ζπλερήο.  

Σπλεπώο θαη ε ζπλάξηεζε p  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  
π

0 ,
4

 
 
 

. 

  
0

π

4

p 0 f (t)dt 0


  , δηόηη είλαη  f (x) 0  γηα θάζε x  

π π
p f (0)εθ 1 0

4 4

 
     

 
, 

άξα  

 
π

p 0 p 0
4

 
  
 

 

Άξα ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο ηνπ ζ ε σξ ή κ α ην ο  B o l za n o ,  

ζπλεπώο ππάξρεη 0

π
x 0 ,

4

 
 
 

, ηέηνην, ώζηε 

0

0

π0 0 0
x

4

π
p(x ) 0 f(t)dt f x εθx

4

 
    

 


 

 

 

200.                                          Θ Ε Μ Α  Γ                                2014 
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Γ1. Η ζπλάξηεζε  h  είλαη ζπλερήο θαη παξαγωγίζηκε ζην  , κε :  
x x

x

x x x

1 e 1 e 1
h (x) 1 e

e 1 e 1 e 1

 
     

  
 

Πξνθαλώο  h (x) 0  ,  

άξα ε   h x   είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην    θαη 

x
x

x 2 x 2

1 e
h (x) e 0

(e 1) (e 1)


     

 
,   

άξα ε  h  είλαη θ ν ί ι ε  ζην R. 

Αιιά 

h (x) 0  , 

άξα ε  h (x)  είλαη γ λ ε ζ ί σο  θζ ί λ ν π ζ α . 

Γ2. Δίλαη 

                       

h(2h (x)) h(2h (x))e e
e lne ln

e 1 e 1

 
   

 
 

h  γλ. αύμνπζαe
h(2h (x)) ln h(2h (x)) h(1)

e 1
     


 

h΄ γλ. θζίλνπζα1
2h (x) 1 h (x) h (x) h (0)

2
          x 0 . 

Γ3. α. Δίλαη 

  
x

x x

xx x x

e
lim h(x) lim lne ln e 1 lim ln

e 1  
    


 

u 1
lim ln u ln1 0


   

όπνπ 

 
x

x

e
u x

e 1



    θαη      

x

xx x x

x

e 1
lim u x lim lim 1

1e 1
1

e

  
  




. 

Άξα ε επζεία  y 0 , δειαδή ν άμνλαο  x΄x  είλαη ε ν ξ η δ ό λ η η α  α ζ ύ κ π η ση ε  ηεο 

fC  ζην .  

β. Δίλαη: 

 
 

 
x

x

x x x

ln e 1h(x) 1
lim lim 1 lim 1 ln e 1 1

x x x  

   
           

     

        
xe 1 y

x

x x y 1
lim h x x lim ln e 1 lim ln y 0

 

  
         
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Άξα ε επζεία y x  είλαη ε π ι ά γ η α  α ζ ύ κ πη ση ε  ηεο 
fC  ζην .  

Γ4. Δίλαη 

       x x xθ x e h x ln 2 e x ln e 1 ln 2       x

x

2
e x ln

e 1

 
 

 
, x . 

 Σεκείν ηνκήο ηεο θC  κε ηνλ άμνλα  x΄x : 

Δίλαη 

         
h 1 1

θ x 0 h x ln 2 0 h x ln 2 h x h 0 x 0


           , 

άξα  ε θC  ηέκλεη ηνλ άμνλα  x΄x  ζην ζεκείν  0,0 . 

 Πξόζεκν ηεο  θ(x)  ζην  [0, 1]: 

H  θ x  είλαη ζπλερήο ζην  0,1  θαη είλαη: 

       
h  γλ. αύμνπζα

θ x 0 h x ln 2 h x h 0 x 0        . 

 Τν δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη: 

  
1

x x x x
1 1

x x x

x x x x 20 0
0

2e 2e e 1 2e
E Ω e ln dx e ln e dx

e 1 e 1 2e (e 1)

  
       

   
   

 

1
x x 0

1 1
x 0 x

x x 0 00
0

2e e 2e 2 e
e ln dx e ln e ln ln(e 1)

e 1 e 1 e 1 e 1

2e 2 2e
e ln ln ln(e 1) ln 2 e ln ln(e 1) ln 2

e 1 2 e 1

2e 2 2
e ln ln e 1 ln e  η.κ

e 1 e 1 e 1

   
                   

           
 

     
  



 

 

2 0 1 .                        Θ Ε Μ Α  Γ  –              Ε Π Α Ν .  2 0 0 3  

Γ1. Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο f  είλαη A  , επεηδή 2x 1 0   γηα θάζε 

x . Άξα είλαη: 

 
   2 2

2 2
2

2 2x x x x

2x x x
2

2 2

x 1 x x 1 x x 1 x
lim f (x) lim x 1 x lim lim

x 1 x x 1 x

1 1 1
              lim lim lim

1 1x 1 x
x 1 x x 1 x

x x

   

  

      
    

   

   
     

      
   
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x

2

1
               = lim 0

1
x 1 1

x




  
      

 

Γ2. Δίλαη: 

 

22

2x x x x

1
x 1 1

xf (x) x 1 x 1
lim lim lim lim 1 1 2

x x x x   

 
   

    
         

 
 

       2

x x x
lim f (x) 2x lim f (x) 2x lim x 1 x
  

        

                            
   2 2

2x

x 1 x x 1 x
lim

x 1 x

    


 
 

                            
2 2

2 2x x

x 1 x 1
lim lim

x 1 x x 1 x 

 
  

   
 

                            
x x

2 2

1 1
= lim lim 0

1 1
x 1 x x 1 1

x x

 
 

 
      

 

 

Άξα ε  δεηνύκελε α ζ ύ κ πη ση ε  είλαη ε επζεία y 2x  . 

Γ3. Δίλαη 

   2
2

2 2 2

f x2 x x x 1
f (x) x 1 x 1

2 x 1 x 1 x 1

  
       

  
,  

Άξα  

 
 
2

f x
f x

x 1


 

 , 

νπόηε  

   2
f ΄ x x 1 f x 0     

Γ4. Από εξώηεκα Γ3 είλαη      2 f ΄ x x 1 f x 0  1    . 

Θα δείμνπκε όηη  f x 0 , γηα θάζε x . 

Έζηω όηη ππάξρεη 
0x   ηέηνην ώζηε  0f x 0  

Τόηε 
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2 2 2 2

0 0 0 0 0 0x 1 x 0 x 1 x x 1 x 1 0          
, άηνπν. 

Άξα 

 f x 0
, γηα θάζε x . 

Η ζρέζε (1) γίλεηαη:  

 

 

 

 
 2

2

f ΄ x f ΄ x 1
 x 1 1 0   2

f x f x x 1
      

  

Δπνκέλωο είλαη: 

   
1 1(2) 11

02
0 0

1 f (x)
dx dx ln f (x) ln 2 1 ln 2 1

f (x)x 1


         


   

                              

  
 

1 2 1 2 1
ln ln ln ln 2 1

2 12 1 2 1 2 1

 
    

  
 

 

2 0 2                         Θ Ε Μ Α  Γ  –             Ε Π Α Ν .  2 0 1 1  

Γ1. Δίλαη  

x (t) 16 x(t) 16t c     .  

Δπεηδή x(0) 0 , πξνθύπηεη όηη c 0 , άξα x(t) 16t , t 0  . 

Γ2. Ο παξαηεξεηήο έρεη νπηηθή επαθή κε ην θηλεηό, κέρξη ην ζεκείν 
0 0Α(x ,f (x )) , 

όπνπ Α είλαη ην ζεκείν επαθήο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο 
fC , ε νπνία άγεηαη από ην ζε-

κείν Π(0,1). 

Η εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην Α είλαη :  

0 0 0 0 0 0 0

0

1
y f (x ) f (x )(x x ) 1 x (0 x ) x 2 x 4

2 x
            

Άξα Α(4,2). Θέινπκε 
1

x(t) 4 16t 4 t min
4

      

Σεκείωζε: Ο παξαηεξεηήο έρεη νπηηθή επαθή «κέρξη» θαη ην ζεκείν Ο, γηαηί ππάξρεη 

θαη θαηαθόξπθε εθαπηνκέλε. 

Γ3. Η εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο είλαη  
1

y x 1
4

  , 

άξα ην δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη 

 
44 4

2

00 0

1 1 2 2
( ) y f(x) dx x 1 x dx x x x x

4 8 3 3

   
             

   
  . 
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Γ4. Η απόζηαζε ηνπ παξαηεξεηή από ην θηλεηό είλαη:  

 
2

2d(x) x x 1   , νπόηε  
2

2 2d (x) x x 1   . 

Γηα λα γίλεη ειάρηζηε ε απόζηαζε d , αξθεί λα ειαρηζηνπνηεζεί ε ζπλάξηεζε   

 
2

2 2h(x) d (x) x x 1    . 

Γηα λα απνδείμνπκε όηη ππάξρεη ρξνληθή ζηηγκή  
0

1
t 0,

4

 
 
 

 θαηά ηελ νπνία ε  

απόζηαζε  d ΠΜ  ηνπ παξαηεξεηή από ην θηλεηό γίλεηαη ειάρηζηε, αξθεί λα  

δείμνπκε όηη ππάξρεη   0x 0 , 4  πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ ζπλάξηεζε h.  

Δπνκέλωο αλαδεηνύκε ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζεο  h  ζην δηάζηεκα   0 , 4 . 

Δίλαη 

 
1 2x x x 1

h (x) 2x 2 x 1
2 x x

 
       . 

Θεωξνύκε ζπλάξηεζε   f x 2x x x 1   ,  x 0,4 . 

 Η ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην  x 0,4  ωο πξάμεηο ζπλερώλ 

      f 0 f 4 1 17 17 0        

Άξα από ζ ε ώξ ε κ α  B o l z a n o  ππάξρεη  0x 0 , 4  ηέηνην ώζηε  0f x 0 .  

Αιιά 
1

f (x) 3 x 0
2 x

    ,  επνκέλωο ε  f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα, άξα ε ξίδα 
0x  

είλαη κνλαδηθή. 

 

 

 

 

 

 Γηα        
f

0 00 x x f x f x f x 0 h x 0          

 Γηα        
f

0 0 0x x 4 f x f x f x 0 h x 0         

 

 

 

 

 

x

0+

f(x)

f (x)΄ +

0 x
0 4

x

0 +
_

h(x)

h (x)΄

x0 40

h(x )0

min
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Από ηνλ παξαπάλω πίλαθα πξνθύπηεη όηη ε ζπλάξηεζε h παξνπζηάδεη ν ι η θ ό  ε ι ά -

ρ η ζ ην  ην  0h x
 

 

2 0 3 .                        Θ Ε Μ Α  Γ               – Ε Π Α Ν .  2 0 1 4  

Γ1. Γηα x 0 , ζε κηα πεξηνρή θνληά ζην 0,  είλαη: 

 
ln x

x

x 0 x 0
lim f (x) lim e   1

  
 . 

Θέηνπκε 
ln x

u
x

  κε 
x 0 x 0

ln x 1
lim lim ln x

x x  

 
    

 
 

Δπνκέλωο ε (1) γίλεηαη: 
ln x

ux

x 0 x 0 x 0
lim f (x) lim e lim e 0

    
    

Αιιά  f 0 0  είλαη: 

 
x 0
lim f (x) f 0




 

 Άξα ε ζπλάξηεζε f  είλαη ζ π λ ε ρ ή ο  ζην 0. 

Γ2. Η ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο ζην  0,  θαη παξαγσγίζηκε ζην  0,  κε πα-

ξάγωγν  

ln x ln x

x x
2

ln x ln x 1 ln x
f (x) e e f (x) f (x)

x x x

      
           

    
. 

Δίλαη: 

 f (x) 0 1 ln x 0 ln x 1 x e          

 f (x) 0 1 ln x 0 ln x 1 x e          

 f (x) 0 1 ln x 0 ln x 1 x e          

 

 

 

 

 

Από ηνλ παξαπάλω πίλαθα πξνθύπηεη όηη: 

8+x

0+
_

f (x)΄

h(x)

0 e

f(e)=e1/e
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Η f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην δηάζηεκα   0 , e  θαη γ λ ε ζ ί σο  θ ζ ί λ ν π ζ α  

ζην δηάζηεκα   e ,  , παξνπζηάδεη δε  κ έ γ η ζ η ε  η η κ ή  ηελ 
1

ef (e) e . 

Δπνκέλωο ηα επηκέξνπο ζύλνια ηηκώλ ηεο f  ζα είλαη: 

     
1

ef 0 , e f (0) , f (e) 0 , e
 

   
 

  θαη   

    
1

e

x
f e , lim f (x) , f (e) 1, e



 
    

 
. 

Άξα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη: 

     
1

ef 0 , e f e , 0 , e
 

     
 

 

Γ3. i.  Έρνπκε δηαδνρηθά: 

    4 x 4 xln x ln 4
f x f 4 4ln x x ln 4 ln x ln 4 x 4

x 4
          

ii. Λόγω ηεο παξαπάλω ηζνδπλακίαο, όπνηεο ξίδεο έρεη ε εμίζωζε   

4 xx 4 ,  

ηηο ίδηεο ζα έρεη θαη ε εμίζωζε   

   f x f 4 .  

Η εμίζωζε 4 xx 4  έρεη πξνθαλείο ξίδεο ηηο 2 θαη  4, 

άξα ηηο ίδηεο ξίδεο έρεη θαη ε    f x f 4 , ελώ δελ έρεη άιιεο, ιόγω ηεο κνλνηνλίαο 

ηεο ζε θάζε έλα από ηα δηαζηήκαηα  0 , e   θαη   e ,  , ζηα νπνία αλήθνπλ αληί-

ζηνηρα νη ξίδεο  2 θαη  4.  

Δπνκέλωο νη ξίδεο απηέο είλαη κνλαδηθέο. 

Γ4. Αξθεί λα δείμνπκε όηη ε εμίζωζε   

 
x

2

f (x) f (t)dt f (x) 2 f (x)    

έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα  2 , 4 . 

Η ελ ιόγω εμίζωζε γξάθεηαη ηζνδύλακα: 
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   

     

x x

2 2

x x x

2 2 2

f (x) f (t)dt f (x) 2 f (x) f (x) f (t)dt f (x) f (x) 2 0

f (x) 2 f (t)dt f (t)dt f (x) 2 0 f (x) 2 f (t)dt 0

h (x) 0

       

     
           

    

 

 

  

 

Αξθεί ινηπόλ λα εθαξκόδεηαη ην ζ ε ώξ ε κ α  Ro l l e  γηα ηελ h  ζην  2 , 4 . 

Η h  είλαη παξαγωγίζηκε ζην δηάζηεκα απηό θαη  

 
2

2

h(2) f (2) 2 f (t)dt 0
 

   
 
  

   
4 4

2 2

h(4) f (4) 2 f (t)dt f (4) 2 f (t)dt 0
   

       
   
  ,  

εθόζνλ είλαη  

   
ln 4 11

ln 44 44f 4 e e 4 2    . 

Τν ζπκπέξαζκα έπεηαη άκεζα από ηηο παξαπάλω ηζνδπλακίεο. 

 
 

2 0 4 .                         Θ Ε Μ Α  Γ  –            Ο . Ε . Φ . Ε 2 0 0 6                                   

Γ1. Δίλαη  
xf (́x) e α,   x   , νπόηε  f (́0) 1 α  . 

Η εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην   0, f 0  είλαη:  

ε :  y f (0) f (́0)(x 0)    

Αιιά είλαη  

0f (0) e 1 0    θαη f (́0) 1 α  , 

άξα ε εμίζωζε ηεο δεηνύκελεο εθαπηνκέλεο είλαη: 

ε :  y (1 α)x   

Γ2. Δίλαη 
xf (́x) e α  , νπόηε έρνπκε: 

 
xf (́x) 0 e α x lnα      

 
xf (́x) 0 e α x lnα      
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 
xf (́x) 0 e α x lnα      

 

 

 

Από ηνλ παξαπάλω πίλαθα πξνθύπηεη όηη: 

Η  f  παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην 
0x lnα  ην 

lnαf (α) e αlnα 1 α αlnα 1       

Θεωξνύκε ζπλάξηεζε 

g(α) α αlnα 1    

Δπεηδή  

g (α) 1 lnα 1 lnα 0        γηα θάζε α (1, )   θαη 

 g  ζπλερήο ζην [1,+∞) , ε g είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην [1,+∞)  

νπόηε γηα θάζε α 1  ηζρύεη  

g(α) g(1) 0  . 

Γ3. i. 
α

0

E(α) f (x) (1 α)x dx   .  

Δπεηδή ε f είλαη θπξηή δηόηη  

xf΄́ (x) e 0   

θαη ε  y (1 α)x   εθαπηνκέλε ηεο 
fC  ζην  0,f (0) , ηζρύεη:   

f (x) (1 α)x   γηα θάζε x . 

Άξα 

   
αα α 2

x x x

0 0 0

2
α

x
E(α) e αx 1 x αx dx e x 1 dx e x

2

α
e α 1  η.κ.

2

 
           

 

   

 
 

ii. 
α

2

2 2

e 1 1 1
E(α) α

α 2 α α

 
    

 
. 

Δίλαη 

8_

8+x

0 +
_

f(x)

f (x)΄

lnα

min
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 
 

 
 

α αα α α

2 2α α α α α

e ΄ e ΄e e e
lim lim lim lim lim

α 2α 2α ΄ 2α ΄    
      . 

Δπνκέλωο 

α
lim E(α)


 
 

 

2 0 5 .                         Θ Ε Μ Α  Γ  –            Ο . Ε . Φ . Ε 2 0 0 8                                   

Γ1. i. Γηα θάζε x  είλαη: 

 
x x x x1 e x 1 e x 1 e 1 x ef (́x) e ΄ (1 e )́ e e e e             

Δπεηδή 

x1 x ee 0    είλαη  f x 0  ζην ,  

άξα ε  f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  θ ζ ί λ ν π ζ α  ζην . 

ii. Γηα θάζε x  είλαη: 

   
x x x x1 x e x 1 x e x 1 x e x 1 x ef΄́ (x) e ΄ 1 x e ΄ e (1 e ) e (e 1) e                      

Έηζη: 

 
xx 1 x e x xf΄́ (x) 0 (e 1) e 0 e 1 0 e 1 x 0              

 f΄́ (x) 0 x 0   ,  f΄́ (x) 0 x 0    

 

 

 

 

 

 

Η  f  είλαη ζπλερήο ζην κε   f x 0   ζην δηάζηεκα ( ,0) ,  

άξα 

ζηξέθεη ηα θ ν ί ι α  θ ά η σ  ζην δηάζηεκα  ,0 .  

Αθόκα είλαη  f x 0    ζην δηάζηεκα (0,+∞),  

άξα 

ε  f  ζηξέθεη ηα θ ν ί ι α  ά λ σ  ζην [0,+∞). 

8

_

8+x 0

+

_ _

_

1
e

0
f(x)

f (x)΄

΄f (́x)
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Τέινο, ε ζπλάξηεζε έρεη ζ ε κ ε ί ν  θ α κ πή ο  ην   0,f 0 , γηαηί εθαηέξωζέλ ηνπ αι-

ιάδεη θπξηόηεηα θαη ππάξρεη ε ε θ α π ην κ έ λ ε  ηεο γξαθηθήο ηεο παξάζηαζεο ζ’ απ-

ηό, αθνύ είλαη παξαγσγίζηκε. 

Δίλαη 

1 1 0f (0) e e 1    , έηζη, ε ζπλάξηεζε έρεη ζεκείν θακπήο ην  0,1 . 

Γ2. Θα βξνύκε, αλ ππάξρνπλ, ηα όξηα: 

 
x1 e

x x
lim f (x) lim e 

 
      θαη     

x1 e

x x
lim f (x) lim e 

 
  

Θέηνπκε 

xu 1 e   νπόηε: x

x x
lim u lim (1 e )
 

      θαη  x

x x
lim u lim (1 e ) 1 0 0
 

      

Τόηε είλαη: 

x1 e u

x x u
lim f (x) lim (e ) lim e 0

  
      θαη  

x1 e u

x x u 1
lim f (x) lim (e ) lim(e ) e

  
    

Δπνκέλωο, ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο έρεη ν ξ η δ ό λ η η α  α ζ ύ κ πη ση ε  

ηελ y 0  ζην +∞ θαη ηελ y e  ζην  . 

Γ3. Με βάζε ηηο πιεξνθνξίεο ηωλ πξνεγνύκελωλ εξωηεκάηωλ ζρεδηάδνπκε ηε γξαθη-

θή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο: 

 

 

 

 

 

Γ4. Σην (α) εξώηεκα βξήθακε   f x 0  , νπόηε  

f (́x) f (́x)    

θαη έηζη: 

 
1

ln
0 20 0 0 1 e 1 e

11 1 lnln ln
22 2

1/2

1
E f (́x) dx f (́x)dx f (x) f (0) f ln e e

2

1 e   η.κ.

  
           

 

  

 
 

 

 

y

x

0

1

ey=e

y=0
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2 0 6 .                         Θ Ε Μ Α  Γ  –            Ο . Ε . Φ . Ε 2 0 1 3  

Γ1. Αθνύ ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζα είλαη θαη ζπλερήο. 

Δίλαη 

0

0

x x x 0x 0 x 0 x 0 x 0

x x΄ 1 1
limf (x) lim lim lim 1

e 1 (e 1)́ e e   
    

 
. 

Πξέπεη 

x 0
f (0) limf (x) lnα 1 lne α e


      . 

Γηα ηελ παξάγωγν ζην 0 έρνπκε: 

0
x xx 0

x xx 0 x 0 x 0 x 0

0
x x 00

x x x x x 0 0 0x 0

x
1

f (x) f (0) x e 1 x e 1e 1f (́0) lim lim lim lim
x 0 x x(e 1) xe x

1 e e e 1
lim

e xe 1 e e xe e e 0 e 2

   




        
  

  
    

      

 

Γ2. i. Έρνπκε 
x x x x

x x 2 x 2

x 1 (e 1) x e e 1 xe
f (́x) ΄ ,  x 0

e 1 (e 1) (e 1)

      
    

   
. 

Θέηνπκε 

x xg(x) e 1 xe   .  

Τόηε  

x x x xg (́x) e e xe xe     . 

Αλ  

g (́x) 0 x 0   . 

Τν πξόζεκν θαη ε κνλνηνλία ηωλ g(x) θαη f(x) θαίλνληαη ζηνλ παξαθάηω πίλαθα: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8

_

8+

0

x

g(x)

g (x)΄

f(x)

f (x)΄

0

0

0

+
_

_

_ _

_
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Αθνύ ε g(x) παξνπζηάδεη κ έ γ η ζ ην  ζην 
0x 0 , ην g(0)=0,  

ζα είλαη αξλεηηθή γηα x 0 . 

Άξα ε f΄(x) είλαη αξλεηηθή γηα θάζε x  ,δειαδή ε  f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  θ ζ ί λ ν π ζ α  

ζην . 

ii. Δίλαη  

x x xx x x x

x (x)́ 1
lim f (x) lim lim lim 0

e 1 (e 1)́ e





   
   

 
, αθνύ x

x
lim e


  . 

Άξα ε 
fC  έρεη νξηδόληηα αζύκπηωηε ζην   ηελ επζεία y 0  (άμνλαο x΄x).  

Αθόκε 

xx x

x
lim f (x) lim

e 1 0 1 


   

 
. 

Άξα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f(x) είλαη  

f(A) (0, )  .  

Διέγρνπκε γηα αζύκπηωηε ζην  . 

Δίλαη 

 
x

xx x x

x

f (x) 1 1e 1lim lim lim 1
x x e 1 0 1  

    
 

   θαη 

  
x x

x x xx x x x

x x x e x x e
f (x) ( x) lim (f (x) x) lim x lim lim

e 1 e 1 e 1   

    
           

 

Έρνπκε 

 
( ) 0

x

x xx x x

x 1
lim x e lim lim 0

e e



  

   
   


 νπόηε 

x

xx

x e 0
lim 0

e 1 0 1


 

 
. 

Άξα ε επζεία y x   είλαη πι ά γ η α  α ζ ύ κ π η ση ε  ηεο 
fC  ζην  . 

Γ3. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 

x

0

1 1
g(x) 2x dt

f (t) 1 2013
  

   

ζπλερή ζην [0,1] ζαλ πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ κε 

0

0

1 1 1
g(0) 2 0 dt 0

f (t) 1 2013 2013
      

  θαη   
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1

0

1 1
g(1) 2 1 dt

f (t) 1 2013
   

 . 

Όκωο 

 f t 0 ,  νπόηε f (t) 1 1  , δειαδή  
1

0 1
f (t) 1

 


. 

Άξα 

1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

1 1 1
0 dt dt 1 dt 0 dt 1(1 0) 0 dt 1

f (t) 1 f (t) 1 f (t) 1
          

        

Άξα  g 1 0  νπόηε από ην ζ .  B o l za n o  ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ηεο g(x) 0  

ζην  0,1 .  

Η ξίδα είλαη κνλαδηθή γηαηί g(x) [0,1]  αθνύ:  

1
g (́x) 2 0

f (x) 1
  


  

αθνύ 

1
0 1

f (x) 1
 


 

 

207.                                           Θ Ε Μ Α  Γ                      

Γ1. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

xf (x) e x 1, x     

Δίλαη  

xf '(x) e 1  ,  

νπόηε έρνπκε: 

 xf '(x) 0 e 1 x 0      

 xf '(x) 0 e 1 x 0      

 xf '(x) 0 e 1 x 0      

 

 

 

 

8_

8+x

0 +
_

f(x)

f (x)΄

0
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Από ηνλ παξαπάλω πίλαθα πξνθύπηεη όηη ε  f παξνπζηάδεη ζηε ζέζε 
0x 0  νιηθό ειά-

ρηζην ην f (0) 2 . 

Άξα γηα θάζε x  ζα ηζρύεη: 

xf (x) f (0) e x 1 2      

Αθνύ 2 0  ζπκπεξαίλνπκε όηη 

x
e x 1 0   , γηα θάζε x  

Γ2.  i. Γηα θάζε x  έρνπκε : 

  xf '(x) f (x) e (x 1)f '(x) f (x)      

x xf '(x)e f (x)e xf '(x) f '(x) f (x)      

x xf '(x)e f (x)e xf '(x) f '(x) f (x) 0       

xe x 1 0
x xf '(x)(e x 1) f (x)(e 1) 0

  

       

x x

x 2

f '(x)(e x 1) f (x)(e 1)
0

(e x 1)

   
 

 
x

f (x)
' 0

e x 1

 
 

  
 

Άξα 

x

x

f (x)
c f (x) c(e x 1)

e x 1
    

 
 

Γηα x 0  παίξλνπκε  

f (0) 2c 2 2c c 1      

Άξα 

xf (x) e x 1, x    . 

ii. Έρνπκε 

      

2ι 3 2ι 2 2e e 1 ι    
2 2ι 3 2ι 2 2e e 1 ι      

2 2ι 3 2 2ι 2 2 2e ι 3 e 1 ι ι 3           

2 2ι 3 2 2ι 2 2e (ι 3) e (2ι 2)         

2 2ι 3 2 2ι 2 2e (ι 3) 1 e (2ι 2) 1           

2 2f (ι 3) f (2ι 2)    (1) 
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Αιιά 

xf '(x) e 1   

 

 

 

 

 

Οπόηε ε  f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην [0 , ) . 

Δπεηδή γηα θάζε ι  είλαη  

2ι 3 0     θαη    22ι 2 0   

Από (1) πξνθύπηεη 

2 2 2ι 3 2ι 2 ι 1      | ι | 1 ι 1      ή  ι 1  

iii. Δίλαη  

xf (x) e x 1, x     
θαη  

xf '(x) e 1, x    

Οπόηε γηα θάζε x  είλαη  

x xf '(x) f (x) Ax B e 1 e x 1 Ax B x 2 Ax B               

Από ηελ ηζόηεηα ηωλ πνιπωλύκωλ παίξλνπκε : 

A 1

B 2




 
 

iv. Λόγω ηνπ πξνεγνύκελνπ εξωηήκαηνο έρνπκε 

f '(x) f (x) x 2   γηα θάζε x  

Οπόηε 

1 1

x0 0

x 2 f '(x) f (x)
dx dx

e x 1 f (x)

 


  
1 1 1

0 0 0

f '(x) f '(x)
1 dx dx dx

f (x) f (x)

 
    

 
    

   
1 1

0 0
ln f (x) x  

1
x

0
ln(e x 1) 1 lne ln 2 1 ln 2          . 

208.                                          Θ Ε Μ Α  
 

Γ1. Η  ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  0, κε παξάγωγν: 

8_

8+x

0 +
_

f(x)

f (x)΄

0
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2 2

1
x (ln x 1)

2 ln xxf (x)
x x

 


    

2f (x) 0 ln x 2 x e       

2f (x) 0 2 ln x 0 ln x 2 x e          

2f (x) 0 2 ln x 0 ln x 2 x e          

 

 

 

 

 

Από ηνλ παξαπάλω πίλαθα πξνθύπηεη όηη: 

 Η  f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην 
2(0 , e ]  θαη γ λ ε ζ ί σο  θ ζ ί λ ν π ζ α  

ζην 
2[e , ) . 

 Η  f  παξνπζηάδεη ζην 
2

0x e  κ έ γ η ζ ην  ην 

2
2

2 2 2

lne 1 2 1 1
f (e )

e e e

 
    

Γ2. Έρνπκε 

2

4

1
x 2x(2 ln x)

xf (x)
x

  
  

4

x 4x 2x ln x

x

  


 

                                                        
4 3

x( 5 2ln x) 2ln x 5

x x

  
   

Άξα είλαη: 

 5 25
f (x) 0 ln x x e

2
       

 5 25
f (x) 0 ln x x e

2
       

 5 25
f (x) 0 ln x x e

2
       

 

 

Σ.Κ

8+x

0+
_

f(x)

f (x)΄

e
2

max

0
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Από ηνλ παξαπάλω πίλαθα πξνθύπηεη όηη: 

Η  f  είλαη  θ ν ί ι ε  ζην 5 2(0 , e ]  θαη θ π ξ η ή  ζην 5 2[e , ) . 

Σ ε κ ε ί ν  θ α κ π ή ο  ην  

5 2

5/2

3
K e ,

2e

 
 
 

 

αθνύ 

5 2
5 2

5 2 5 2 5 2 5 2

5 3
1

lne 1 32 2f (e )
e e e 2e




    . 

Γ3. Έρνπκε 

x 0 x 0 x 0

ln x 1 1
lim f (x) lim lim (ln x 1) ( )( )

x x    

  
           

 
. 

Άξα ε 
1ε : x 0  (ν άμνλαο y y ) είλαη θ α η α θ ό ξ π θ ε  α ζ ύ κ π ηση ε  ηεο γξαθηθήο  

παξάζηαζεο ηεο  f . 

Δπίζεο είλαη:    
x x D.L H. x

1

ln x 1 xlim f (x) lim lim 0
x 1

 
 
 

  


    

Άξα ε 
2ε : y 0  (ν άμνλαο x x ) είλαη ν ξ η δ ό λ η η α  α ζ ύ κ πη ση ε  ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο  f. 

Γ4. Δίλαη 

 f (x) 0 ln x 1 0 ln x 1 x e         

Άξα ε 
fC  ηέκλεη ηνλ x x  ζην ζεκείν A(e , 0) . 

Δπνκέλωο ην δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη  

e

1
E | f (x) |dx  . 

Δίλαη 

f (x) 0 ln x 1 0 ln x 1 x e        . 

f (x) 0 ln x 1 0 ln x 1 x e        . 

+
_

8+x

0΄f (́x)

f(x)

0 e
5/2
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Άξα f (x) 0  γηα θάζε x [1 , e] . 

Οπόηε  

e e e

1 1 1

ln x 1 1
E f (x)dx dx (ln x 1) dx

x x


          

Θέηνπκε   u ln x 1   νπόηε 
1

du dx
x

 . 

Γηα x 1  πξνθύπηεη u 1   θαη γηα x e  πξνθύπηεη u 0 . 

Άξα  

0
2 2

0

1
1

u ( 1) 1
E udu (0 )

2 2 2


  
     

 
  η.κ. 

 

2 0 9 .                         Θ Ε Μ Α  Γ  –                   

Γ1. Η ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο θαη παξαγωγίζηκε ζην   (0, ) κε παξάγωγν: 

1 1
f (x)=lnx+(x+1) ln x 1

x x
    

 

Η ζπλάξηεζε f   είλαη ζπλερήο θαη παξαγωγίζηκε ζην (0, ) κε παξάγωγν: 

 
2 2

1 1 x 1
f x

x x x


   

. 

Οπόηε είλαη:  

  f x 0 x 1 0 x 1        

  f x 0 x 1 0 x 1        

  f x 0 x 1 0 0 x 1         

 

 

 

 

Από ηνλ παξαπάλω πίλαθα πξνθύπηεη όηη: 

 H  f   είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  0,1  θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  1,  

 H  f   παξνπζηάδεη ηνπηθό ειάρηζην ην  f 1 2   

Παξαηεξνύκε όηη γηα θάζε  x 0,   είλαη  

+

8+x

0
_

f (x)΄

΄f (́x)

0 1

f ( )΄ 1 =2



525 

   f x f 1 2 0,     

Άξα  f x 0  , νπόηε ε ζπλάξεζε f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0, , νπόηε ην 

ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο f  είλαη: 

       
xx 0

f 0, lim f x , lim f x
 

   

Αιιά είλαη: 

x 0 x 0

x x

lim f (x) lim (x 1)ln

lim f (x) lim (x 1)ln x

  

 

   

   
 

Άξα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο f  είλαη: 

  f 0, .   

Γ2. Η εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην Α(1,0) είλαη  

ε : y f (1) f (1)(x 1)    

Αιιά  f 1 0  θαη  f 1 2  , άξα ε : y 0 2(x 1)   . 

Δπνκέλωο ε εμίζωζε ηεο δεηνύκελεο εθαπηόκελεο είλαη: 

ε : y 2x 2.   

Γηα λα δείμνπκε όηη ε εθαπηνκέλε ε δηαπεξλά ηελ γξαθηθή παξάζηεζε ηεο f, αξθεί λα 

δείμνπκε όηη ην ζεκείν Α(1,0) είλαη ζεκείν θακπήο ηεο 
fC . 

Δίλαη  

  f x 0 x 1 0 x 1        

  f x 0 x 1 0 x 1        

  f x 0 x 1 0 0 x 1         

 

 

 

 

 

 

Πξάγκαηη είλαη f (1) 0  θαη ε f "αιιάδεη πξόζεκν ζην 
0x 1 ,  νπόηε ην  Α 1,0 έλα 

ζεκείν θακπήο ηεο 
fC .  

Η (ε) δηαπεξλά ηελ  
fC  , αθνύ ε f είλαη θνίιε ζην (0,1] θαη θπξηή ζην [1,+∞). 

+

8+x

0
_

f(x)

΄f (́x)

Σ.Κ.

0 1
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Γ3. Σην δηάζηεκα 
1

,1
e

 
 
 

 ε f είλαη θνίιε, άξα ε εθαπηνκέλε ηεο βξίζθεηαη ΄΄πάλσ΄΄ 

από ηελ 
fC , νπόηε ην δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη: 

     
1 1

1/e 1/e
2x 2 f(x) dx 2x 2 (x 1)lnx dx ...            

 

2 1 0 .                        Θ Ε Μ Α  Γ   

Γ1. Η δνζκέλε ζρέζε γξάθεηαη δηαδνρηθά: 

   
x x

2 e e
f (x) f (x)f (x) f (x)f (x)

2 2

        
 

  

άξα  

                                      

xe
f (x)f (x) c

2
   (c ζηαζεξά) 

x

12f (x)f (x) e c (1)   , όπνπ 
1c 2c.  

Έηζη γηα θάζε x  έρνπκε 

2 x

1f (x) e c     , άξα 
2 x

1 2f (x) e c x c   , όπνπ 
1 2c ,c  ζηαζεξέο. 

Γ2. Δίλαη  

2 2f (0) 1 1   

νπόηε 

0

1 2 2e c 0 c 1 c 0       

θαη ε (1) γηα x 0 , δίλεη: 

0

1 12f (0)f (0) e c 2 1 0 1 c         

άξα 
1c 1  . 

Τειηθά : 

2 x
f (x) e x,   x .    

Γ3. Γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό x ηζρύεη xe x 1 x   , επνκέλωο xe x 0  . 

Σπκπεξαίλνπκε όηη xe x 0   γηα θάζε x , δειαδή f (x) 0 , γηα θάζε x . 

Αιιά ε f είλαη ζπλερήο, επνκέλωο  ζα δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν,  

δειαδή  
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x xf (x) e x     ή    f (x) e x.      

Δπεηδή  f 0 1 0   είλαη  f x 0 , άξα  έρνπκε ηειηθά  

x
f (x) e x  , γηα θάζε x . 

Γ4. Από ηελ αξρηθή ζρέζε έρνπκε  

 
x

2e
f (x)f (x) f (x) .

2
    

Αθόκε: 

 
 x x

x x

e x e 1
f x

2 e x 2 e x


 

  
 

, 

ζπλεπώο ην νινθιήξωκα  I  ηζνύηαη κε:  

 
x

2

x x
2 2 2

x x x1 1 1

e
f (x)

1 e 1 e 12I dx dx dx
e 1 2 e 1 4 e x




  
      

     

2 2
x x

1 1

2 2

1 1
ln e 1 ln e x

2 4

1 1 1
ln e 1 ln e 2 ln e 1

2 4 4

      
   

     
 

211.                                          Θ Ε Μ Α  Γ                      

Γ1. Γηα θάζε   x 0,    είλαη: 

22 2x – 2 2(x + 1) (x – 1)
g (́x) = 2x –  =  = 

x x x . 

Έρνπκε: 

   x 02 x 1 x 1
g (x) 0  0  x 1

x

 
     

 

θαη 

x 0

g (x) 0   0 x 1


     , 

άξα ε  g  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην   0,1  θαη   γλεζίωο αύμνπζα ζην   1, . 

Δπνκέλωο, όπωο θαίλεηαη ζηνλ επόκελν πίλαθα κεηαβνιώλ,  
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ε  g  γηα  x 1   παξνπζηάδεη αθξόηαην κε ηηκή   g 1 4   πνπ είλαη ε ειάρηζηε. 

Γ2. Δίλαη: 

2 2 2

2 2 2 2

ln x x –1 1 – ln x 2x 2 x 3 – 2ln x g(x)
f (x)

x 2x x 4x 2x 2x

     
        

   
 

Αιιά (από εξώηεκα Γ1) ε  g  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην   0,1  θαη γλεζίωο αύμνπζα 

ζην   1, , άξα: 

 γηα  0 x 1    είλαη     g x g 1 , νπόηε  g x 4 0  ,  

άξα  f x 0   θαη επνκέλωο ε  f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0,1  

 γηα x 1  είλαη    g x g 1 , νπόηε  g x 4 0  , 

άξα  f x 0   θαη επνκέλωο ε  f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  1, . 

Σπλεπώο ε  f  δ ε λ  π α ξ ν π ζ η ά δ ε η  α θ ξ ό η α η α . 

Γ3. Δίλαη: 

2

x x

x x DLH x x

1 ln x x –1 x
lim f (x) – x lim –

2 x 2x 2

2

ln x 1 2ln x – 1 1x                            = lim – lim lim lim 0
x 2x 2x 2 x

 





   

  
   

   

   
      

   

 

Άξα ε επζεία 
1

ε :  y x
2

   είλαη πιάγηα αζύκπηωηε ηεο  Cf. 

H εμίζωζε 

21 ln x x – 1
x

2 x 2x
     

γξάθεηαη ηζνδύλακα: 
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1

2 2 2
1

x 2ln x x –1 ln x x  e x e
2

         

Άξα  ε επζεία (ε) ηέκλεη ηελ  Cf  ζην ζεκείν     

e
A = ( e , f( e))   ή   Α e ,  .

e

 
 
 

 

Γ4. Τν δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη: 

e e e

e e e

1 2lnx – 1 lnx 1
E = f(x) – x dx =  dx = – dx

2 2x x 2x

   
   
   

    

2lnx – 1
e e( 0 γηα x [ e , e])

2x

e e

2 e e 2 2 2 2

e e

lnx 1 1
     = dx –   dx =

x 2 x

1 1 1 1
                   =  [ln x] –  [lnx]  =  (ln e – ln e) –  (ln e – ln e)

2 2 2 2

1 1 1 1 3 1
                                = 1 – –  1 –  = –  = 

2 4 2 2 8 4

 

   
   
   

 

1
 .

8  

 

2 1 2 .                         Θ Ε Μ Α   Γ             – Ε Π Α Ν .   2 0 1 3  

Γ1. α. Δίλαη  

f (1)
g(1) 1

f (1)


    θαη  

 
2

2

f (x)f (x) f (x)
g (x)

f (x)

 
  ,  

άξα g (1) 1   . 

Δπνκέλωο ε εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο gC ζην ζεκείν ηεο  Α 1,1 είλαη y x 2    

Δπεηδή ε ζπλάξηεζε  g είλαη θπξηή, ηζρύεη   

g(x) x 2   , γηα θάζε  x 0 ,  . 

β. Από ηελ πξνεγνύκελε ζρέζε έρνπκε: 

f (x)
g(x) x 2 x 2 f (x) (2 x)f (x) f (x) (2 x)f (x) 0

f (x)


               , γηα 

θάζε  x 0 ,  . 

Δπεηδή f (1) (2 1)f (1) 1 0     , ζα είλαη   

 

 

1 1 1

0 0 0

1 1
1

0

0 0

f (x) (2 x)f (x) dx 0 f (x)dx (2 x)f (x)dx

(2 x)f (x)dx f (x) (2 x)f (x)dx f (1) 1

       

     

  

 
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Γ2. Έρνπκε  f (x) 0  , γηα θάζε  x 0 ,  , άξα h(x) 0  γηα θάζε  x 0 ,   

Άξα  

     

      

1 1 1 1
1

3 2 2

0
0 0 0 0

1 1 1
12 3

0

0 0 0

Δ h(x)dx f (x) dx f (x) f (x)dx f (x) f (x) 2 f (x)f (x)f (x)dx

1 2 f (x) 1 f (x)dx 1 2 f (x) dx 2 f (x)dx 1 2Δ 2 f (x) 1 2Δ 2

           
 

             

   

  

Δπνκέλωο   

Δ 1 2Δ 2 Δ 1      


