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11o Θ Ε Μ Α  Β                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 
 

Β1. Είλαη  

 
          

2 2

f x f x x f x x xf x f x
g x

x x x

     
    

 
 θαη  

 
          2 2

4

xf x f x x xf x f x x
g x

x

   
    

      2

4

xf x x 2x xf x f x

x

  
   

     2

3

x f x 2xf x 2f x
0

x

  
   

γηα θάζε x 0 , (αθνύ γηα θάζε x 0  ηζρύεη:  

     2x f x 2xf x 2f x 0     θαη 3x 0 ). 

Επνκέλωο, ε g  είλαη θ π ξ η ή  ζην 


 . 

Β2. Επεηδή είλαη  g x 0   γηα θάζε x 0 , έπεηαη όηη ε g  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην 

 0, .Αθόκε είλαη 

 
   

   
2

1 f 1 f 1
g 1 f 1 f 1 1 1 0

1

 
       . 

Επεηδή ε g  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0,  έπεηαη όηη 

 1) γηα θάζε x 1  ηζρύεη    g x g 1 0   ,  

 2) γηα θάζε  x 0,1  ηζρύεη    g x g 1 0   . 

 

 

 

 

 

8+x

g(x)

g (x)΄

10

0
_

+

min
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Από ην πξόζεκν ηεο  g x  πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα πξνθύπηεη όηη  

 ε g  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  θ ζ ί λ ν π ζ α  ζην  0,1  θαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην 

 1, . 

 ε g  παξνπζηάδεη ζην 
0x 1  ( ν ι ηθ ό )  ε ι ά ρ η ζ ην  ην  

 
 

min

f 1
g g 1 1

1
   . 

Β3. Επεηδή ε g  έρεη ειάρηζην, έπεηαη όηη γηα θάζε x 0  ηζρύεη  

  ming x g
   

 
x 0f x

1 f x x
x



    . 

Β4. Επεηδή ε g  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  0, , έπεηαη όηη ε g ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋ-

πνζέζεηο ηνπ Θ . Μ . Τ .  ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  1,2  θαη  2,3 , 

νπόηε ππάξρνπλ  1μ 1,2  θαη  2μ 2,3 , ώζηε  

 
   

   
        f 1 1

1

g 2 g 1 f 2 f 1 f 2
g μ g 2 g 1 1

2 1 2 1 2


       


 θαη  

 
   

   
   

2

g 3 g 2 f 3 f 2
g μ g 3 g 2

3 2 3 2


     


 

Έρνπκε, όκωο  

 
   

g

1 2 1 2 1 21 μ 2 μ 3 0 μ μ g μ g μ ,




        

,1

 

     f 2 f 3 f 2
1

2 3 2
     . 

 
 f 3

f 2 1
3

   

 

 

11o Θ Ε Μ Α  Γ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Γηα θάζε x 0  έρνπκε: 

        f x

f x

x 1
xf x xf x 1 e x 1

1 e


     


 

                                 f x 1
f x e f x 1

x
      
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 

      
x 0

f x
f x e x ln x


      

                                              f x
f x e x ln x c, c       

Γηα x 1  έρνπκε:  

   f 1
f 1 e 1 ln1 c   

  f 1 0
00 e 1 c c 0



       

Άξα γηα θάζε x 0  ηζρύεη:  

     f x
f x e x lnx : 1    

Γ2. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 

  xg x x e ,x    

Είλαη 

  xg x 1 e 0     γηα θάζε x , 

νπόηε ε g  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην . 

Επνκέλωο, ε g , ωο γλεζίωο κνλόηνλε ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο Dg  , είλαη ζπλάξηε-

ζε 1 1 . 

Γηα θάζε x 

  έρνπκε:  

     f x ln x1 f x e lnx e     

                                                  g f x g ln x   

       f x lnx , g :1 1    

Άξα 

 f x lnx, x 0   

Γ3. Είλαη 

   
1

f x ln x , x 0
x

    . 

Η εμίζωζε ηεο εθαπηόκελεο (ε) ηεο Cf  ζην ζεκείν ηεο     0 0 0M x ,f x , x 0 , είλαη 

     0 0 0y f x f x x x     

 0 0 0

0 0

1 1
y ln x x x y x ln x 1

x x
         

Γηα λα δηέξρεηαη ε (ε) από ην ζεκείν  0,0  πξέπεη θαη αξθεί λα ηζρύεη: 
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0

0

1
0 0 ln x 1

x
     

0 0ln x 1 x e     

Γηα 
0x e  ε εμίζωζε ηεο (ε) γίλεηαη 

1
y x

e
  

Άξα 

1
ε : y x

e
   

είλαη ε δεηνύκελε εθαπηνκέλε ηεο 
fC . 

 

11o  Θ Ε Μ Α  Δ                       ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 
 

Δ1.    xf x α e : 1  
                   

     f x f 1 : 2   

Επεηδή ηζρύεη ε (2) γηα θάζε x , έπεηαη όηη ε  f   παξνπζηάδεη ζην 
0x 1    

ειάρηζην, νπόηε ζύκθωλα κε ην Θ .  F e r m a t  ηζρύεη:  

 f 1 0  
 

 
3

1
1

α e 0
 

   α e 0     

α e  

Δ2. Γηα α e  είλαη :  

 
3xf x e e , x     

Έρνπκε: 

 
 x

3 3
e

x x 1 3f x 0 e e 0 e e x 1          

1 ,

 

                                       
33 3x 1 x 1 x 1         

 f x 0 x 1      

 f x 0 x 1      

 

 

 

 

Από ην πξόζεκν ηεο  f x  πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα πξνθύπηεη όηη  

ε f  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  θ ζ ί λ ν π ζ α  ζην  , 1   θαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην 

 1,  . 

8+x

0
_

+

min

8_
1

f(x)

f (x)΄
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Δ3. Είλαη 

     
3 3 3x x 2 2 xf x e e 0 e 3x 3x e  

        

Γηα θάζε  x 0   είλαη  f x 0   θαη  f 0 0  , 

νπόηε ε  f  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην . 

 

 

 

 

 

Δ4. Επεηδή ε f   είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην , έπεηαη όηη ε f  είλαη θπξηή ζην .  

Η εμίζωζε ηεο εθαπηόκελεο (ε) ηεο 
fC  ζην ζεκείν ηεο   A 0,f 0  είλαη 

    
  f 0 e 1

y f 0 f 0 x 0
  

     

       y f 0 e 1 x y e 1 x f 0         

Επεηδή ε f  είλαη θπξηή ζην , έπεηαη όηη ε 
fC  βξίζθεηαη πάλω από ηελ εθαπηόκελή 

ηεο επζεία  ε  ζε όιν ην  κε εμαίξεζε ην θνηλό ζεκείν επαθήο ηνπο   A 0,f 0 . 

Δειαδή ηζρύεη  

     f x e 1 x f 0    

γηα θάζε x  κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν όηαλ x 0 . 

Δ5. Επεηδή ε f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην , έπεηαη όηη ε f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο 

ηνπ Θ . Μ . Τ  ζην δηάζηεκα  x,x 1 , 

νπόηε ππάξρεη  μ x,x 1  , ώζηε 

 
   

 
     

f x 1 f x
f μ f x 1 f x : 3

x 1 x

 
    

 
 

Έρνπκε όκωο  

 

     
f

x μ x 1 f x f μ f x 1


        
,1

 

 

       
3

f x f x 1 f x f x 1        

Άξα γηα θάζε x  ηζρύεη: 

8+x

0 +

8_
1

+

f (x)΄

f (x)΄΄
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         f x f x 1 f x f x 1 : 4       

Δ6. Είλαη  

   
3

x x

xf x e e e 0 elim lim
 

       θαη  
 

 
x

x ω

ω x 1
lim x 1

f x 1 f ω elim lim


 

  
   
 

    , 

νπόηε , ιόγω ηεο (4), πξνθύπηεη όηη  

    
x

f x 1 f x elim


    ( θ ξ η η .  Π α ξ ε κ β . ) .  

 

 

12o Θ Ε Μ Α  Β                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

B1. Γηα θάζε x 1  ηζρύεη: 

       

       

     

        

      

x 1 f x x x ln x f x x

1
x 1 f x x ln x f x 1

x

1
1 f x x ln x f x 1

x

x ln x f x x ln x f x 1

x ln x f x x

   

    

 
     

 

    

   

 

       x lnx f x x c    , ( c  ζηαζεξά). 

Γηα x 1   έρνπκε:  

   
  f 1 1

1 ln1 f 1 1 c 1 1 c c 0


         

Άξα γηα θάζε x 1  ηζρύεη : 

   x ln x f x x    (1) 

Γηα θάζε x 1   είλαη:  

 ln x x 1
x 1 x ln x 1 0 x ln x 0

ln x ln1 0


        

 

1

, 

νπόηε από ηελ (1) έρνπκε:  
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 
x

f x
x lnx




, x 1 . 

B2. Είλαη:  

 
     

     
2 2 2

1
x ln x x 1

x x ln x x x ln x ln x 1x
f x

x ln x x ln x x ln x

 
           

  
. 

Έρνπκε:  

 
 

 

 

2

ln x 1
0f x 0 ln x 1

x ln x
x 1x 1

x 1

ln x ln e

x 1

x e
x e

x 1

f x 0
1 x e

x 1

f x 0
x e

x 1


   

   
  




 




  



 
  



 
 









 

Από ην πξόζεκν ηεο  f x   πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα πξνθύπηεη όηη  

ε f είλαη γ λ ε ζ ί ωο  θζ ί λ ν π ζ α  ζην  1,e  θαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  e, . 

Η f  παξνπζηάδεη (κόλν) ζην 
1x e  ν ι η θ ό  ε ι ά ρ η ζ ην , ην  

e
f e

e 1



 θαη (κόλν) 

ζην 
2x 1  η ν π η θ ό  κ έ γ η ζ η ν  ην νπνίν είλαη ην  f 1 1 . 

Σεκείωζε  

Είλαη : 

 
 

 
x x x x

xx 1 1
lim f x lim lim lim 1

1x ln x 1 0x ln x 1
x

 
 
 

   


    

  

 , 

 νπόηε ην  f 1 1 είλαη νιηθό κέγηζην ηεο f . 

B3. Είλαη: 
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 f 1 1 ,    
e

f e
e 1




,   

 
 

 
x x x 6 x

xx 1 1
lim f x lim lim lim 1

1x ln x 1 0x ln x 1
x

 
 
 

    


    

  

. 

Επεηδή ε f  είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  1,e  έπεηαη όηη  

      
e

f 1,e f e ,f 1 ,1
e 1

 
       

. 

Επεηδή ε f  είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  e,   έπεηαη όηη  

      
x

f e, f e , lim f x


 


=
e

, 1
e 1

 
  

 . 

Τν ζ ύ λ ν ι ν  η η κ ώλ  ηεο f  είλαη ην  

        
e e e

f 1, f 1,e f e, ,1 , 1 ,1
e 1 e 1 e 1

     
                 

. 

B4. Γηα θάζε x 0  έρνπκε:  

 x 01 1 1
xεκ x εκ x 1 x x x xεκ x

x x x



        : (5) 

Είλαη  

 
x 0
lim x 0


   θαη 

x 0
lim x 0


 , 

νπόηε ιόγω ηεο (5)  πξνθύπηεη όηη 
x 0

1
lim xεκ 0

x

 
 

 
 . ( θ ξ η η ή ξ η ν  πα ξ ε κ β ν ι ή ο )  

Είλαη: 

x o

1
lim xεκ 0

x

 
 

 
  θαη  

x 0
lim x ln x


   . 

(αθνύ 
x 0
lim x 0


  θαη  

x 0
lim ln x


  ),  

νπόηε  

x 0 x 0

1
xεκ

1 1xlim lim xεκ 0 0 0
x lnx x x lnx  

  
      

   
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Γ1.    f x f x x   : (1).  Από ηελ (1) ζέηνληαο όπνπ x  ην x , 

έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη : 

   f x f x x      : (2) . 

Γηα θάζε x 0  είλαη  

     f x f x x 0 f x 0       . 

Αθόκε είλαη  f 0 1 0  , νπόηε ηειηθά ηζρύεη  f x 0  γηα θάζε x . 

Η f  ωο παξαγωγίζηκε είλαη ζπλερήο ζην  θαη επεηδή ηζρύεη  f x 0  γηα θάζε 

x  έπεηαη όηη ε f  δηαηεξεί ζην  ζηαζεξό πξόζεκν θαη  

επεηδή είλαη  f 0 1 0   ζπκπεξαίλνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη  

 f x 0  . 

Γ2. Από (1) θαη (2) κε πξόζζεζε θαηά κέιε έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη  

                 f x f x f x f x 0 f x f x f x f x 0            

         

  

 

 2

f x f x f x f x f x
0 0

f xf x

      
       

 

 

 

f x
c

f x
 


      ( c  ζηαζεξά)  

   f x cf x       : (3)  

Από ηελ (3) γηα x 0  έρνπκε  

   f 0 c f 0 1 c 1 c 1        . 

Άξα γηα θάζε x  ηζρύεη 

   f x f x    : (4).  

Από ηελ (1), ιόγω ηεο (4), έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη :  

            2 2f x f x x 2f x f x 2x f x x         

 2 2

1f x x c    , (
1c   ζηαζεξά) . 

Γηα x 0  έρνπκε: 
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 2 2 2

1 1 1f 0 0 c 1 c c 1      . 

Άξα γηα θάζε x  έρνπκε: 

   
 

 
f x 0

2 2 2 2f x x 1 f x x 1 f x x 1


         , x . 

Άξα είλαη 

  2
f x x 1  , x .      (ηθαλνπνηεί ηελ ππόζεζε) 

Γ3.        f x f 2013x f 2x f 2014x   : (Ε) 

Είλαη 

 
2

x
f x

x 1
 


 , x . 

Γηα θάζε x 0  ηζρύεη  

 
2

x
f x 0

x 1
  


 . 

Γηα θάζε x 0   ηζρύεη 

 
2

x
f x 0

x 1
  


 , 

θαη είλαη  f 0 0   . 

Έηζη ε f  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  ,0  θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0, . 

Παξαηεξνύκε όηη ν αξηζκόο 
0x 0  επαιεζεύεη ηελ εμίζωζε (Ε), αθνύ ηζρύεη:  

          f 0 f 2013 0 f 2 0 f 2014 0 2f 0        

Έζηω x 0 . 

Έρνπκε:  

   

   
  

f x f 2x0 x 2x
x 0 , αθνύ f γλαύμ 0,

0 2013x 2014x f 2013x f 2014x

   
    

   

 

       f x f 2013x f 2x f 2014x    . 

Επνκέλωο ζην  0,  ε εμίζωζε (Ε) δελ έρεη ιύζεηο . 

Έζηω x 0 . 

Έρνπκε  
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   

   
  

f 2x f x2x x 0
x 0 , αθνύ f γλ.θζίλ ,0

2014x 2013x 0 f 2014x f 2013x

   
    

   

 

       f x f 2013x f 2x f 2014x     

Επνκέλωο ζην  ,0  ε εμίζωζε (Ε) δελ έρεη ιύζε. 

Από ηα παξαπάλω πξνθύπηεη όηη ε εμίζωζε (Ε) έρεη α θ ξ η β ώο  κ η α  ξ ί δ α  ζην  , 

ηνλ αξηζκό 
0x 0 . 

Γ4. Είλαη: 

   2 x 0 2

2x x x x

1
x 1

f x x 1 1x
lim lim lim lim 1 1 0 1 ι

x x x x



   




         θαη 

    
  2 2

2

2x x x

x 1 x x 1 x
lim f x ιx lim x 1 1 x lim

x 1 x  

   
     

 
 

           

 2 2

2 2x x

x 1 x 1
lim lim 0

x 1 x x x 1 

 
   

   
  

(αθνύ  
   

2

x
lim x x 1

  


    ). 

Επνκέλωο ε επζεία ε: y 1 x 0    δειαδή ε επζεία ε: y x  είλαη ( π ι ά γ η α )  α ζ ύ -

κ π η ωη ε  ηεο 
fc  ζην  . 

Γ5. Γηα θάζε x 0  έρνπκε: 

      
   

2 2 2 2

2 2

2

2 2

2

2 2

π π
2f x f 2x x εκ 2 x 1 4x 1 x εκ

x x

4 x 1 4x 1 π
x εκ

x2 x 1 4x 1

3 π
x εκ

x1 1
2 x 1 x 4

x x

   
        

   

    
  

   

 
  

 
  

 

 

   

x 0
2

2 2

3 π
x εκ

x1 1
2 x 1 x 4

x x


 

  
 

    
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2 2

2 2

3 π
xεκ

x1 1
2 1 4

x x

π
εκ

x
3π

π

x

1 1
2 1 4

x x

 
   

 
  

 
 
 

 

  

  

Είλαη :  

x

π
u

x
π

lim 0
x

x u 0

π
εκ

εκux
lim lim 1

π u

x





 
 

 
    
  

 

 
 
 

   , 

νπόηε 

     2

2 2

x x

π
εκ

x
3π

π

x

1 1
2

π
lim 2f x f 2x x εκ lim

4
x x

x
1

 

 
 


 
 
 
 

    
     

    
 
 
 
 





  

= 

                                         
1 0

3π.1 3π

42 4 0 
 


   
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Δ1. Είλαη : 

       
 

x 0 x 0

f x f 0 f x f 0
L lim lim f 0 1

x x 0 

 
   


  

.. 

         
x x x x

f 2x f x f x f 2x f xf (2x)
N lim lim 2 2 lim lim

x 2x x 2x x

2 2013 2013 2013

   

  
      

   


   
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            (  είλαη 
 

 
 x

ω 2x
lim 2x

x ω

f 2x f ω
lim lim 2013

2x ω



 
 
 

 
  ) 

 

             

       

x 0 x 0

x 0

f 2x f 0 f x f 0f 2x f x
P lim lim

x x

f 2x f 0 f x f 0
lim 2 2 1 1 1

2x x

 



  
 

   
      

 



 

(Είλαη  

   
x 0

f x f 0
lim L 1

x


   θαη 

   
 

   x 0

ω 2x
lim 2x 0

x 0 ω 0

f 2x f 0 f ω f 0
lim lim L 1

2x ω



 
 
 

 

 
    ) 

Δ2. Επεηδή ε f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην 


 έπεηαη όηη γηα x 0  ε f  είλαη ζπλερήο 

ζην  x,2x   θαη παξαγωγίζηκε ζην  x,2x . 

Άξα ε f  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ . Μ . Τ  ζην  x,2x , 

νπόηε ππάξρεη  μ x,2x  , ώζηε  

 
   

           
f 2x f x

f μ f 2x f x xf μ f 2x f x xf μ
2x x


        


 

Δ3. Είλαη: 

 
              

         

2

2

f 2x f x x f 2x f x xf 2x f x
g x

x x

x 2f 2x f x f 2x f x

x

      
   

 

   


 

Λόγω ηνπ (2) εξωηήκαηνο έρνπκε όηη 

ππάξρεη  μ 0,x  , ώζηε  

     f 2x f x xf μ  , 

νπόηε έρνπκε 

 
            

2

x 2f ' 2x f x xf μ 2f 2x f x f μ
g x

x x

      
   , x 0 . 

Επεηδή ε f είλαη παξαγωγίζηκε θαη θπξηή ζην 


 έπεηαη όηη ε f   είλαη γλεζίωο  

αύμνπζα ζην  * 0,   . 

Έηζη έρνπκε:  
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      

   

f 0, f 2x f x2x x 0
0 x μ 2x

2x μ 0 f 2x f μ

      
     

    

1

 

 

           
       

 
x 0

2f 2x f x f μ 2f ' 2x f x f μ 0

2f 2x f x f μ
0 g x 0

x





          

   
   

 

Επεηδή είλαη  g x 0   γηα θάζε x 0  έπεηαη όηη ε g  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α   

ζην  0, . 

Δ4. Γηα θάζε x 0  έρνπκε: 

    0 x 2x g x g 2x     ,   αθνύ g 0,1  

        

        

       

     

x 0

f 2 2x f 2xf 2x f x

x 2x

2 f 2x f x f 4x f 2x

2f 2x 2f x f 4x f 2x

2f x f 4x 3f 2x




 

   

   

  

 

Δ5. Επεηδή ε ζπλάξηεζε g  είλαη  

γλεζίωο αύμνπζα   θαη ζπλερήο ζην  0,  

έπεηαη όηη  

       
xx 0

g 0, lim g x , lim g x
 

  . 

Είλαη όκωο 

 
   

x 0 x 0

f 2x f x
lim g x lim P 1

x  


    

θαη 

 
   

x x

f 2x f x
lim g x lim N 2013

x 


   , 

νπόηε 

    f 0, 1,2013   . 

Επεηδή είλαη 

    f 0, 1,2013   

έπεηαη όηη γηα θάζε x 0  ηζρύεη 
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        

   

 

   

     

x 0

g x g 0, 1,2013 1 g x 2013

f 2x f x
1 2013

x

x f 2x f x 2013x

x f x f 2x 2013x f x



     


  

   

    

 

 

 

 

13o Θ Ε Μ Α  Β                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Β1. i. Η ζπλάξηεζε g  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  κε  

   
       

2 2

g x 4 f x x f x 1
      

 
 

           8 f x x f x x 2 f x 1 f x 1        
 

          8 f x x f x 1 2 f x 1 f x        

               2 f x 1 4 f x x f x 2 f x 1 f x 4f x 4x              

  2 f x 1 0 0     

γηα θάζε x .  

Επεηδή γηα θάζε x  ηζρύεη  

 g x 0  , 

έπεηαη όηη ε g  είλαη ζηαζεξή ζην . 

ii. Επεηδή ε g  είλαη ζηαζεξή ζην , έπεηαη όηη γηα θάζε x  ηζρύεη  

               

       

2 2 2 2

2 2 22

g x g 0 4 f x x f x 1 4 f 0 0 f 0 1

4 f x x f x 1 4.0 1 1 0

         

       

 

  
     

  

 

 
 

2

2

4 f x x 0
2

f x 1 0

2

4 f x x 0 f x x
f x x

f x 1f x 1 0

  
 
    

     
    

    

 

 

Άξα είλαη 
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 f x x, x  . 

Β2. i. Είλαη  

   3 2 2f x x 2x 2x 3x 4x 2        

Η δηαθξίλνπζα ηνπ ηξηώλπκνπ 23x 4x 2   είλαη 

 
2

Δ 4 4 3 2 16 24 8 0           

θαη ν ζπληειεζηήο ηνπ 2x  είλαη ην 3 0 . 

Επνκέλωο, γηα θάζε x  είλαη 23x 4x 2 0   ,  

δειαδή ηζρύεη  

  2f x 3x 4x 2 0      

γηα θάζε x , 

νπόηε ε f  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην . 

ii. Έζηω όηη είλαη α β , ηόηε ζα είλαη α β  ή α β  . 

Έζηω α β , ηόηε ζα έρνπκε:  

     α β f α f β , αθνύ ε f είλαη γλ. αύμνπζα ζην          

    β α, αθνύ f α β θαη f β α     

α β  , ΑΤΟΠΟ, αθνύ ππνζ. όηη α β . 

Οκνίωο, ζε άηνπν θαηαιήγνπκε, αλ ππνζέζνπκε όηη α β . 

Από ηα παξαπάλω πξνθύπηεη όηη  

α β  

 

13o Θ Ε Μ Α  Γ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 
 

             
2 3 2x 3xf x f x e e : 1     

           f 0 1   

Γ1. Έζηω όηη ε f  παξνπζηάδεη ζην 
0x   θακπή, ηόηε , δεδνκέλνπ όηη  ε f  είλαη δύν 

θνξέο παξαγωγίζηκε ζην  , ζα είλαη  0f x 0   

Από ηελ (1) παξαγωγίδνληαο ηα κέιε ηεο ωο πξνο x έρνπκε:  

          
2 2x 3x2f x f x 3 f x f x 2e 3e : 2       

Από ηε (2) γηα 
0x x  έρνπκε :  
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         0 0

2 2x 3x

0 0 0 02f x f x 3 f x f x 2e 3e        

    0 02x 3x2

0 02f x 0 3 0 f x 2e 3e        0 02x 3x
2e 3e 0   , 

ΑΤΟΠΟ, αθνύ είλαη 0 02x 3x
2e 3e 0  . 

Επνκέλωο, ε 
fC  δ ε λ  έ ρ ε η  ζ ε κ ε ί ν  θ α κ πή ο .  

Γ2. Έρνπκε:  

            2x 3x2 f x 2f x 3f x f x 2e 3e : 3      
 

Από ηελ (3) θαη επεηδή είλαη 2x 3x2e 3e 0   γηα θάζε x , πξνθύπηεη όηη  f x 0   

γηα θάζε x . 

Επεηδή ε f  είλαη ζπλερήο ζην  (αθνύ ε f   είλαη παξαγωγίζηκε ζην ) θαη γηα  

θάζε x  ηζρύεη  f x 0  , 

έπεηαη όηη ε f  δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην . 

Από ηελ (1) γηα x 0  έρνπκε  

     
2 3 2 0 3 0f 0 f 0 e e      

  

       
f 0 1

3 321 f 0 2 f 0 1 f 0 1
 

          

Επεηδή είλαη  f 0 1 0    θαη ε f   δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην , έπεηαη όηη είλαη 

 f x 0   γηα θάζε x . 

Επνκέλωο, ε f  είλαη θ π ξ η ή  ζην . 

Γ3. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

     g x f x f α β x ,x      

Είλαη  

       g x f x f α β x α β x            

   f x f α β x      

Επεηδή ε f  είλαη θπξηή ζην , έρνπκε  όηη ε f   είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην . 

Έρνπκε:  

     g x 0 f x f α β x 0           f x f α β x      

 x α β x , αθνύ ε f είλαη γλε. αύμνπζα ζην     

α β
2x α β x

2


      
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 
α β

g x 0 x
2


     

 
α β

g x 0 x
2


     

 

 

 

 

 

Από ην πξόζεκν ηεο  g x  πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα, πξνθύπηεη όηη  

ε g  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  θ ζ ί λ ν π ζ α  ζην 
α β

,
2

 
 
 

 θαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην 

α β
,

2

 


 
,  

νπόηε ε g  παξνπζηάδεη ζην 0

α β
x

2


  ε ι ά ρ η ζ ην , ην νπνίν είλαη ην  

min

α β
g g

2

 
  

 
 

α β α β α β
f f α β 2f

2 2 2

       
         

     
 

Επνκέλωο, γηα θάζε x  ηζρύεη  

     min

α β
g x g f x f α β x 2f

2

 
       

 
. 

 

13o Θ Ε Μ Α  Δ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Δ1. Επεηδή ε επζεία ε : y 2x 5   είλαη αζύκπηωηεο ηεο 
fC  ζην  , έπεηαη όηη  

 
 

x

f x
lim 2: 1

x
  θαη     

x
lim f x 2x 5: 2


  . 

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

     h x f x 2x : 3  . 

Λόγω ηεο (2) έρνπκε  

 
x
lim h x 5


 . 

Από ηελ (3) έρνπκε  

   f x h x 2x  . Είλαη    f x 1 f x    

_

8_

8+x

g(x)

g (x)΄ 0 +

min

α+β
2
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      h x 1 2 x 1 h x 2x        

   h x 1 h x 2     

Είλαη 

 
x
lim h x 5


  θαη  
 

 
x

ω x 1
lim x 1

x ω
lim h x 1 lim h ω 5,



  
  
 

 
    

νπόηε είλαη  

         
x x
lim f x 1 f x lim h x 1 h x 2
 

        

5 5 2 2    . 

Άξα  

    
x
lim f x 1 f x 2


    

Δ2. Έρνπκε:  

      
 

2 2

2

2x x x

f xg x f x
ι lim lim lim 1 2 4

x x x  

 
     

 
 θαη  

  
  

2

x x

f x
β lim g x ιx lim 4x

x 

 
     
 
 

 

        
2 2

x x

f x 4x f x 2x f x 2x
lim lim

x x 

  
    

  
      

 
1 , 2

x

f x
lim f x 2x 2 5 2 2 20

x

  
         

   
 

Επνκέλωο, ε επζεία δ : y 4x 20   είλαη ε α ζ ύ κ π η ωη ε  ηεο gC  ζην  . 

Δ3. Επεηδή ε f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην , έπεηαη όηη γηα νπνηνδήπνηε x  

ε f  είλαη ζπλερήο ζηα δηαζηήκαηα    x 1,x , x,x 1   θαη παξαγωγίζηκε ζηα 

 δηαζηήκαηα    x 1 , x , x , x 1  , 

νπόηε ε f  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ . Μ . Τ .  ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  

 x 1 , x  θαη  x,x 1 . 

Άξα ππάξρνπλ  1x x 1,x   θαη  2x x , x 1   ηέηνηνη , ώζηε  
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 
   

 
     1

f x f x 1
f x f x f x 1 : α

x x 1

 
    

 
 θαη 

 
   

 
     2

f x 1 f x
f x f x 1 f x : β

x 1 x

 
    

 
 

Επεηδή ε f  είλαη θπξηή ζην , έπεηαη όηη ε f   είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην . Έρνπ-

κε  

1 2x 1 x x x x 1        

       1 2f x f x f x αθνύ f      1  

   

           
α , β

f x f x 1 f x f x 1 f x : Σ        

Είλαη  

    
x
lim f x 1 f x 2


    (από ην 1
ν
 εξώηεκα)  

θαη 

    

 

    
x

θ x 1
lim x 1

x θ 1

x θ
lim f x f x 1 lim f θ 1 f θ 2 ,



  
 

  
   

 
       

νπόηε ,ιόγω ηεο (Σ) θαη ηνπ θ ξ η η ε ξ ί ν π  πα ξ ε κ βν ι ή ο  ,  πξνθύπηεη όηη 

 
x
lim f x 2


  . 

Δ4. Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε   

     Η x f x 1 f x , x   
 . 

Είλαη  

      

    

   

H x f x 1 f x

f x 1 x 1 f x

f x 1 f x

   

    

   

 

Έρνπκε : 

 

   

   

 

f γλ.αύμ

x 1 x f x 1 f x

f x 1 f x 0

H x 0



     

    

 

  

 Επνκέλωο ε 
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     Η x f x 1 f x , x     

είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην . 

 Επεηδή ε Η x είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  έρνπκε 

         
      

x x x

x x

Η lim Η x , lim Η x lim Η x ,2 ,

αθνύ lim Η x lim f x 1 f x 2 .

  

 

 

   

  

Έηζη γηα θάζε x ηζρύεη :  

        

   

x
Η x Η lim Η x ,2 Η x 2

f x 1 f x 2


   

   
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14o Θ Ε Μ Α  Β                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Β1. i.         f x xf x e x 1 e : 1    

              xx e 1 : Ε   

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 

  xg x x e 1,x    . 

Η εμίζωζε (Ε) είλαη ηζνδύλακε κε ηελ εμίζωζε  g x 0 . 

Είλαη  

   x xg x x e 1 1 e 0         γηα θάζε x , 

νπόηε ε g  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην . 

Παξαηεξνύκε όηη   0g 0 0 e 1 1 1 0      , 

νπόηε ν αξηζκόο 
0x 0  είλαη ξίδα ηεο εμίζωζεο  g x 0  θαη  

κάιηζηα κνλαδηθή ζην , αθνύ ε είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ζην . 

Άξα ε εμίζωζε (Ε) έρεη α θ ξ η β ώο  κ ί α  ι ύ ζ ε  ζην , ηνλ αξηζκό 
0x 0 . 

ii. Από ηελ (1) παξαγωγίδνληαο ηα κέιε ηεο ωο πξνο x  έρνπκε:  

                                    
      f x xf x e x 1 e

        

        f x x xf x e f x 1 e x 1 e          

                                   f x xf x 1 e xe     

                                  

  
x

f x

f x

x e
f x , αθνύ 1 e 0

1 e

 
   


 

Έρνπκε : 

  
   

x

f x

xe
f x 0 0 x 0 x 0

1 e


        


 

                                f x 0 x 0     

                                f x 0 x 0   
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Από ην πξόζεκν ηεο  f x  πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα πξνθύπηεη όηη  

ε f  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  ,0  θαη γ λ ε ζ ί ωο  θ ζ ί λ ν π ζ α  ζην 

 0, . 

Αθόκε, ε f  παξνπζηάδεη ζην 
0x 0  ν ι η θ ό  κ έ γ η ζ η ν , ην νπνίν είλαη ην  maxf f 0  

iii. Από ηελ (1) γηα x 0  έρνπκε  

     f 0 0f 0 e 0 1 e        f 0
f 0 e 1: α    

Επεηδή ε εμίζωζε xx e 1   έρεη κία κόλν ιύζε ζην , ηνλ αξηζκό 
0x 0 , 

έπεηαη (ιόγω ηεο (α)) όηη είλαη  f 0 0 . 

Άξα ην νιηθό κέγηζην ηεο f  είλαη ην  maxf f 0 0  , 

νπόηε γηα θάζε x  ηζρύεη  

  ma xf x f 0  . 

Επνκέλωο, γηα θάζε x  ηζρύεη  

 f x 0  

Β2. i. Γηα θάζε x  έρνπκε:  

          
               1 1f x g x f x g x f x g x C , C            

    

                               
           1 1 2 2f x g x C x f x g x C x C , C          

Γηα x 1  έρνπκε:  

    1 2f 1 g 1 C 1 C      

        1 2g 1 5 g 1 C C αθνύ f 1 g 1 5        

1 2C C 5    

Γηα x 2  έρνπκε:  

    1 2f 2 g 2 C 2 C     

        1 2g 2 7 g 2 2C C , αθνύ f 2 g 2 7      
1 22C C 7    

Έρνπκε  

8_

8+x

f(x)

f (x)΄

0

0+
_

max
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1 2

1 2

1 2

C C 5
C 2 θαη C 3

2C C 7

 
  

 
 

Άξα γηα θάζε x  ηζρύεη  

     f x g x 2x 3: 1   .  

ii. Επεηδή ε επζεία ε : y 5x 10   είλαη αζύκπηωηε ηεο  
fC  ζην   έπεηαη όηη ηζρύ-

νπλ 

 
 

x

f x
lim 5: α

x
  θαη     

x
lim f x 5x 10: β


   

Έρνπκε  

 
 

   
x x x

g x f x 2x 3 f x 3
ι lim 1 lim lim 2

x x x x  

   
    

 

 α

5 2 0 3        θαη  

    
 

  
1

x x
β lim g x ι x lim f x 2x 3 3x

 
       

     
x x x
lim f x 5x 3 lim f x 5x lim 3
  

          

                 
 β

10 3 7     

Άξα ε επζεία δ : y 3x 7   είλαη ( πι ά γ η α )  α ζ ύ κ π η ωη ε  ηεο gC  ζην  . 

 

14o Θ Ε Μ Α  Γ                     ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 
 

Γ1. Είλαη  

          x xf x x α x β x α x β e θ x e            ,  

όπνπ  

          2θ x x α x β x α x β x α β 2 x αβ α β             
 

είλαη πνιπωλπκηθή ζπλάξηεζε 2
νπ

 βαζκνύ.  

Είλαη: 

  θ α α β 0    

  θ β β α 0    

     2 2

x x x
lim θ x lim x α β 2 x αβ α β lim x
  

           

Επεηδή είλαη  
x
lim θ x


   έπεηαη όηη ππάξρεη γ α  ώζηε  θ γ 0 . Έηζη έρνπκε: 
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    θ γ θ α 0  

    θ α θ β 0  

θαη ε θ  είλαη ζπλερήο ζηα δηαζηήκαηα  γ,α  θαη  α,β  (ωο πνιπωλπκηθή), νπόηε, 

ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρνπλ  1x γ,α  θαη  2x α,β , ώζηε 

 1θ x 0  θαη  2θ x 0 . 

Επνκέλωο ε εμίζωζε  θ x 0  έρεη δύν ηνπιάρηζηνλ ξίδεο 
1 2x ,x   κε 

1 2γ x α x β     θαη επεηδή ε ζπλάξηεζε  θ x  είλαη πνιπωλπκηθή 2
νπ

 βαζκνύ δελ 

έρεη άιιεο πξαγκαηηθέο ξίδεο. Άξα ε εμίζωζε  θ x 0 , νπόηε θαηη ε εμίζωζε 

 f x 0   έρεη αθξηβώο δύν ξίδεο 
1 2x ,x   κε 

1 2x α x β   . (Οη εμηζώζεηο 

 θ x 0  θαη  f x 0   είλαη ηζνδύλακεο ζην , αθνύ είλαη     xf x θ x e   θαη 

xe 0  γηα θάζε x ). 

Γ2. Επεηδή νη αξηζκνί 
1 2x ,x  είλαη νη ξίδεο ηνπ ηξηωλύκνπ  

   2θ x x α β 2 x αβ α β        έπεηαη όηη     1 2θ x x x x x   ,  

νπόηε  

     x

1 2f x x x x x e    . 

Έρνπκε: 

     x

1 2f x 0 x x x x e 0      
 

 
  

xe 0

1 2x x x x 0



   
 

   1 2x ,x x ,    
 

    
   1 2f x 0 x x ,x   

 

         
  1 2f x 0 x x ή x x      

 

 

 

 

 

8_ 8+x

f(x)

f (x)΄

x1 x2

0 0+
_

+

Τ.Μ. Τ. .E
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Από ην πξόζεκν ηεο  f x  πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα πξνθύπηεη όηη ε f  παξνπζηάδεη 

ζην 
1x  ηνπηθό κέγηζην θαη ζην 

2x  ηνπηθό ειάρηζην. 

Γ3. Έρνπκε: 

   
 

 

x2

2

e 0

x

2 2 2f x 0 θ x e 0 θ x 0



        

      2 2 2 2x α x β x α x β 0         

    2 2 2α β 2x x α x β : 1       

Έρνπκε όκωο  2 2x α,β α x β       2

2 2

2

x α 0
x α x β 0

x β 0

 
    

 
 

 1

2 2 2

α β
α β 2x 0 2x α β x

2


         . 

Επεηδή ην 
α β

2


 είλαη ην κέζν ηνπ  α,β  θαη 2

α β
x

2


 , έπεηαη όηη ην 

2x  βξίζθεηαη 

πιεζηέζηεξα ζην β  από όηη ζην α . 

Γ4. Επεηδή νη αξηζκνί 
1 2x ,x  είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζωζεο: 

        θ x 0 x α x β x α x β 0           

 2x α β 2 x αβ α β 0        ,  

ηζρύνπλ: 

      

      

1 1 1 1

2 2 2 2

x α x β x α x β 0

x α x β x α x β 0

       


      

 

  

  
 

1 1 1

2 2 2

x α x β α β 2x
: 2

x α x β α β 2x

     
 

    

 

Αθόκε από ηνπο ηύπνπο Vieta  ηζρύνπλ:  

 1 2

1 2

x x α β 2
: 3

x x αβ α β

   


  
 

Είλαη: 

    
 

 1 1

2
x x

1 1 1 1f x x α x β e α β 2x e       θαη 

    
 

 2 2

2
x x

2 2 2 2f x x α x β e α β 2x e       

Οπόηε έρνπκε: 
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       1 2x x

1 2 1 2f x f x α β 2x e α β 2x e       

     1 2
2 x x

1 2 1 2α β 2 x x α β 4x x e       
 

 

 

      
3

2 α β 2α β 2 α β 2 α β 4 αβ α β e           
 

 

       
2 2 α β 2α β 2 α β 4 α β 4αβ 4 α β e           

 
 

 
2 α β 24αβ α β e     

 
 

 2 2 α β 22αβ α β e      

 
2 α β 2α β e      κε α β  

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

     x β 2h x x β e , x ,β      . 

Είλαη θαλεξό όηη      1 2f x f x h α . 

Είλαη 

        
2x β 2 x β 2h x 2 x β x β e x β e x β 2               

   
2x β 2 x β 22 x β e x β e         

   x β 2x β 2 x β e        

     x β 2x β x β 2 e      
 

 

 

 

 

 

Από ην πξόζεκν ηεο  h x  πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα πξνθύπηεη όηη ε h  είλαη γλεζί-

ωο θζίλνπζα ζην  ,β 2   θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  β 2,β ,  

νπόηε ε h  παξνπζηάδεη ζην 
0x β 2   νιηθό ειάρηζην, ην νπνίν είλαη ην  

     
2 β 2 β 2 2β 4minh x h β 2 β 2 β e 4e           . 

Άξα γηα θάζε  x ,β   ηζρύεη     2β 4h x minh x 4e    . 

Επνκέλωο είλαη  :  

8_

8+x

0 +
_

_

h(x)

h (x)΄
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    2β 4h α minh x 4e      
2 α β 2 2β 4α β e 4e       

                                                                  2β 4

1 2f x f x 4e    

                                                                  2β 4

1 2f x f x 4e 0   . 

 

14o Θ Ε Μ Α  Δ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Δ1. i. Έρνπκε  

                                           
       2f 1 f 5 2f 2 f 3    

       f 5 f 3 2f 2 2f 1     

   
     

f 5 f 3
f 2 f 1 : 1

2


    

Επεηδή ε f  είλαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην , έπεηαη όηη ε f  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋ-

πνζέζεηο ηνπ Θ . Μ . Τ .  ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  1,2 ,  3,5 , 

νπόηε ππάξρνπλ  1μ 1,2  θαη  2μ 3,5   

ηέηνηνη, ώζηε  

 
   

     1

f 2 f 1
f μ f 2 f 1 : 2

2 1


   


 

 
       

 2

f 5 f 3 f 5 f 3
f μ : 3

5 3 2

 
  


 

Από (1), (2) θαη (3) πξνθύπηεη όηη  

   2 1f μ f μ  . 

Άξα ππάξρνπλ 
1 2μ ,μ   κε 

1 2μ μ  (αθνύ  1μ 1,2  θαη   2μ 3,5 ) 

ηέηνηνη ώζηε  

   1 2
f μ f μ   

ii. Επεηδή ε f  είλαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην , έπεηαη όηη ε f   ηθαλνπνηεί ηηο 

πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ . Μ . Τ .  ζην  1 2μ ,μ , 

νπόηε ππάξρεη  0 1 2x μ ,μ  ηέηνην, ώζηε  

 
   2 1

0

2 1

f μ f μ
f x

μ μ

 
 


 

Έρνπκε, όκωο  
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       1 2 2 1

1 2 2 1

f μ f μ f μ f μ 0

μ μ μ μ 0

       
  

    
 

                                     

   
 2 1

0

2 1

f μ f μ
0 f x 0

μ μ

 
   


 

Άξα ππάξρεη 
0x   κε  

 0
f x 0  . 

iii. Επεηδή ε f   είλαη ζπλερήο ζην  θαη είλαη  f x 0   γηα θάζε x , 

έπεηαη όηη ε f   δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην  θαη επεηδή είλαη  0f x 0   

ζπκπεξαίλνπκε όηη είλαη  

 f x 0   γηα θάζε x . 

Δ2. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

     
α β

θ x f x f α β x 2f ,x
2

 
      

 
 

Είλαη  

      θ x f x f α β x α β x 0           

   f x f α β x      

Επεηδή ε f  είλαη θνίιε ζην , έπεηαη όηη ε f   είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην . 

Έρνπκε:  

     θ x 0 f x f α β x 0          

   f x f α β x x α β x          

(γηαηί ε f   είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην )  

α β
2x α β x

2


      

 
α β

θ x 0 x
2


     

 
α β

θ x 0 x
2


   

 

 

 

 

_

8_

8+x

θ(x)

θ΄(x) 0+

α+β
2

max
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Από ην πξόζεκν ηεο  θ x , πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα, πξνθύπηεη όηη  

ε θ  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην 
α β

,
2

 
 
 

 θαη γ λ ε ζ ί ωο  θ ζ ί λ ν π ζ α  ζην 

α β
,

2

 


 
 

νπόηε ε θ παξνπζηάδεη ζην 0

α β
x

2


  ν ι η θ ό  κ έ γ η ζ η ν , ην νπνίν είλαη ην 

max

α β α β α β α β
θ θ f f α β 2f

2 2 2 2

          
            

       
  

α β α β α β
f f 2f 0

2 2 2

       
        

     
. 

Επνκέλωο, γηα θάζε x  θαη α,β  ηζρύεη   maxθ x θ 0   

   
α β

f x f α β x 2f 0
2

 
      

 
 

   
α β

f x f α β x 2f
2

 
      

   
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15o Θ Ε Μ Α  Β                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Β1. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 

   h x f x x  . 

Η ζπλάξηεζε h είλαη ζπλερήο ζην  α,β  ωο δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ (ε f  εί-

λαη ζπλερήο ζην  α,β , ωο παξαγωγίζηκε ζην ). 

Αθόκε είλαη    h α f α α   θαη    h β f β β  .  

Είλαη, όκωο, 

       f α f β α β f α α β f β       , 

νπόηε 

    h β f α α   . 

Άξα είλαη 

         h α h β f α α f α α        

  
2

f α α 0     

Δηαθξίλνπκε: 

  1)    h α h β 0  , ηόηε ζα είλαη  h α 0   ή  h β 0  

  2)     h α h β 0 . 

Σηελ πεξίπηωζε απηή ε h  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ .  B o l za n o  ζην  α,β  

(αθνύ ε h  είλαη ζπλερήο ζην  α,β   θαη    h α h β 0 ), 

νπόηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  μ α,β  ηέηνην, ώζηε  

 h μ 0 . 

Από ηα παξαπάλω πξνθύπηεη όηη ππάξρεη  0x α,β  (είλαη
0x α  ή 

0x β  ή 

 0x μ α,β  ) ηέηνηνο, ώζηε  

   0 0 0h x 0 f x x 0    
 

 0 0
f x x . 

Β2. Έρνπκε  
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         f x x f x x
g x e e . f x x

       

                                                                    
    f x x

e . f x 1
   . 

Είλαη όκωο 

     
   x f x

f x e 2
    

   x f x
f x 2 e

   , 

νπόηε  

      f x x x f x
g x e 2 e 1

         f x x
e 1 g x 1


     

Επνκέλωο, ηζρύεη  

   g x g x 1 0     γηα θάζε x . 

Β3. Γηα θάζε x  έρνπκε  

   g x g x 1 0     

        g x g x 1 g x 1 g x 1        

   xg x 1 ce , c     

     f x xx xg x ce 1 e ce 1: Σ


       

Από ηε (Σ) γηα 
0x x  έρνπκε:  

    0 0 0 0 0 0
f x x x x x x

0 0e ce 1 e ce 1 , αθνύ f x x
 

     

0 0x
 

x
1 ce 1 ce 0 c 0        

Άξα  

   f x x f x xxe 0 e 1 e 1
 
    

 f x x 0e e


   

    xf x x 0 αθνύ ε ζπλάξηεζε θ x e είλαη1 1      

 f x x   

Άξα  

 f x x, x 
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15o Θ Ε Μ Α  Γ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

   2f (x) f 2 x 2x 4x 4: 1               

   f 0 0: 2   

Γ1.Από ηελ (1) , παξαγωγίδνληαο ηα κέιε ηεο ωο πξνο x ,  έρνπκε:  

      2f x f 2 x 2x 4x 4     
 

    f x f 2 x 2 x 4x 4         

     f x f 2 x 4x 4: 3     
 

Από ηελ (3) γηα x 0  έρνπκε:  

       f 0 f 2 4 f 0 f 2 0        
 

   f 0 f 2  
 

Επεηδή δόζεθε όηη ε f   είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ζην  θαη γηα 0 2  ηζρύεη  

   f 0 f 2 ,   

έπεηαη όηη ε f   είλαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην . 

Γ2.Από ηελ (1) γηα x 0  έρνπκε:  

    2f 0 f 2 0 2 0 4 0 4      
 

        f 0 f 2 4 0 f 2 4 , αθνύ f 0 0        

 f 2 4 
 

Η f  ωο παξαγωγίζηκε ζην  είλαη ζπλερήο ζην . 

Επεηδή ε f  είλαη ζπλερήο ζην  0,2  (αθνύ είλαη ζπλερήο ζην ) θαη ηζρύεη  

   f 0 0 2 4 f 2 ,      

έπεηαη ζύκθωλα κε ην ζ ε ώξ ε κ α  ε λ δ η ά κ ε ζ ωλ  η η κ ώλ , όηη ππάξρεη  0x 0,2  

ηέηνηνο, ώζηε  

 0
f x 2  

Γ3.Επεηδή ε f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην , έπεηαη όηη ε f  είλαη ζπλερήο ζηα δηαζηή-

καηα    0 00,x , x ,2  θαη παξαγωγίζηκε ζηα δηαζηήκαηα    0 00,x , x ,2 , 

νπόηε ε f  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ. ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα 

   0 00,x θαη x ,2 . 
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Επνκέλωο, ππάξρνπλ  1 0x 0,x  θαη  2 0x x ,2  ηέηνηνη, ώζηε  

 
   0

1

0

f x f 0
f x

x 0


  

 0 0

2 0 2
0

x x


   θαη  

 
   0

2

0 0 0

f 2 f x 4 2 2
f x 0

2 x 2 x 2 x

 
    

  
 

Είλαη  

   
0 0

1 2

0 0

x 2 x1 1 1 1
1

2 2f x f x 2 2

x 2 x


     

 



 

Άξα ππάξρνπλ  1 2x ,x 0,2  ηέηνηνη, ώζηε  

   1 2

1 1
1

f x f x
 

 
. 

Γ4.Έρνπκε 

      1 0 2 1 2 1 20 x x x 2 x x f x f x , α( )θνύ f           1    

                 

0

0

x 0
2 x 0

0 0

0 0

2 2
2 2 x 2x

x 2 x

 
   

    


 

                
0 0 02 x x 2x 2     

 

0
x 1  

 

15o Θ Ε Μ Α  Δ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Δ1. ..  

      f 1 f x f x 2x 6: 1      

   f 0 5: 2   

   
   

x x

f x f x
lim lim L ,0 : 3

x x 
     

Έζηω 
1 2x ,x    κε  

   1 2f x f x . 

Έρνπκε:  
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   
   

   

     

   

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 f x 1 f x f 1 f x f 1 f x
f x f x

f x f x f x f x

       
   

   

             

         1 1 2 2f 1 f x f x f 1 f x f x       

 1

1 2 1 2 1 22x 6 2x 6 2x 2x x x         

Επνκέλωο, ε f  είλαη 1 1 . 

Από ηελ (1) γηα x 0  έρνπκε:  

    f 1 f 0 f 0 2 0 6      

    f 1 5 5 6 , αθνύf 0 5       

 f 6 1   

Από ηελ (1) γηα x 3  έρνπκε:  

           f 1 f 3 f 3 2 3 6 f 1 f 3 f 3         

                  1 f 3 3 , αθνύ ε f είλαη1 1     

                                            f 3 2   

Δ2. Επεηδή ε f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην , έπεηαη όηη ε f  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέ-

ζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ. ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  0,3  θαη  3,6 , 

νπόηε ππάξρνπλ  1x 0,3  θαη  2x 3,6  ηέηνηα, ώζηε  

 
   

1

f 3 f 0 2 5 3
f x 1

3 0 3 3

  
     


  

θαη  

 
   

2

f 6 f 3 1 2 3
f x 1

6 3 3 3

   
     


. 

Επεηδή ηζρύεη 

     1 2f x f x 1      

θαη είλαη 
1 2x x  (αθνύ 

1 20 x 3 x 6    ), έπεηαη όηη ε f   δελ είλαη 1 1  

Δ3. Από ηελ (1) παξαγωγίδνληαο ηα κέιε ηεο ωο πξνο x  έρνπκε  

       f 1 f x f x 2x 6      

       f 1 f x 1 f x f x 2       
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      f 1 f x f x f x 2       

       f x f 1 f x 1 2: 4      

Από ηελ (4) πξνθύπηεη όηη  f x 0   γηα θάζε x  θαη  

επεηδή ε f   είλαη ζπλερήο ζην , πξνθύπηεη όηη ε f   δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν 

 ζην . 

Είλαη  1f x 1 0     θαη ε f   δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην , 

νπόηε είλαη  

 f x 0   γηα θάζε x . 

Άξα ε f  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  θ ζ ί λ ν π ζ α  ζην . 

Δ4. Η f  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα  θαη   ζπλερήο ζην  (ωο παξαγωγίζηκε ζην )  

Αθόκε είλαη  

 
 

x x

f x
lim f x lim x

x   

 
    

 
 

(αθνύ 
 

x

f x
lim m 0

x
   θαη

x
lim x


  ) θαη 

 
 

x x

f x
lim f x lim x

x 

 
    

 
, 

(αθνύ 
 

x

f x
lim L 0

x
   θαη 

x
lim x


  ) 

Επνκέλωο, ην ζ ύ λ ν ι ν  η η κ ώλ  ηεο f  είλαη ην  

        
x x

f lim f x , lim f x ,
 

     . 

Δ5. Από ηελ (1) γηα θάζε x 0  έρνπκε:  

    
 

f 1 f x f x 6
2 : 4

x x x


    

Είλαη 

 
 

x

f x
lim L ,0

x
    θαη  

     
 

 
x x

f 1 f x f 1 f x 1 f x
lim lim

x 1 f x x 

   
  

  
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  
 

 
x x

f 1 f x f x1
lim lim

1 f x x x 

  
   

  
 

                                                       m 0 L m L      

(  Είλαη  
  
 

 
    x

u 1 f x

lim 1 f x

x u

f 1 f x f u
lim lim m

1 f x u



   
   
 

 


 


  ) 

Έηζη από ηελ (4) έρνπκε:  

    
x x

f 1 f x f x 6
lim lim 2

x x x 

   
         

 

 m.L L 2 0 L m L 2: α         

Είλαη  

 
 

x

f x
lim m ,0

x
    

θαη  

     
 

 
x x

f 1 f x f 1 f x 1 f x
lim lim

x 1 f x x 

   
  

  

 

  
 

 
x x

f 1 f x f x1
lim lim

1 f x x x 

  
   

  
 

 L 0 m L m      

(
  
 

 
    x

u 1 f x

lim 1 f x

x u

f 1 f x f u
lim lim L

1 f x u



   
   
 

 


 


 ) 

Έηζη από ηελ (4) έρνπκε: 

    
x x

f 1 f x f x 6
lim lim 2

x x x 

   
         

 

 Lm m 2 0 Lm m 2: β        

Από (α) θαη (β) έρνπκε: 

Lm L 2 Lm L Lm m

Lm m 2 Lm m 2

     
 

    
 



414 

   2

L mL mL m

m 1 δεθηή ή m 2 απνξ.m m m 2 m m 2 0

   
    

          
 

Άξα 

L m 1   . 

 

 

 

 

 


