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1o Θ Ε Μ Α  Β
 

Β1. Γηα x 0  είλαη  

2
2εκ x

f (x) x 4
x

     

Δπεηδή ε f  είλαη ζπλερήο ζην IR άξα θαη ζην 0 ζα είλαη  

2

x 0 x 0

εκx
f(0) limf(x) lim εκx x 4 1 0 4 2

x 

 
        

 
 

Β2. Δίλαη 

2
2 2εκ π

f (π) π 4 π 4
π

      

2
2 2εκ ( π)

f ( π) ( π) 4 π 4
π


      


 

Γειαδή π π   θαη  f (π) f ( π)   

Άξα ε  f  δ ε λ  ε ί λ α η   1 1 . 

Β3. Δίλαη  

2
2εκ x

x 4 , x 0
f (x) x

2 , x 0


  

 
   

Γηα x 0  ε  f
 
 είλαη παξαγωγίζηκε ωο πξάμεηο κεηαμύ παξαγωγίζηκωλ 

ζπλαξηήζεωλ κε παξάγωγν  

2

2 2

2εκxζπλx x εκ x 2x
f '(x)

x 2 x 4

 
 



2

2 2

xεκ2x εκ x x

x x 4


 


 

Γηα x 0  έρνπκε  
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2
2

x 0 x 0

εκ x
x 4 2

f (x) f (0) xlim lim
x x 

  


 

22

2x 0

x 4 2εκ x
lim

x x

  
  
 
 

 

2 2

2x 0

εκx x 4 4
lim

x x( x 4 4)

   
   
    

2

2x 0

εκx x
lim 1

x x 4 4

  
    
    

 

Άξα 

2

2 2

xεκ2x εκ x x
, x 0

xf (x) x 4

1 , x 0

 
 

  




 

Β4. ΢ην *IR  ε f '  είλαη ζπλερήο ωο πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ. 

Γηα x 0  είλαη 

2

2 2x 0 x 0

xεκ2x εκ x x
limf '(x) lim

x x 4 

 
   
  

 

2

2x 0

εκ2x εκx x
lim 2

2x x x 4

  
    

   

22 1 1 0 1 f '(0)       

Άξα ε  f   είλαη ζπλερήο θαη ζην 0. 

Άξα ε  f   είλαη ζ π λ ε ρ ή ο   ζην IR . 

Β5.           

2

2 2x x

xεκ2x εκ x x
lim f '(x) lim

x x 4 

 
   
  

  

x 0
2

2x

2

1 1 x
lim εκ2x εκ x

x x 4
x 1

x





 
 
   
 

  
 

2

2x

2

1 1 1
lim εκ2x εκ x

x x 4
1

x



 
 
    
 

 
 

 

0 0 1 1     . 

γηαηί  
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2

2x x

1 1
lim εκ2x 0 θαη lim εκ x 0

x x 

   
    

   

     

ωο « κεδεληθή ∙ θξαγκέλε » 

 

1o Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. Έζηω  

2

f (x) x 3
g(x)

x 4

 



 

Άξα  

2f (x) g(x)(x 4) x 3      θαη 
x 2
limg(x) 1


  

Οπόηε  

2

x 2 x 2
limf (x) lim[g(x)(x 4) x 3]
 

      1 0 2 3 1    . 

Ζ f  είλαη ζπλερήο ζην IR  άξα θαη ζην 1 νπόηε  

x 2
limf(x) f(2) f(2) 1


   . 

Γ2.  
2

x 2 x 2

f (x) f (2) g(x)(x 4) x 3 1
lim lim

x 2 x 2 

    
 

 
 

x 2

g(x)(x 2)(x 2) (x 2)
lim

x 2

   
 

 x 2
lim[g(x)(x 2) 1] 1 4 1 3


       

άξα 

f (2) 3   

Γ3. Δίλαη  

x 2 x 2

f (x) f (2) f (x) 1
f '(2) 3 lim 3 lim 3

x 2 x 2 

 
    

 
.  

Οπόηε  

3 3 3 3 3

3 3x 1 x 1 x 1

f (x 1) 1 f (x 1) 1 (x 1) 2 f (x 1) 1 x 1
lim lim lim

(x 1) 2 (x 1) 2x 3 2 x 3 2 x 3 2  

           
      

           
 

33 u x 1

3x 1 u 2

f (x 1) 1 f (u) 1
lim lim 3

(x 1) 2 u 2

 

 

  
 

  
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3 3 2

x 1 x 1 x 1

2

x 1

x 1 (x 1)( x 3 2) (x 1)(x x 1)( x 3 2)
lim lim lim

x 3 4x 3 2 ( x 3 2)( x 3 2)

lim (x x 1)( x 3 2) 3 4 12

  



        
  

      

       




 

Άξα 

3

x 1

f (x 1) 1
lim 3 12 36

x 3 2

 
  

 
 

Γ4. Πξέπεη 

       Ζ h  λα είλαη ζπλερήο ζην 1, δειαδή :     
x 1 x 1
lim h(x) lim h(x) h(1)

  
   

  
x 1 x 1

h(x) h(1) h(x) h(1)
lim lim IR

x 1 x 1  

 
 

 
 

Δίλαη 

2

x 1 x 1
lim h(x) lim [f (2x) x 1] f (2) 1 1 1

  
      

 

αθνύ ε f (2x) είλαη ζπλερήο ωο ζύλζεζε ηωλ ζπλερώλ  f  θαη  2x 

2

x 1 x 1
lim h(x) lim (3x αx β) 3 α β

  
       

h(1) f (2) 1 1 1     . 

Άξα πξέπεη  

3 α β 1 β α 2            (1) 

2 u 2x

x 1 x 1

h(x) h(1) f (2x) x 1 1
lim lim

x 1 x 1 



 


   
 

 
 

         

2
2

2

u 2 u 2 u 2

u uf (u) 2 f (u) 2
4f (u) u 82 4lim lim lim

u u 2 2(u 2)
1

2 2

  

 
    

  
   

 


 

        
2

u 2

4f (u) 4 u 4
lim

2(u 2)

  
 

 u 2

4(f (u) 1) (u 2)(u 2)
lim

2(u 2) 2(u 2)

   
  

  
 

         
u 2

f (u) f (2) u 2
lim 2

u 2 2

  
  

 
2f '(2) 2 2 3 2 8       
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2 (1)

x 1 x 1

h(x) h(1) 3x αx β 1
lim lim

x 1 x 1  

   
 

 
  

         
2

x 1

3x αx α 2 1
lim

x 1

   
 


 

x 1

3(x 1)(x 1) α(x 1)
lim

x 1

   



 

         
x 1
lim [3(x 1) α] 6 α


      

Οπόηε  πξέπεη 

6 α 8 α 2     

Από  (1): 

β 4   

1o Θ Ε Μ Α  Δ  

Γ1. Δίλαη 

f 
2 
( x ) + εκ

2
x = x

2
   f 

2 
( x ) =  x

2
 – εκ

2
x . 

Eπνκέλωο: 

f ( x ) = 0  f 
2
( x ) = 0  x

2
 – εκ

2
x = 0  x

2
 = εκ

2
x  | x

 
| = | εκx |  (1) 

Aιιά  γηα θάζε x IR ηζρύεη  | εκx | ≤  | x
 
| θαη ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα x = 0. 

Οπόηε από  (1)  ηζνδύλακα πξνθύπηεη  x = 0. 

Γ2. Ζ   f ( x ) έρεη κνλαδηθή ξίδα ην 0.   

Eπνκέλωο : 

       Ζ είλαη ζπλερήο ζην ( - ∞, 0 ) θαη   

      f ( x ) ≠ 0  γηα θάζε x ( - ∞, 0 )  

άξα ε  f   δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην ( - ∞, 0 )  

θαη επεηδή  f ( – π) = π > 0 ζπκπεξαίλνπκε  όηη    

f(x)>0  γηα θάζε x ( - ∞, 0 ).  

Οπόηε γηα θάζε x ( - ∞, 0 ) είλαη     

f 
2 
( x ) =  x

2
 – εκ

2
x     f ( x ) = 2 2x εκ x  

Eπίζεο 

     Ζ είλαη ζπλερήο ζην ( 0, + ∞ ) θαη   

      f ( x ) ≠ 0  γηα θάζε x ( 0, + ∞ )  

άξα ε  f   δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην ( 0, + ∞ ) θαη επεηδή  f ( π )  = – π < 0 
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ζπκπεξαίλνπκε  όηη   f ( x ) < 0  γηα θάζε x ( 0, + ∞ ).  

Οπόηε γηα θάζε x ( 0, + ∞ ) είλαη  

f 
2 
(x)= x

2
–εκ

2
x f(x)= – 2 2x εκ x  

Άξα 

2 2

2 2

x κ x, x < 0
f(x) =

x εκ x, x 0

2 2

2 2

x εκ x, x 0
ε

f (x) 0 , x 0

x εκ x, x 0

     
   

   
  

 

Γ3.  Αλ   x ( - ∞, 0 ) ηόηε ε   f   είλαη παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε ωο ξηδηθό   

παξαγωγίζηκεο   ζπλάξηεζεο κε παξάγωγν 

 
 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

x εκ x 2x 2εκx(εκx) x εκxζπλx
f (x) x εκ x

2 x εκ x 2 x εκ x x εκ x


   

     
  

 

 Αλ   x ( 0, + ∞ ) ηόηε ε   f   είλαη παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε ωο ξηδηθό  

παξαγωγίζηκεο  ζπλάξηεζεο κε παξάγωγν 

 
 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

x εκ x 2x 2εκx(εκx) x εκxζπλx
f (x) x εκ x

2 x εκ x 2 x εκ x x εκ x


   

         
  

 

  ΢ην  x0 = 0 είλαη : 

     

2
2

22 2

x 0 x 0 x 0

εκ x
x 1

xx εκ x 0f (x) f (0)
lim lim lim

x 0 x x    

 
 

   
  


 

 

2 2

2
x 0

x 0 x 0 x 0

2

εκx εκx
| x | 1 x 1

x x εκx
lim lim lim 1

x x x

1 1 0

  



  

   
     

    
      

 

   

 

     

2
2

22 2

x 0 x 0 x 0

εκ x
x 1

xx εκ x 0f (x) f (0)
lim lim lim

x 0 x x    

 
  

    
  


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2 2

2
x 0

x 0 x 0 x 0

2

εκx εκx
| x | 1 x 1

x x εκx
lim lim lim 1

x x x

1 1 0

  



  

   
      

    
      

 

   

 

Άξα ε   f  είλαη παξαγωγίζηκε θαη ζην  0  κε  f ΄(0)=0 

Δπνκέλωο 

2 2

2 2

x εκxζπλx
, x 0

x εκ x

f (x) 0 , x 0

x εκxζπλx
, x 0

x εκ x







  
 
 
 

 

Γ4. Γηα θάζε  x ( 0, + ∞ ) έρνπκε : 

 

 
2

2 2 2

2x x x

2 2

x x

εκ x
lim f (x) lim x εκ x lim x 1

x

εκx εκx
lim | x | 1 lim x 1

x x

  

 

  
        
   

   
   

           
      
   

 

Δίλαη  

     
1 1 1 1 1 εκx 1

| εκx | 1  |εκx |  εκx   
x x x x x x x

          

     
x x

1 1
lim 0 θαη lim 0

x x 

 
   
 

 

νπόηε από ην θ ξ η ηή ξ η ν  η ε ο  πα ξ ε κ βν ι ή ο  πξνθύπηεη όηη  

x

εκx
lim 0

x
  

Άξα 

2

x
lim f(x) ( ) 1 0


       

Γ5. Αξθεί λα δείμνπκε όηη ε εμίζωζε   f ( x ) = h ( x )  έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα 
 

 ζην δηάζηεκα   (0, + ∞ ) . 

Γηα θάζε  x ( 0, + ∞ )  ε εμίζωζε   f ( x ) = h ( x ) ηζνδύλακα γξάθεηαη : 
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2 2 x x 2 2x εκ x e ln x e ln x x εκ x 0        

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε   

x 2 2θ(x) e ln x x εκ x, x (0, )      

   Ζ θ είλαη ζπλερήο ζην ( 0, + ∞ ) ωο πξάμεηο κεηαμύ ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ  

     x 2 2 0 2 2

x 0 x 0
lim θ(x) lim e ln x x εκ x e ( ) 0 0

  
          

Άξα  θ ( x ) < 0  θνληά ζην 0
+
.   

Δπνκέλωο ππάξρεη  x1  > 0 , θνληά ζην 0 ηέηνηνο ώζηε      θ (x1 ) < 0  

     
2

x 2 2 x 2

2x x x

εκ x
lim θ(x) lim e ln x x εκ x lim e ln x x 1

x  

  
        
   

 

2 2
x 0

x x

x x

εκx εκx
lim e ln x | x | 1 lim e ln x x 1

x x



 

   
   

            
      
   

 

                                             ( )( ) ( ) 1 0         

Άξα  θ ( x ) > 0  ζηελ πεξηνρή ηνπ +. 

Δπνκέλωο ππάξρεη  x2  ζηελ πεξηνρή ηνπ  + , άξα  x2  > x1 ,   

ηέηνηνο ώζηε 

θ(x2)>0  

H h είλαη ζπλερήο ζην [ x1 , x2  ]  ( 0, +  ) ωο πξάμεηο κεηαμύ ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ,  

επνκέλωο ηζρύεη ην Θ .  B o l za n o  ζην [ x1, x2]  ( 0, +  ) 

θαη ζπλεπώο ε εμίζωζε  

θ(x)=0 f(x)=h(x) 

έρεη κ η α  ην π ι ά ρ η ζ ην λ  ξ ί δ α  ζην  ( x1 , x2 )  ( 0, +  ). 
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2o 

 

2o Θ Ε Μ Α  Β
 

Β1. Γηα y = 1 ε δνζείζα ζρέζε γίλεηαη   

f (x) f (1) ln x x 1 f (x) f (1) ln x x 1                (1) 

θαη γηα y = e έρνπκε   

x
f (x) f (e) ln x e f (x) f (e) ln x lne x e

e

f (x) f (e) ln x 1 x e

         

     

    (2) 

Με πξόζζεζε θαηά κέιε ηωλ (1) θαη (2) παίξλνπκε :  

 
2f (x) f (1) f (e) 2ln x 2x 2 e 2f (x) e 2 2ln x 2x 2 e

2f (x) 2ln x 2x f (x) ln x x

             

     
 

Ζ  f (x) ln x x   επαιεζεύεη ηε δνζείζα ζρέζε θαη ζπλεπώο είλαη ε δεηνύκελε ζπ-

λάξηεζε. 

Β2. Γηα θάζε   
1 2 1 2x , x (0, ) κε x x   (3)   έρνπκε:   

1 2ln x ln x (4)  

Με πξόζζεζε θαηά κέιε ηωλ (3)  θαη  (4)  παίξλνπκε   

1 1 2 2 1 2ln x x ln x x f (x ) f (x )      

άξα ε  f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζπλεπώο 1-1 θαη επνκέλωο αληηζηξέθεηαη. 

Σν πεδίν νξηζκνύ ηεο  1f   είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο  f . 

Δίλαη 

x 0 x 0
lim f (x) lim (ln x x) 0

  
       

x x
lim f (x) lim (ln x x)
 

       

Δπνκέλωο    

 1f xx 0
D f (A) lim f (x), lim f (x) ( , ) IR

 
       

Β3. Δίλαη  

2
2 23 x 3x 3

ln x 3 x 4x 3 ln x 4x 3
x x

   
          

   
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Πξέπεη    

2
2x 3x 3

0 x(x 3x 3) 0 x 0
x

 
       , 

γηαηί ην  ηξηώλπκν 2x 3x 3    έρεη  

δηαθξίλνπζα  Γ = - 3 < 0,  νπόηε  2x 3x 3 0, γηα θάζε x IR     

Γηα θάζε  x > 0  έρνπκε :   

2
2 2 2

f
2 2 2

2 2

x 3x 3
ln x 4x 3 ln(x 3x 3) ln x x 4x 3

x

ln(x 3x 3) x 3x 3 ln x x f (x 3x 3) f (x)

x 3x 3 x x 4x 3 0 x 1 ή x 3



  
           

 

            

          

 

Αιιά  x > 0  νπόηε ε αλίζωζε αιεζεύεη γηα θάζε x (0, 1) (3, )    

Β4. Ζ  εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 1f    έρεη εμίζωζε :  

1 1y f (1) (f ) '(1)(x 1)     

Δίλαη    

f :1 1
1 1f (1) ω f (ω) 1 f (ω) f (1) ω 1 f (1) 1


           

Δπίζεο γηα θάζε 1f
x D IR   ηζρύεη   1f f (x) x   

Αθνύ ε 
1f 
 είλαη παξαγωγίζηκε, γηα θάζε x IR  έρνπκε  

  1f f (x) (x) 
  

 1 1f f (x) (f ) (x) 1     

Γηα  x = 1  είλαη  

 1 1 1f f (1) (f ) (1) 1 f (1)(f ) (1) 1        

Δίλαη  

1
f '(x) 1

x
    νπόηε f '(1) 2 . 

Δπνκέλωο  

1 1 1
2(f ) (1) 1 (f ) (1)

2

      

Άξα  ε εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 
1f 
 ζην 

0x 1  είλαη  
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1 1 1 1 1
y 1 (x 1) y x 1 y x

2 2 2 2 2
         

 

 

2o Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. Ζ  h  είλαη 2 θνξέο  παξαγωγίζηκε ζην ΗR κε      

        
   

   

αx βx αx βx

αx βx 2 αx 2 βx

h '(x) e αx ' 2e βx ' 1 αe 2βe 1

h ''(x) αe αx ' 2βe βx ' α e 2β e

     

   
 

Οπόηε  

        

 

 
 

 

2

2

2 2 0 2 0 0 0 2

2 2 2 2 2

2

α 1 0
2 2

β 1 0
2

h (0) h (0) 3(β 1 ) α α e 2β e (αe 2βe 1) 3β 3 α 0

α 2β α 2β 1 3β α 3 0 (α 2α + 1) + (β 2β 1) 0

α 1 0 α 1 0

(α 1) (β 1) 0 θαη θαη

β 1 0β 1 0

 

 

              

              

     
  

         
     

α = 1

θαη

β = - 1

 

Γ2. Δίλαη 
x xh(x) e 2e x 1, x IR     .  

 Οπόηε h(0) 0  

 Γηα θάζε 
1 2x , x IR   κε 

1 2x x    είλαη   

            

1 2

1 2 1 2

x x

1 2

x x x x

1 2

1 2 1 2

x x e e

x x e e 2e 2e

x x x 1 x 1

   

  

        

    

(1)

(2)

(3)

  

          κε πξόζζεζε θαηά κέιε ηωλ (1), (2), (3) παίξλνπκε 

                                   1 1 2 2x x x x

1 2 1 2e 2e x 1 e 2e x 1 h(x ) h(x )
 

            

Άξα ε  h  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο Α = IR θαη ζπλεπώο 1 - 1 . 

Δπνκέλωο       

 h(x) 0 h(x) h(0) x 0      

 h(x) 0 h(x) h(0) x 0      

 h(x) 0 h(x) h(0) x 0      

Γ3. Δίλαη :
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  2015 2015 2016 2016h(μ) e 2e 2016 e 2e 2017 h(μ) h(2015)h(2016)         

Γηα θάζε  x > 0  είλαη h(x) 0 . 

Oπόηε ε ζρέζε h(μ) h(2015) h(2016)    ηζνδύλακα γξάθεηαη 

2 2h (μ) h(2015)h(2016) h (μ) h(2015)h(2016) 0     

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε   2G(x) h (x) h(2015)h(2016), x [2015, 2016]    

 Ζ  G  είλαη ζπλερήο ζην 2015, 2016  ωο πξάμεηο κεηαμύ ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ. 

  2G(2015) h (2015) h(2015)h(2016) h(2015) h(2015) h(2016) 0     , γηαηί 

2015 0 h(2015) 0    θαη 

2015 2016 h(2015) h(2016) h(2015) h(2016) 0


     
h

 

  2G(2016) h (2016) h(2015)h(2016) h(2016) h(2016) h(2015) 0     , γηαηί 

2016 0 h(2016) 0    θαη 

2015 2016 h(2015) h(2016) h(2016) h(2015) 0


     
h

 

Άξα   

G(2015)G(2016) 0  

Δπνκέλωο από ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη  μ 2015, 2016  ηέηνην ώζηε  

G(μ) 0 h(μ) h(2015) h(2016)   
 

Δπεηδή ε  h  είλαη γλεζίωο αύμνπζα άξα  1 – 1, ην μ είλαη κνλαδηθό. 

Γ4. Δίλαη  

 x x

x x
lim h(x) lim e 2e x 1

 
       γηαηί 

u x
x x u

x x u x
lim e , lim ( 2e ) lim ( 2e ) 2 0 0, lim (x 1)




    
             

Θέηνπκε    
1

u
h(x)

 ,    νπόηε    

x x

1
lim u lim 0

h(x) 
      αθνύ 

x
lim h(x)


  . 
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Δπίζεο  
1

u 0
h(x)

   ζηελ πεξηνρή ηνπ   αθνύ h(x) 0  γηα θάζε x > 0 

Άξα όηαλ  x , u 0  . 

Οπόηε 

 

2

2x u 0 u 0 u 0 u 0

1 1 1 εκu 1 εκu
lim h (x) εκ lim εκu lim lim lim

h(x) u u u u u

1

       

     
           

    

    

 

Γ5. Οη   f  θαη  g είλαη παξαγωγίζηκεο ζην ΗR κε  

  
x xf '(x) e xe          θαη      

2x 2x1
g '(x) 2e 2 e 2

2
       

Oη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ ζπλαξηήζεωλ  f ,  g  δέρνληαη ζην θνηλό ηνπο ζεκείν  

0 0M(x , y )  θνηλή εθαπηνκέλε αλ θαη κόλν αλ  

0 0

0 0 0

x 2x

0 0 0 0

x x 2x0 0
0

1
f (x ) g(x ) x e θ e 2x ι (1)

2
f '(x ) g '(x )

e x e e 2 (2)


      

 
     

 

 Ζ εμίζωζε  (2) γξάθεηαη  

 

00 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

xx 2x
x x 2x x x0

0 0x x x x

Γ2.
x x

0 0 0

x ee e 2
e x e e 2 1 x e 2e

e e e e

e 2e x 1 0 h(x ) 0 x 0





              

        

 

Ζ εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην ζεκείν  M(0, f (0))  έρεη εμίζωζε   

y f (0) f '(0)(x 0) y f '(0)x f (0)       

θαη δηέξρεηαη από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ αλ θαη κόλν αλ  f (0) 0 θ = 0  

Από  (1) γηα 
0x 0 θαη   θ 0    έρνπκε :   

0 01 1
0 e 0 e 2 0 ι 0 ι

2 2
           

1
ι =

2
 

Οπόηε :    

f (0) g(0) 0

f '(0) g '(0) 1

 


 
 

θαη ε εμίζωζε ηεο θνηλήο εθαπηνκέλεο είλαη  
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y f '(0)x f (0)   y = x  

2o Θ Ε Μ Α  Δ  

Γ1. Θέηνπκε 
f (x) x 6

h(x)
x 3

 



 νπόηε  

x 3

7
lim h(x)

6


        θαη       f (x) h(x)(x 3) x 6     

Δίλαη    
x 3 x 3

7
limf (x) lim h(x)(x 3) x 6 0 9 3

6 


        
 

 

θαη επεηδή ε  f  είλαη ζπλερήο ζην ΗR  άξα θαη ζην 3, έρνπκε  

x 3
lim f (x) f (3) 3


   

Έρνπκε  

 

  
  

 
  

  

x 3 x 3 x 3

2
2

x 3 x 3

x 3 x 3

f (x) f (3) h(x)(x 3) x 6 3 h(x)(x 3) x 6 3
lim lim lim

x 3 x 3 x 3 x 3

x 6 3 x 6 3 x 6 3
lim h(x) lim h(x)

x 3 x 6 3 x 3 x 6 3

x 6 9 x
lim h(x) lim h(x)

x 3 x 6 3

  

 

 

        
    

    

       
      
       
    

 
     

   
 

  

x 3 x 3 x 3

3

x 3 x 6 3

1 1 7 1
lim h(x) lim h(x) lim 1

6 6x 6 3 x 6 3  

 
  

   
 

 
        

    

 

Άξα ε   f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην 3 κε f '(3) 1   

Ζ εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην ζεκείν ηεο   

 Α 3, f (3) είλαη : 

ε : y f (3) f '(3)(x 3) y 3 1(x 3) y 3 x 3              x + y -6 = 0  

Γ2. Ζ  g(x)  είλαη πνιπωλπκηθή ζπλάξηεζε βαζκνύ λ 1  νπόηε  

 ε   4g(x) 9  ζα είλαη βαζκνύ  λ ,   

 ε   g'(x)   ζα είλαη βαζκνύ  λ - 1, άξα  
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 ε    
2

g '(x)  ζα είλαη βαζκνύ  2(λ - 1), ζπλεπώο από ηελ ηζόηεηα  

 
2

g (x) 4g(x) 9    

 πξνθύπηεη     
2

βαζκ. g (x) βαζκ. 4g(x) 9     

άξα  

2(λ 1) λ 2λ 2 λ λ 2        

Eπνκέλωο  2g(x) αx +βx γ,   α 0     θαη  g'(x) 2αx+ β   

Οπόηε : 

 
2 2 2

2 2 2 2

g (x) 4g(x) 9 (2αx β) 4(αx βx γ) 9

4α x 4αβx β 4αx 4βx 4γ 9

        

      
 

Από ηελ ηζόηεηα ηωλ πνιπωλύκωλ παίξλνπκε : 

2

α 0

2 2 2

4α 4α α 1 α 1

4αβ 4β 4αβ 4β 4β 4β ηζρύεη

β 4γ 9 β 4γ 9 β 4γ 9


    
  

      
        

 

Eίλαη    
α 1

h 0

g(2 h) g(2)
lim 3 g'(2) 3 4α β 3 4 β 3 β 1

h





 
             

Δπνκέλωο   
2 2β 4γ 9 ( 1) 4γ 9 1 4γ 9 4γ = 8 γ = 2              

Άξα    

2g(x) x x 2, x IR    . 

Γ3.  i. Έζηω  Μ( xo,  g(xo))  ζεκείν επαθήο θαη ε ε εθαπηνκέλε ηεο  Cg  ζην Μ. 

Δίλαη : 

  

2

0 0 0 0 0 0 0

2 2

0 0 0 0 0

2

0 0

ε : y g(x ) g '(x )(x x ) y (x x 2) (2x 1)(x x )

y x x 2 (2x 1)x 2x x

y (2x 1)x x 2

          

        

    

 

Ζ ε  δηέξρεηαη από ην ζεκείν   
5

B μ,
2

 
 

 
  αλ θαη κόλν αλ 

2 2 2

0 0 0 0 0 0

5
(2x 1) μ x 2 5 4x μ 2μ 2x 4 2x 4μ x 2μ 1 0

2
                   (1) 
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Ζ  (1)  είλαη εμίζωζε 2
νπ

 βαζκνύ ωο πξνο  xo  κε δηαθξίλνπζα : 

2 2 2 2 2

2 2

Γ ( 4μ) 4 2(2μ 1) 16μ 16μ 8 8(2μ 2μ 1) 8(μ μ 2μ 1)

8 μ ( γηα θάζε μ ΗRμ .1) 0,

               

     

. 

Δπνκέλωο έρεη δύν ξίδεο άληζεο  
1 2x , x . 

Άξα ππάξρνπλ δύν ζεκεία επαθήο    1 1 1 2 2 2M x , g(x ) θαη M x , g(x ) . 

Αλ 
1 2ε , ε  νη εθαπηόκελεο ηεο Cg  ζηα 

1 2M θαη M  θαη  
1 2ι θαη ι νη ζπληειεζηέο  

δηεύζπλζεο ηωλ εθαπηόκελωλ αληηζηνίρωο, ηόηε : 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2ι ι g'(x )g'(x ) (2x 1)(2x 1) 4x x 2x 2x 1 4x x 2(x x ) 1            

 

Από ηνπο ηύπνπο Vieta  είλαη  

1 2 1 2

γ 2μ 1 β 4μ
x x θαη x x 2μ

α 2 α 2

 
         

Οπόηε : 1 2

2μ 1
ι ι 4 2 2μ 1 4μ 2 4μ 1 1

2


            θαη ζπλεπώο  

1 2ε ε . 

Άξα  από ην ζεκείν   
5

B μ,
2

 
 

 
 δηέξρνληαη δύν εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο  

παξάζηαζεο ηεο  g, νη νπνίεο είλαη θάζεηεο κεηαμύ ηνπο.  

ii.  Δίλαη  
x 3 x 3

f (x) f (3) f (x) 3
f '(3) 1 lim 1 lim 1

x 3 x 3 

 
       

 
 

 

3 3

3 3 3 3

2 22x 2 x 2 x 2 x 2

3 3

f (x 5) 3 f (x 5) 3

f (x 5) 3 f (x 5) 3 (x 5) 3 (x 5) 3
lim lim lim lim

x x 2 x x 2g(x) x x 2

(x 5) 3 x 8

   

   

       
  

    

  

 

►   Γηα ην  
3

3x 2

f (x 5) 3
lim

(x 5) 3

 

 
   ζέηνπκε   3u x 5   νπόηε  

 3

x 2 x 2
lim u lim x 5 8 5 3
 

        θαη  ζπλεπώο  όηαλ x 2  , u 3 ,  

επνκέλωο  

 3

3x 2 u 3

f x 5 3 f (u) 3
lim lim f '(3) 1

(x 5) 3 u 3 

  
   

  
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2

3 3 3 2 2 2x 2 x 2 x 2 x 2

x x 2 (x 2)(x 1) (x 2)(x 1) x 1 3 1
lim lim lim lim

x 8 x 2 (x 2)(x 2x 2 ) x 2x 4 12 4   

      
    

      

 

Άξα   

 3

3 3
x 2

22

3
x 2

f x 5 3
lim

f(x 5) 3 1(x 5) 3
lim 4

1g(x) x x 2
lim

4x 8

x







 

   
   

 



. 
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3o 

 

 

 

3o Θ Ε Μ Α  Β
 

Β1. Δίλαη  

xf '(x) αe 2βx                 xf ''(x) αe 2β   

Ζ εθαπηνκέλε ηεο 
f 'C  ζην ζεκείν ηεο Μ(0 , f '(0))  έρεη εμίζωζε 

      y f '(0) f ''(0)(x 0)     

      0 0y (αe 2β 0) (αe 2β)x      y (α 2β)x α      

Ζ παξαπάλω επζεία ηαπηίδεηαη κε ηελ y 6x 2    αλ θαη κόλν  

α 2β 6 2 2β 6 β 4

α 2 α 2 α 2

        
   

    
 

Β2. Δίλαη  

x 2f (x) 2e 4x   

x 2

x x
lim f (x) lim (2e 4x ) 2 0 4( )
 

              

Δίλαη 

1 1
| εκx | 1 | || εκx | | |

f (x) f (x)
    

1 εκx 1
| | | |
f (x) f (x) f (x)

     

Δίλαη  

x
lim f (x)


    άξα 
x

1
lim 0

f (x)
  

άξα από θ ξ η η ή ξ η ν  π α ξ ε κ βν ι ή ο   

x

εκx
lim 0

f(x)
 . 

Β3. Δίλαη δ

1
ι

2
  

νπόηε αξθεί λα δείμνπκε όηη ππάξρεη 
0x (0 , 1)  ηέηνην ώζηε 

0f (x ) 2       (1) 
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Δίλαη  

x 2f (x) 2e 4x    
   θαη   xf (x) 2e 8x     

άξα ε  (1)  γίλεηαη 

0 0x x

0 02e 8x 2 e 4x 1 0        

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 

xg(x) e 4x 1 , x IR     

           Ζ g  είλαη ζπλερήο ζην [0 , 1]  ωο δηαθνξά ζπλερώλ. 

           g(0) 2 0    θαη  g(1) e 3 0    

Άξα από Θ  .  Β o l z a n o  ππάξρεη έ λ α  ην π ι ά ρ η ζ ην λ  
0x (0 , 1)  ηέηνην ώζηε 

0x

0 0g(x ) 0 e 4x 1 0     . 

 

3o Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. i. Δίλαη f (0) 1  νπόηε  

2 2 2

2x 0 x 0 x 0

f (x ) 1 f(x ) f (0) f (x ) f (0)
lim lim lim x f '(0) 0 0

x x x  

   
      

   

γηαηί   
22

2x 0 u 0

f (x ) f (0) f (u) f (0)
lim lim f '(0)

x u

u=x

 

 
   

ii. Δίλαη 

  

  

   

2

x 0 x 0

x 0

x 0

f (2x) 1 f (2x) 1f (2x) 1
lim lim

x x

f (2x) f (0) f (2x) 1
lim

x

f (2x) f (0)
lim 2 f (2x) 1 2f (0) 1 1 4f (0)

2x

 





 
 

 
 

 
      

 

 

γηαηί  
x 0 k 0

f (2x) f (0) f (k) f (0)
lim lim f '(0)

2x k

k=2x

 

 
    θαη   

           
x 0
lim f (2x) f (0) 1


   αθνύ ε f (2x)  είλαη ζπλερήο ωο ζύλζεζε ηωλ  ζπλερώλ    

f  ( παξαγωγίζηκε ) θαη 2x 

Γ3. Δίλαη  

 
22 2 2 2 2f (x) 4f (x) x 3 f (x) 4f (x) 4 x 3 4 f (x) 2 x 1              
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Θέηνπκε g(x) f (x) 2   νπόηε 2 2g (x) x 1  , γηα θάζε x . 

Γηα θάζε x  είλαη  

2 2x 1 0 g (x) 0 g(x) 0       θαη   

g ζπλερήο ωο δηαθνξά ζπλερώλ, αξα ε g δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην IR. 

Δίλαη  

g(0) f (0) 2 1 2 1 0        ά ξα g(x) 0  γηα θάζε x  

Δπνκέλωο  

2 2 2g(x) x 1 f (x) 2 x 1 f (x) 2 x 1, x .              

Γ3. i. Έζηω  0 0N x , f (x )  ην ζεκείν επαθήο. Ζ εμίζωζε εθαπηνκέλεο ζα είλαη  

 2 0
0 0 0 0 0

2

o

x
y f (x ) f '(x )(x x ) y 2 x 1 (x x )

x 1


        


  

θαη επεηδή  δηέξρεηαη από ην ζεκείν 
3

B 0,
2

 
 
 

 ζα επαιεζεύεηαη από απηό. 

Γειαδή ζα ηζρύεη  

 

 

2
2 20 0

0 0 0
2 2

0 0

2
2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

2 2 2

0 0 0 0

x x3 1
2 x 1 (0 x ) x 1

2 2x 1 x 1

1 1
x 1 x 1 x x 1 x 1 x

2 2

x 1 2 x 1 4 x 3 x 3

 
         

 

 
          

          

  

          ●   Γηα 
0x 3  είλαη 

3 3
y x

2 2


                

          ●   Γηα 
0x 3   είλαη 

3 3
y x

2 2
                

ii. Έζηω  M x, f (x)  ζεκείν ηεο 
fC  κε x 0  

Δίλαη     OA 0, 1 , OM x, f (x)
 

       νπόηε  

    0 11 1 1 1
OAM det OA,OM | | x x

x f (x)2 2 2 2

x>0 

      

Δπεηδή ε ηεηκεκέλε κεηαβάιιεηαη ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ έρνπκε   

1
E(t) x(t).

2
   
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Άξα 

1
E (t) x (t)

2
   θαη επεηδή x (t) 2cm / sec  , 

πξνθύπηεη όηη ην ε κ β α δ ό λ  κ ε ηα β ά ι ι ε η α η  κ ε  ξ π ζ κ ό   

2
E (t) 1cm / sec.   

 

3o Θ Ε Μ Α  Δ  

Γ1. Aθνύ ε f είλαη ζπλερήο ζην Α = (1,  + ) θαη γλεζίωο αύμνπζα ζα έρεη ζύλνιν 

ηηκώλ ην  

f ( A ) = ( B , Γ )   όπνπ  
x 1

B limf (x)


   θαη   
x

Γ lim f (x)


  

Αιιά f (A) (0, ) 
 

Δπνκέλωο  είλαη  

x 1
limf (x) 0


      θαη    
x
lim f (x)


   

Aθνύ ε g είλαη ζπλερήο ζην Α=(1, +) θαη γλεζίωο θζίλνπζα ζα έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην  

g(A)=(Γ, Δ)   όπνπ  
x

Γ lim g(x)


   θαη   
x 1

Δ limg(x)


  

Αιιά g(A) (0, 1)
 

Δπνκέλωο  είλαη 

x
lim g(x) 0


      θαη    
x 1
limg(x) 1


  

Δπεηδή 
f gD D (1, )    , γηα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο h πξέπεη: 

x (1, )

θαη

g(x) 0  πνπ ηζρύεη αθνύ g(Α)=(0,  1) ζπλεπώο 0 < g(x) < 1  γηα θάζε x > 1

 


   

Άξα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο h είλαη 
hD (1, )      

Γηα θάζε 
1 2x ,x (1, )  κε 

1 2x x  έρνπκε  

1 2 1 2x x f (x ) f (x ) (1)
f :γλ.απμ.

    

1 2 1 2

1 2

1 1
x x g(x ) g(x ) (2)

g(x ) g(x )

g:γλ.θζηλ. g(x)>0

      

Δπεηδή ιόγω ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ είλαη  f(x)>0 θαη g(x)>0 γηα θάζε x>1 , κε   

πνιιαπιαζηαζκό θαηά κέιε ηωλ (1), (2) πξνθύπηεη: 
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1 2
1 2 1 2

1 2

f (x ) f (x ) f f
(x ) (x ) h(x ) h(x )

g(x ) g(x ) g g

   
       

   
 

Άξα ε h είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζπλάξηεζε . 

Γηα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο h έρνπκε  

 Ζ   h είλαη ζπλερήο ζην 
hD (1, )   ωο πειίθν ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ.  

   
x 1

x 1 x 1

x 1

limf (x)f (x) 0
limh(x) lim 0

g(x) limg(x) 1



 



   
 

 
x

x

lim g(x) 0 1
  άξα  lim   

g(x)g(x) 0  γηα θάζε x > 1





 
 

 
 

   
x x x

f (x) 1
Oπόηε  lim h(x) lim lim f (x)

g(x) g(x)  

 
        

 
 

Άξα ε h έρεη ζ ύ λ ν ι ν  η η κ ώλ  ην  

h(A) (0, )   

Γ2. Σν 2016 h(A)=(0, + ) άξα ππάξρεη x0 A = ( 1 , + )ηέηνην ώζηε   

h( x0 ) = 2016.    

H h είλαη γλεζίωο αύμνπζα άξα 1-1 θαη ζπλεπώο ην x0 είλαη κ ν λ α δ η θ ό . 

Γ3. Πξέπεη   

x x x

x IR x IR x IR

e 1 A e 1 1 e 0  πνπ ηζρύεη

    
   

      
.   

Άξα γηα θάζε xIR, έρνπκε : 

g(x) 0 γηα θάζε x>1
x x x x

x
x x

x

x x x 0

f (e 1)g(2) g(e 1)f (2) 0 f (e 1)g(2) g(e 1)f (2)

f (e 1) f (2) f f
(e 1) (2) h(e 1) h(2)

g(e 1) g(2) g g

e 1 2 e 1 e e x 0

h:γλ.απμ.



        

   
           

    

        

 

Άξα ε αλίζωζε α ι ε ζ ε ύ ε η  γ η α  θ ά ζ ε   x ( - , 0 ). 

Γ4. i. Γηα θάζε  x > 0, είλαη : 
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       

       

 

 

 
 

   

   

f νθ (x) g ln x 2 gνθ (x) f ln x 2

f θ(x) g ln x 2 g θ(x) f ln x 2

f ln x 2f θ(x)

g θ(x) g ln x 2

f f
θ(x) ln x 2

g g

h θ(x) h ln x 2
h:1-1

     

      


  



   
      

   

   

 

                           θ(x) lnx 2, x 0   

 

ii. Αλ Α θαη Β είλαη ηα ζεκεία ζηα νπνία ε επζεία y = c ηέκλεη ηελ  Cφ  αξθεί λα      

δείμνπκε όηη  

Α Bθ'(x ) θ'(x ) 1    

Γηα θάζε x > 0, είλαη : 

c 2

2 c

ln x c 2 x e

θ(x) c ln x +2 c ln x c 2 ή ή

ln x 2 c x e

c>2





  


        
    

 

Άξα ε επζεία  y = c ηέκλεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο θ ζε δύν αθξηβώο ζεκεία ηα  

c 2A(e , c)       θαη      2 cB(e , c)  

Δίλαη θ(x) ln x 2  ,  x > 0 . 

Αλ ln x 0 0 x 1     ηόηε θ(x) ln x 2    

Αλ  

ln x 0 x 1    ηόηε θ(x) ln x 2   

Άξα  

ln x 2,     αλ  0<x<1
θ(x)

ln x 2,     αλ  x 1

 
 

 
 

Αλ 0 x 1   ηόηε  

 
1

θ (x) ln x 2
x

       

Αλ x 1  ηόηε  

 
1

θ (x) ln x 2
x

     
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Δίλαη 

c 2 0 c 2c 2 c 2 0 e e e 1         , 

άξα 

c 2

A c 2

1
θ (x ) θ (e )

e




    

Δίλαη  

2 c 0 2 cc 2 2 c 0 e e e 1         , 

άξα  

2 c

B 2 c

1
θ (x ) θ (e )

e




     

Δπνκέλωο  

A B c 2 2 c c 2 2 c c 2 2 c 0

1 1 1 1 1
θ (x ) θ (x ) 1

e e e e e e
      

 
             

 
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4o 

 

 

4o Θ Ε Μ Α  Β
 

Β1.  Δίλαη   

  
  

  

 

 

2
2

x 2 x 2

2

x 2

2

x 2

2

x 2

(x 2)f (x) εκ(x 4) x 1 1(x 2)f (x) εκ(x 4)
lim lim

x 1 1 x 1 1 x 1 1

(x 2)f (x) εκ(x 4) x 1 1
lim

x 2

(x 2)f (x) εκ(x 4)
lim x 1 1

x 2 x 2

εκ(x 4)
lim f (x) (x 2) x 1 1

(x 2)(x 2)

 







      
 

     

    




   
     

   

 
     

  

 

 

2

2x 2

εκ(x 4)
lim f (x) (x 2) x 1 1

x 4

f (2) 4 1 2 2f (2) 8







  
      

  

     

 

αθνύ ε f είλαη ζπλερήο ζην 2 (ωο παξαγωγίζηκε) θαη      
22 u x 4

2x 2 u 0

εκ(x 4) εκu
lim lim 1

x 4 u

 

 


 


 

Άξα 

2f(2) 8 2 f(2) 5       

 

Από ηε ζρέζε  

2 2 2f (x) f (x ) 2x   γηα x=1 

έρνπκε : 

2 2f (1) f (1) 2 f (1) f (1) 2 0 f (1) 1 ή f (1) 2           

Αιιά ε f είλαη ζπλερήο θαη f(x)  0 

Άξα ε f δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην ΗR θαη επεηδή f(2)=-5<0 ζα είλαη f(x)<0 γηα 

θάζε x IR. Δπνκέλωο  
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f (1) 2   

Β2. Ζ εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f ζην  A 1 , f (1) εί-

λαη 

ε:  y-f(1)=f '(1)(x-1). 

Γηα λα βξνύκε ηελ f '(1), παξαγωγίδνπκε ηα δύν κέιε ηεο ζρέζεο 

2 2 2f (x) f (x ) 2x   

θαη παίξλνπκε : 

22f (x)f '(x) f '(x )2x 4x   

Γηα x=1, έρνπκε  

f (1) 2

2f (1)f '(1) 2f '(1) 4 4f '(1) 2f '(1) 4 f '(1) 2


          

Δπνκέλωο 

ε : y ( 2) 2(x 1) y 2x         

Β3.   Ζ  εμίζωζε : (x 3)f '(x) f (x) 1     γξάθεηαη : 

(x 3)f '(x) f (x) 1 0     

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 

g(x) (x 3)f (x) x, x [1, 2]     . 

 Ζ  g  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  [ 1,  3 ]κε  g'(x) (x 3)f '(x) f (x) 1     

 g(1) 2f (1) 1 2( 2) 1 3         

 g(2) f (2) 2 ( 5) 2 3       

 

 

Δπνκέλωο  g(1)=g(2)   θαη ζπλεπώο γηα ηελ  g  ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ  

Θ .  R o l l e  ζην δηάζηεκα  [1 ,2]. 

Άξα ε εμίζωζε  

g'(x) 0 (x 3)f '(x) f (x) 1 0 (x 3)f '(x) f (x) 1         
 

έρεη κ η α  ην π ι ά ρ η ζ ην λ  ξ ί δ α  ζην (1,  2). 

 

4o Θ Ε Μ Α  Γ   

Γ1. Έζηω όηη  g ( α ) = 0 . Σόηε γηα  x=α  ε δνζείζα ζρέζε γίλεηαη : 

        f (α)g΄(α)–g(α)f ΄(α)0  
f(α)=0

 0∙g΄(α)–0∙f ΄(α)0 0≠0,   άηνπν. 

Οκνίωο έζηω όηη  g ( β ) = 0 . 
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Σόηε γηα  x = β  ε δνζείζα ζρέζε γίλεηαη : 

       f (β)g΄(β)–g(β)f ΄(β)  0 
f(β)=0

 0∙g΄(β)–0∙f ΄(β)0 0≠0  ,   άηνπν. 

Γ2. Έζηω όηη δελ ππάξρεη  x0 ( α,  β ) ηέηνην ώζηε  g ( x0  ) = 0. 

Άξα  g( x )  0  γηα θάζε  x  ( α,  β ) .  

Δπίζεο ιόγω  i)  εξωηήκαηνο 

g (α)0  θαη  g(β)0 

Δπνκέλωο 

g(x)0  γηα θάζε  x  [α, β] . 

Οπόηε νξίδεηαη ε ζπλάξηεζε :    

 
f (x)

h(x) ,
g(x

x  α β 
)

,   . 

 Ζ  h  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  [ α,  β ] ,  κε   

2

f '(x)g(x) f (x)g '(x)
h '(x)

g (x)


  

 

     

f (α) 0
h(α) 0

g(α) g(α)
  

      

θαη       
f (β) 0

h(β) 0
g(β) g(β)

   . 

Δπνκέλωο   h ( α ) = h ( β ) = 0   θαη ζπλεπώο γηα ηελ  h  ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ  

Θ .  R o l l e  ζην δηάζηεκα  [ α,  β ]. 

Άξα ζα ππάξρεη  μ  (ξ1,  ξ2)  ηέηνην ώζηε   

h'(μ) 0 f '(μ)g(μ) f (μ)g'(μ) 0    ,  άηνπν 

αθνύ   

f '(x)g(x) f (x)g'(x) 0  ,  γηα θάζε  x  Γ = [ α,  β ]. 

Άξα ππάξρεη έ λ α  ην π ι ά ρ η ζ ην λ  x0 ( α,  β ) ηέηνην ώζηε   

0
g(x ) 0  

Γ3. Έζηω όηη ππάξρνπλ   x1  ≠  x2  ( α,  β ) ηέηνηα ώζηε  

g(x1)=g(x2)=0.  

Υωξίο πεξηνξηζκό ηεο γεληθόηεηαο, έζηω  x1 < x2 

Δπεηδή  

f(x)0  γηα θάζε  x ( α, β) ζα είλαη θαη   f(x)0 γηα θάζε  x [ x1, x2](α, β ) 

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε   
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g(x)
θ(x)

f (x)
 ,  x [ x1,  x2 ] . 

      Ζ  θ  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  [ x1,  x2 ]  ( α,  β ),  κε   

2

g '(x)f (x) g(x)f '(x)
θ'(x)

f (x)


         

 

     

1
1

1 1

g(x ) 0
θ(x ) 0

f (x ) f (x )
  

      

θαη       2
2

2 2

g(x ) 0
θ(x ) 0

f (x ) f (x )
   . 

Δπνκέλωο   θ ( x1 ) = θ ( x2 ) = 0   θαη ζπλεπώο γηα ηελ  θ  ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο 

ηνπ Θ .  R o l l e  ζην δηάζηεκα  [ x1 , x2 ]. 

Άξα ζα ππάξρεη  μ0  ( x1 , x2 )  ( α,  β ) ηέηνην ώζηε   

0 0 0 0 0 0 0 0θ'(μ) 0 g'(μ )f (μ ) g(μ )f '(μ ) 0 f '(μ )g(μ ) f (μ )g'(μ ) 0       ,  άηνπν 

Άξα  ππάξρεη κ ν λ α δ η θ ό   x0 ( α,  β ) ηέηνην ώζηε 

0
g(x ) 0  

 

4o Θ Ε Μ Α  Δ  

Γ1. Αξθεί λα δείμνπκε όηη ε f είλαη 1-1 ζπλάξηεζε. 

 Έζηω όηη ππάξρνπλ 
1 2x x  ηέηνηα ώζηε 

1 2f (x ) f (x ) . Έζηω 
1 2x x . 

Αθνύ ε  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην IR ηζρύεη ην Θ. Rolle ζην  1 2x , x  

νπόηε ππάξρεη  0 1 2x x , x  ώζηε  

0f '(x ) 0 , άηνπν αθνύ f '(x) 0  γηα θάζε x . 

Άξα γηα θάζε 
1 2x x  είλαη 

1 2f (x ) f (x )  θαη ζπλεπώο ε  f  είλαη 1-1 ζπλάξηεζε. 

Γ2. Δίλαη  

1f (9) 2 f (2) 9      θαη  1f (4) 3 f (3) 4    . 

i. Δίλαη : 

    

   

    

 

1 2 1 2 1

1 2 1

2 2 1 2 1

2 2

f 5 f (x 1) 2 f 5 f (x 1) f (9)

f f 5 f (x 1) f f (9)

5 f (x 1) 9 f (x 1) 4 f f (x 1) f (4)

x 1 3 x 4 x 2

  

 

 

       

    

          

       

 

ii. Δίλαη  
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f (μ)
2g(μ) μ 0 2 μ 0 2f (μ) μf '(μ) 0

f '(μ)
         

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 2h(x) x f (x), x   παξαγωγίζηκε ζην IR ωο γηλόκελν  

παξαγωγίζηκωλ κε  

2h '(x) 2xf (x) x f '(x)   

Δίλαη 

2h(2) 2 f (2) 4 9 36      θαη  2h(3) 3 f (3) 9 4 36       

αξα 

     h(2) h(3)   

νπόηε ηζρύεη ην Θ .  R o l l e  θαη ζπλεπώο ππάξρεη  μ 2, 3  ώζηε  

0
2h '(μ) 0 2μf (μ) μ f (μ) 0 2f (μ) μf (μ) 0 2g(μ) μ 0

μ

            

Γ3. Αξθεί λα δείμνπκε όηη ε g είλαη παξαγωγίζηκε ζην x0 κε 
0g'(x ) 1  όπνπ  

0
0 0

0

f (x )
g(x ) 0 0 f (x ) 0

f '(x )
     . 

Έρνπκε  

 

0 0

0 0 0

0 0

0

0

x x x x x x
0 0 0

'
0 0

0
x x x x

0 0 0
x x

f (x)
0

g(x) g(x ) f (x)f '(x)
lim lim lim

x x x x f '(x) x x

f (x) f (x ) f (x) f (x )1 1 1
lim lim f '(x ) 1

f '(x) x x lim f '(x) x x f '(x )

g(x )=0 f(x )=0

f : ζπλερήο

  

 






  
  

  
     

  

 

Άξα ε g είλαη π α ξ α γ ωγ ί ζ η κ ε  κε  

0
g (x ) 1   
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5o 

 

 

5o Θ Ε Μ Α  Β
 

Β1. H εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο 
fC  ζην ζεκείν  A 0, f (0)  έρεη εμίζωζε  

        y f (0) f '(0)(x 0) y f '(0)x f (0)       

ε νπνία ηαπηίδεηαη κε ηελ y 2x 1   αλ  θαη κόλν αλ 

f (0) 2

f (0) 1

 



 

Β2. Ζ f είλαη παξαγωγίζηκε ζην [ 0,  1 ] νπόηε από ην Θ . Μ . Τ .  γηα ηελ  f  ζην [ 0,  1 ]   

ππάξρεη  0x 0, 1  ώζηε  

0

f (1) f (0)
f '(x ) f (1) f (0)

1 0


  

  

H f   είλαη γλεζίωο θζίλνπζα νπόηε έρνπκε  

  
0 00 x 1 f (0) f '(x ) f (1) 2 f (1) f (0) 1

2 f (1) 1 1

         

    
 

2 f(1) 3   

Β3. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

   g(x) 2 3x f (x) f (1 x) 4x, x 0, 1     
 

Δίλαη      g(0) 2f (0) f (1) 2 1 f (1) 2 f (1) 0          αθνύ  f (1) 2  

       g(1) f (1) f (0) 4 f (1) 1 4 3 f (1) 0            αθνύ f (1) 3.  

Δπεηδή ε  g  είλαη ζπλερήο ζην [ 0,  1 ]  ωο παξαγωγίζηκε , από ην Θ .  Β o l z a n o   

ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ   μ 0, 1  ηέηνην ώζηε  

   g(μ) 0 2 3μ f(μ) f(1 μ) 4μ 0 2 3μ f(μ) f(1 μ) 4μ.             

 

5o Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1.  Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

2g(x) x f (x) x, x   . 
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Ζ  g  είλαη παξαγωγίζηκε άξα θαη ζπλερήο , κε  

2g'(x) 2xf (x) x f '(x) 1   . 

Δίλαη  

g( 1) f ( 1) 1 f (1) 2 1 f (1) 1
(1)

           θαη     g(1) f (1) 1   

Άξα g( 1) g(1)   επνκέλωο από ην Θ .  R o l l e  ππάξρεη  0x 1, 1   

ηέηνην ώζηε 

2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0g'(x ) 0 2x f (x ) x f '(x ) 1 0 x f '(x ) 1 2x f (x )          

άξα ην 
0x  είλαη ξίδα ηεο εμίζωζεο  

2
x f (x) 1 2xf(x)    

Γ2. Ζ  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε νπόηε από Θ . Μ . Τ .  ζηα [ -1, 0 ]  θαη [ 0,  1 ]  

ππάξρνπλ  1x 1, 0    θαη   2x 0, 1   ηέηνηα ώζηε  

        
1

f (0) f ( 1)
f '(x ) f (0) f ( 1)

0 ( 1)

 
   

 
     θαη     2

f (1) f (0)
f '(x ) f (1) f (0)

1 0


  


 

΢πλεπώο 

 
(1)

1 2
f (x ) f (x ) f (1) f ( 1) f (1) f (1) 2 2          

Γ3. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε   h(x) f (x) f (1) 1    ε νπνία είλαη ζπλερήο ωο       

παξαγωγίζηκε θαη  

          h( 1) f ( 1) f (1) 1 f (1) 2 f (1) 1 1 0
(1)

             

          h(1) f (1) f (1) 1 1 0      

Άξα από Θ .  Β o l za n o  ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  μ 1, 1   ηέηνην ώζηε  

h(μ) 0 f (μ) f (1) 1     

Γ4. Από Θ . Μ . Τ .  γηα ηελ f   ζηα [ -1 ,  μ ]  θαη [ μ , 1 ] ππάξρνπλ  

 1μ 1, μ    θαη   2μ μ, 1  

ηέηνηα ώζηε  

 
1

f (1) 1 f (1) 2f (μ) f ( 1) 1
f '(μ )

μ ( 1) μ ( 1) μ 1

   
  

    
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 
2

f (1) f (1) 1f (1) f (μ) 1
f '(μ )

1 μ 1 μ 1 μ

 
  

  
 

Οπόηε  

1 2

1 1
μ 1 1 μ 2

f (μ ) f (μ )
     

 
 

 

5o Θ Ε Μ Α  Δ  

Γ1. Γηα θάζε  x ≠ 1 είλαη  

2

f (x) f '(x)(x 1) f (x)
g '(x)

x 1 (x 1)

   
  

  
      (1) 

 Γηα  x > 1 ε  f  είλαη ζπλερήο ζην  [ 1,  x ]  θαη παξαγωγίζηκε ζην  ( 1,  x ). 

΢ύκθωλα κε ην Θ . Μ . Τ .  ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ ( 1,  x ) ηέηνην ώζηε : 

f (1) 0f (x) f (1) f (x)
f '(μ) f '(μ)

x 1 x 1


  

   

Όκωο ε  f ΄ είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  IR θαη  1 < μ < x , επνκέλωο : 

x 1 0f (x)
μ x f '(μ) f '(x) f '(x) f (x) f '(x)(x 1) f '(x)(x 1) f (x) 0

x 1

 

           
  

 Γηα  x < 1 ε  f  είλαη ζπλερήο ζην  [ x,  1 ]  θαη παξαγωγίζηκε ζην  ( x,  1 ). 

΢ύκθωλα κε ην Θ . Μ . Τ .  ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ ( x,  1 ) ηέηνην ώζηε : 

f (1) 0f (1) f (x) f (x) f (x)
f '(μ) f '(μ) f '(μ)

1 x 1 x x 1

 
    

    

Όκωο ε  f ΄ είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  IR θαη  x<μ<1 , 

επνκέλωο : 

x 1 0f (x)
x μ f '(x) f '(μ) f '(x) f '(x)(x 1) f (x) f '(x)(x 1) f (x) 0

x 1

 

           
  

Eπνκέλωο  γηα θάζε x ≠ 1 είλαη  f ΄ ( x ) ( x – 1 ) – f ( x ) > 0  θαη επεηδή  ( x–1 ) 
2 
> 0  

από ηελ  (1) πξνθύπηεη : 

g (x) 0     γηα θάζε  x ≠ 1. 

Γ2. i.    Αθνύ  θ α , β , ρωξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, έζηω  α < β < θ. 

Σα ζεκεία Α, Β, Μ είλαη ζπλεπζεηαθά επνκέλωο  
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ΑΒ ΒΜ

f (β) f (α) ι f (β)
ι ι

β α θ β

 
  

 
 

Έζηω όηη ην ζεκείν  M θ , ι αλήθεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f. 

Σόηε είλαη ι f (θ)  θαη επνκέλωο  

f (β) f (α) f (θ) f (β)

β α θ β

 


 
     (1) 

Ζ  f  είλαη παξαγωγίζηκε άξα θαη ζπλερήο ζην IR , νπόηε από  Θ . Μ . Τ .  ζηα   

    α, β , β, θ ,  

ππάξρνπλ    1 2x α, β , x β, θ   ηέηνηα ώζηε  

1 2

f (β) f (α) f (θ) f (β)
f '(x ) , f '(x )

β α θ β

 
 

 
 

Λόγω ηεο ζρέζεο  (1)  πξνθύπηεη  
1 2f '(x ) f '(x ) . 

Ζ  f ΄ είλαη γλεζίωο αύμνπζα άξα 1-1, νπόηε είλαη  
1 2x x , άηνπν.  

Άξα ην  ζεκείν   M θ, ι  δ ε λ  κ π ν ξ ε ί  λ α  α λ ή θ ε η  ζηε γξαθηθή παξάζηα ζε 

ηεο  f . 

ii. H εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν  γ, f (γ)  έρεη εμίζωζε  

δ : y f (γ) f '(γ)(x γ)    

Ζ  δ  δηέξρεηαη από ην ζεκείν  Μ θ, ι  αλ θαη κόλν αλ   

ι f (γ) f '(γ)(θ γ)   . 

Άξα αξθεί λα δείμνπκε όηη ε εμίζωζε  ι f (x) f '(x)(θ x)    έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ 

ξίδα ζην δηάζηεκα  α, β . 

Ζ εμίζωζε ηζνδύλακα γξάθεηαη 

        

    

 
2

ι f (x) f '(x)(θ x) ι f (x) f '(x)(θ x) 0

f '(x)(x θ) ι f (x) 0

f (x) ι '(x θ) f (x) ι x θ ' 0

f (x) ι '(x θ) f (x) ι x θ ' f (x) ι
0 0

x θx θ

        

     

       

      
    

 

 

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 

 
f (x) ι

G(x) , x α, β
x θ


 


. 
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Ζ G είλαη ζπλερήο ζην   α, β  θαη παξαγωγίζηκε ζην  α, β  κε  

    

 

 

2

2

f (x) ι '(x θ) f (x) ι x θ 'f (x) ι
G '(x)

x θ x θ

f '(x)(x θ) ι f (x)

x θ

      
   

  

  




 

Δίλαη 

f (α) ι
G(α)

α θ





   θαη     

f (β) ι
G(β)

β θ





 

Σα ζεκεία Α, Β, Μ είλαη ζπλεπζεηαθά επνκέλωο  

ΜΑ ΜΒ

f (α) ι f (β) ι
ι ι G(α) G(β)

α θ β θ

 
    

 
. 

Άξα ηζρύεη γηα ηελ G ην Θ .  Ro l l e   

νπόηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ   γ α, β , ηέηνην ώζηε 

  G'(γ) 0 f '(γ)(γ θ) ι f (γ) 0 ι f (γ) f '(γ)(θ γ)           

Άξα  ε  δ  δ η έ ξ ρ ε η α η  α π ό  η ν  ζ ε κ ε ί ν   Μ θ, ι  
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6o 

 

 

6o Θ Ε Μ Α  Β
 

Β1. Γηα θάζε x > 0  είλαη  

  

   

 
 

 

 

 

2

2 2

2
2

2

2 2

2

f (x) xf '(x) x 1 xf (x) xf (x) f (x) x f '(x) xf '(x) xf (x)
g '(x)

x 1 x 1

f (x)
f (x) x x

f (x) f '(x) x x x x

x 1 x 1

f (x) f (x)
0

x 1

      
  

 

 
      

  
 


 



 

Αξα ε  g  είλαη ζ ηα ζ ε ξ ή  ζην  0,  . 

Β1. Γηα θάζε x > 0  είλαη  

xf (x) c(x 1)
g(x) c c f (x)

x 1 x


    


 

Γηα x = 2  έρνπκε  

c(2 1) 3c
f (2) 3 c 2

2 2


      

Άξα 

2(x 1)
f (x)

x


  

Β1. Δίλαη  

μ μ μ μ2(μ 1)
f (μ) e e 2(μ 1) μe 2(μ 1) μe 0

μ


           

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

 xh(x) 2(x 1) xe , x 0, 2     

Ζ  h  είλαη ζπλερήο ωο δηαθνξά ζπλερώλ κε  

h(0) 2 0    θαη  2 2h(2) 6 2e 2(3 e ) 0      

Οπόηε από Θ .  Β o l z a n o  ππάξρεη έ λ α  η ν π ι ά ρ η ζ η ν λ   μ 0, 2  ώζηε  

μ
h(μ) 0 f(μ) e    
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Β1. Δίλαη  

 f '(x)h(x) f (x)h '(x) f (x)h(x) f (x)h(x) ' f (x)h(x)      

άξα  

xf (x)h(x) ce , x 0   

Γηα x = 2 είλαη  

2 2 2f (2)h(2) ce 3e ce c 3      

Άξα  

x

x x2(x 1) 3xe
f(x)h(x) 3e h(x) 3e h(x) , x 0

x 2(x 1)


     


 

 

6o Θ Ε Μ Α  Γ  

 

Γ1. Γηα θάζε x (0, )  ε g είλαη παξαγωγίζηκε κε  

2

f '(x) x f (x) x
g '(x)

x

  



 

 Aξθεί λα απνδείμνπκε όηη g'(x) 0  γηα θάζε x (0, )  ή ηζνδύλακα όηη  

f '(x) x f (x) x 0    ,   γηα θάζε x (0, )  . 

    Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  G(x) f '(x) x f (x) x, x (0, )       ε νπνία είλαη      

    παξαγωγίζηκε κε  

 G'(x) f ''(x) x f '(x) x f '(x) x f (x) x f ''(x) f (x) x 0            , 

     γηα θάζε x (0, )  ,νπόηε  

1G(x) c  γηα θάζε x (0, )  . 

     Δίλαη G( ) f '( ) f ( ) 0 1 f ( ) 0 0
2 2 2 2 2 2

     
         .  Άξα 1c 0 . 

  Δπνκέλωο  G(x) 0 f '(x) x f (x) x 0      , γηα θάζε x (0, )  . 

  Άξα γηα θάζε x (0, )   :  g'(x) 0  θαη ζπλεπώο  g(x) c  

Γ2.  Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ (0, )  ηέηνην ώζηε   

                         h ( )f ( ) f ( )h( ) f ( )h( ) h ( )f ( ) 0                

      Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 
f (x)

Ζ(x) , x [0, π]
h(x)

  . 
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Από ην Γ1. έρνπκε 
f (x)

g(x) c c f (x) c εκx, x (0, π)
εκx

        

Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο, ωο παξαγωγίζηκε ζην [0,  π], έρνπκε : 

         
x 0 x 0

f (0) limf (x) lim(c εκx) 0
 

         θαη     
x π x π

f (π) limf (x) lim(c εκx) 0
 

     

 Ζ  H(x)  είλαη παξαγωγίζηκε , άξα θαη ζπλερήο, ζην  [ 0,  π ] ,  κε   

2

f '(x)h(x) f (x)h '(x)
Ζ'(x)

h (x)


  

 

     

f (0) 0
H(0) 0

h(0) h(0)
  

      

θαη       
f (π) 0

H(π) 0
h(π) h(π)

   . 

Δπνκέλωο   H ( π ) = H ( π ) = 0   θαη ζπλεπώο γηα ηελ H(x) ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο 

ηνπ  Θ .  R o l l e  ζην δηάζηεκα  [ 0,  π ]. 

Άξα ζα ππάξρεη  μ  (0,  π)  ηέηνην ώζηε   

h '(μ) f '(μ)
Ζ'(μ) 0 f '(μ)h(μ) f (μ)h '(μ) 0

h(μ) f (μ)
      . 

Γ3.  i.  Δπεηδή f (x) c εκx, x (0, π)    θαη  f ( 0 ) = f ( π ) = 0, είλαη  

         f (x) c εκx, x [0, π]    θαη ζπλεπώο   

2 2x 0 x 0

f '(x) 1 c x 1
lim lim

x 2 x 2 

    
     . 

Δίλαη   2

2x 0 x 0

c x 1
lim c x lim x 0 0

x 2 

   
         

 
 

Άξα   
x 0
lim c x 0


     νπόηε  c 0 c       θαη ζπλεπώο  

     

2 2 2 2x 0 x 0 x 0 x 0

22 2
2

2 2x 0 x 0 x 0

c x c x c c( x 1) c( x 1)( x 1)
lim lim lim lim

x x x x ( x 1)

c( x 1) c ( x) x 1 1 c
lim lim clim c 1

x ( x 1) x ( x 1) x x 1 2 2

   

  

          
   

 

      
          

        

Οπόηε 
c 1

c 1
2 2

       θαη  άξα    

                                                        f (x) εκx, x [0, π]   

 ii.  Aξθεί λα δείμνπκε όηη ε εμίζωζε  
1 1

f (x) εκx
x x

    έρεη δύν αθξηβώο  ξίδεο 

ζην δηάζηεκα (0,  π). 
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 Ύπαξμε ηωλ ξηδώλ. 

H εμίζωζε ηζνδύλακα γξάθεηαη xεκx 1 0  . 

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε :  θ(x) xεκx 1, x [0, π]    

H  θ είλαη ζπλερήο ζηα δηαζηήκαηα  
π

[0, ]
2

 θαη  
π

[ , 0]
2

 θαη  

          
π π π 2

θ(0) 1 0, θ( ) 1 0, θ(π) 1 0
2 2 2


           

Από Θ. Bolzano ζηα δηαζηήκαηα  
π

[0, ]
2

 θαη  
π

[ , 0]
2

 ππάξρνπλ 

 
1 2

π π
x (0, ), x ( , 0)

2 2
   ηέηνηα ώζηε :  1 2θ(x ) 0 θαη θ(x ) 0   

Δπνκέλωο ε εμίζωζε  
1

θ(x) 0 xεκx 1 0 εκx
x

       έρεη δύν ηνπιάρηζηνλ   ξί-

δεο ζην δηάζηεκα (0,  π). 

 Μνλαδηθόηεηα ηωλ ξηδώλ. 

H εμίζωζε ηζνδύλακα γξάθεηαη 
1

εκx 0
x

  . 

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε :  
1

Φ(x) εκx , x (0, π)
x

    

Τπνζέηνπκε όηη ε εμίζωζε Φ(x) 0  έρεη ζην δηάζηεκα (0,  π)  ηξείο ξίδεο  

 1 2 3ξ ξ ξ  ,   δειαδή 1 2 3Φ(ξ ) Φ(ξ ) Φ(ξ ) 0   . 

 Ζ Φ(x)  είλαη δπν θνξέο παξαγωγίζηκε άξα θαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα (0,  π)  κε  

   
2 4 3

1 2x 2
Φ'(x) ζπλx θαη Φ''(x) εκx εκx

x x x
         

Aπό ην Θ. Rolle γηα ηελ Φ(x) ζηα δηαζηήκαηα 1 2 2 3[ξ , ξ ] θαη [ξ , ξ ]  ππάξρνπλ   

 1 1 2 2 2 3μ (ξ , ξ ) θαη μ (ξ , ξ )  , ηέηνηα ώζηε : 1 2Φ'(μ ) Φ'(μ ) 0  . 

Aπό ην Θ. Rolle γηα ηελ Φ'(x) ζην δηάζηεκα 1 2[μ , μ ]  ππάξρεη   

 0 1 2x (μ , μ ) (0, π)  , ηέηνην ώζηε : 0 0 3

0

2
Φ''(x ) 0 εκx 0

x
      πνπ είλαη ά-

ηνπν αθνύ 
3

2
εκx 0

x
     γηα θάζε x (0, π) . 

Δπνκέλωο ε εμίζωζε 
1

εκx
x

  έρεη δύν αθξηβώο  ξίδεο ζην δηάζηεκα (0,  π). 
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6o Θ Ε Μ Α  Δ  

Γ1. Αξθεί λα δείμνπκε όηη 
0

0
0

x x
0

f (x) f (x )
lim f (x )

x x





 γηα νπνηνδήπνηε 

0x  . 

Γηα 
0y x  ε δνζείζα ζρέζε δίλεη  

 0 0

0
0

0

22x xx x

0 0 0 0

x x x x
0 0

0 0

0 0

x x

0
0 0

0

e f (x) e f (x ) x x e f (x) e f (x ) x x

e f (x) e f (x ) e f (x) e f (x )
x x x x

x x x x

e f (x) e f (x )
x x x x

x x

       

 
      

 


      



 

   

0 0 0

0 0

0

0

0 0

0 0 0

x x x x

0 0 0
0 0

0

x xx

0 0

0 0

0

xx
x 0

0 0 0

0 0

x xx x
x x x0

0 0 0

0 0

e f (x) e f (x ) e f (x ) e f (x )
x x x x

x x

e f (x) f (x ) f (x ) e e
x x x x

x x

f (x) f (x ) e e
x x e f (x ) x x

x x x x

f (x) f (x )e e e e
e f (x ) e x x e f (x )

x x x x x

  

  
      



  
      



 
       

 

 
    

  
0x

0

0

e x x
x


 

 

Δίλαη  

0

0

0

xx
x

x x
0

e e
lim e

x x





   

επεηδή ε  f ( x )= e 
x 
   είλαη παξαγωγίζηκε ζην 

0x  κε παξάγωγν  

       0x

0f '(x ) e  . 

Οπόηε 

 

 

0

0 0 0 0 0

0

0

0 0 0 0 0

0

xx
x x x x x

0 0 0 0 0 0
x x

0

xx
x x x x x

0 0 0 0 0 0
x x

0

e e
lim e f (x ) e x x e f (x )e e x x f x

x x

e e
lim e f (x ) e x x e f (x )e e x x f x

x x

   



   







 
      

 

 
      

 

 

Δπνκέλωο από ην θ ξ η η ή ξ η ν  π α ξ ε κ βν ι ή ο  είλαη   

0

0

0
x x

0

f (x) f (x )
lim f(x )

x x





 

Γ2. Γηα θάζε x είλαη  
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xf '(x) f (x) f (x) ce   . 

Γηα  x = 0 είλαη 0f (0) ce 1 c   . 

Άξα 

x
f (x) e , x   

Γ3. Εεηάκε ην 

2x x

x

e
lim

3εκ2x 5



  
. 

Γηα θάζε x  είλαη  

2 2 2x x x x x x

1 εκ2x 1 3 3εκ2x 3 3 5 3εκ2x 5 3 5 8 3εκ2x 5 2

1 1 1 e e e

8 3εκ2x 5 2 8 3εκ2x 5 2

  

                   

         
 

 

Δίλαη  

2
2x x u

x u
lim e lim e

u=x +x


    
    

Αξα 

2 2x x x x

x x

e e
lim θαη lim

8 2

 

     

   
           
   

 

Δπνκέλωο από θ ξ η η ή ξ η ν  π α ξ ε κ β ν ι ή ο    

2
x x

x

e
lim

3εκ2x 5



 
 


 

Γ4. i. Γηα θάζε  x > 0 είλαη 

              h(x)g'(x) e   : παξαγωγίζηκε ωο ζύλζεζε ηωλ παξαγωγίζηκωλ xe  θαη  h ( x )  

              g(x)h '(x) e   : παξαγωγίζηκε ωο ζύλζεζε ηωλ παξαγωγίζηκωλ xe  θαη  g ( x ) 

Oπόηε   

              h(x) h(x) g(x) h(x) g(x)g''(x) e h '(x) e e e        

              g(x) g(x) h(x) g(x) h(x)h ''(x) e g'(x) e e e        

Αξα  

h(x) g(x)g''(x) h ''(x) g'(x) h '(x) c e e c         
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Γηα  x = 1   h(1) g(1) 0 0e e c e e c c 0           

Οπόηε  

h(x) g(x) h(x) g(x)
e e e e h(x) g(x), x 0         

ii. Γηα θάζε  x > 0   αθνύ g ( x ) = h ( x )  ζα είλαη  

              

   

g(x) g(x) g(x)

g(x)

g(x) g(x)

1

g '(x)
g '(x) e 1 e g '(x) 1 e g '(x) 1

e

e ' x ' e x c

 

 

           

    

 

Γηα  x = 1  έρνπκε   g(1) 0

1 1 1e 1 c e 1 c c 0         

Άξα 

g(x)
e x g(x) lnx g(x) lnx, x 0
         
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7o 

 

 

7o Θ Ε Μ Α  Β
 

B1. Ζ  x=1 πξνθαλήο ξίδα. 

Δίλαη 

1
f '(x) 2x 0

x
    γηα θάζε  x > 0 

νπόηε ε  f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0,   θαη  

ζπλεπώο ε  x = 1  είλαη κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζωζεο. 

 Αλ  0 < x < 1  ηόηε   f(x) f(1) f(x) 0    

 Αλ   x > 1       ηόηε   f(x) f(1) f(x) 0    

B2.  i. Έζηω  A x, ln x  ζεκείν ηεο 
gC . 

Δίλαη  

2 2 2 2(AB) x (ln x 1) x ln x 2ln x 1        

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

2 2h(x) x ln x 2ln x 1    ,  x > 0. 

Δίλαη 

2

2 2 2 2 2 2

ln x 1
2x 2 2

x ln x 1 f (x)x xh '(x)
2 x ln x 2ln x 1 x x ln x 2ln x 1 x x ln x 2ln x 1

 
 

  
        

  

 

 

 

 

 

Άξα ε  h ( x )  δειαδή ε απόζηαζε (ΑΒ) γίλεηαη ειάρηζηε όηαλ x = 1 θαη ζπλεπώο 

 A 1, 0 . 

Ζ ειάρηζηε απόζηαζε είλαη 

8+x 0

f(x)

h(x)

h (x)΄

0

1

0 +

_
+

_

min
2
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h(1) 2  

ii. Δίλαη 

ΑΒ

1 0
ι 1

0 1


  


   θαη   ε

1
ι g '(1) 1

1
    

Άξα 

ε
ι ι 1 ε

     

 

7o Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. i.  Δίλαη  

x x x

2x 2x

2e 2xe 2e (1 x)
g '(x)

e e

 
  .               g'(x) 0 x 1    

 

 

 

 

   

Ζ  g  είλαη   γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  , 1  θαη  γ λ ε ζ ί ω ο  θ ζ ί λ ν π ζ α  ζην 

 1,   

Ζ g παξνπζηάδεη ζηε ζέζε x0=1 κ έ γ η ζ ην  ην 
2

g(1)
e

  

ii. Δίλαη 

x

2x 2
g(x) g(1) 1

e e
     ,   γηα θάζε  x  IR.   

Άξα 

x

x

2x
1 e 2x

e
   ,   γηα θάζε  x  IR. 

Γ2. i. Δίλαη 

x 2f '(x) e x 1   . 

xf ''(x) e 2x 0     ιόγω   Γ1. ii 

Άξα f   γλεζίωο αύμνπζα θαη αθνύ f (0) 0    

x 0 f '(x) f '(0) f '(x) 0      νπόηε  f  γ λ ε ζ ί ωο  θζ ί λ ν π ζ α  ζην  , 0  

8_

8+x

0+
_

g(x)

g (x)΄

max
2/e

1
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x 0 f '(x) f '(0) f '(x) 0      νπόηε  f  γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην  0,   

Ζ  f  παξνπζηάδεη ζην 
0x 0   ε ι ά ρ η ζ ην  ην f (0) 0  

ii. Δίλαη 

 

 

 

 

Έρνπκε 

               

   
3

x

x x

x
lim f (x) lim e x 1 0 1

3    

 
            

 
 

 

3 3
x x

x x xx x x

x x x 1
lim f (x) lim e x 1 lim e 1

3 3e e e

(1 0 0 0)

       

    
            

    

      

 

Γηαηί 

3 2

x x x xx D'LH x D'LH x D'LH x

x 3x 2x 2 2
lim lim lim lim 0

3e 3e e e

       
     
       

           
    


 

x xx D'LH x

x 1 1
lim lim 0

e e

 
 
 

     
  


 

Αλ 

●   1x A , 0    ηόηε   1
x

f (A ) f (0), lim f (x) 0,


  


 

●   2x A 0,    ηόηε  2
xx 0

f (A ) lim f (x), lim f (x) 0,
 

    
 

 

Άξα ην ζ ύ λ ν ι ν  η η κ ώλ  ηεο  f  είλαη  

 1 2
f(A) f(A ) f(A ) 0,     

iii. Δίλαη 

   2x 2 2x 2f e f 4x 1 e 4x 1      

γηαηί 2x 2e 0, 4x 1 0     θαη ε  f   είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0,   

Οπόηε 

8_

8+x

0 +
_

f(x)

f (x)΄

0

min
0
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f '
2x 2 2x 2

e 4x 1 e 4x 1 0 f '(2x) f '(0) 2x 0 x 0


             

 

7o Θ Ε Μ Α  Δ  

Γ1. i. Γηα x=y=1, έρνπκε f (1) f (1) f (1) f (1) 0     

 Οπόηε    

x 1 x 1

f (x) f (1) f (x)
f '(1) 1 lim 1 lim 1

x 1 x 1 


    

 
 

Γηα νπνηνδήπνηε  x0 > 0 είλαη  

 

0

0 0

x
u

0 0x
0 0 0 0

x x x ux u 1 u 1
0 0 0 0

0 0
0 0 0

2u 1 u 1
0 0 0 0

1 1
f (x ) f (u) f (x )

f (x) f (x ) f (ux ) f (x ) u x
lim lim lim

x x ux x x (u 1)

11 f (u)f (x ) f (x )
x f (x ) uf (x ) f (u)ulim lim

x (u 1) x (u 1) ux (u 1) x (u 1)



   

 

 
 

  
  

 
   

      
      

  

0 0 0

2 2 2u 1
0 0 0 0 0 0

f (x )(u 1) f (x ) f (x )1 f (u) 1 1
lim f '(1)

ux (u 1) x u 1 x x x x

    
       

    

Άξα ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην νπνηνδήπνηε x0 > 0 κε  

0
0 2

0 0

f (x ) 1
f '(x )

x x


  . 

Άξα γηα θάζε x > 0 είλαη  

2

1 f(x)
f (x)

xx
    

ii. γηα θάζε x > 0  έρνπκε :  

 

2

1 f (x)
f '(x)

x x

1
xf '(x) f (x)

x

1
xf '(x) f (x)

x

xf (x) ' (ln x) '

xf (x) ln x c

 

 

 



 
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Γηα x=1 παίξλνπκε : f (1) c c 0    

Δπνκέλωο 

lnx
xf(x) lnx f(x) , x 0

x
     

Γ2. Δίλαη 

ln x 2 ln x 2
g(x) (x 1) 2 ln x 2

x x x x
       

 

2 2 2 2

1 1 ln x 2 x 1 ln x 2 x ln x 3
g '(x)

x x x x x

     
      

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 

 Έζηω h(x) ln x x 3, x 0     

 Ζ  h είλαη ζπλερήο ζην 2[1 , e ]  ωο άζξνηζκα ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ 

 h(1) 2 0    

2 2 2 2 2h(e ) lne e 3 2lne e 3 e 1 0          

Από Θ .  B o l za n o  ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  2μ (1 , e )   ώζηε   

h(μ) 0 lnμ μ 3 0      

Δπεηδή είλαη 
1

h '(x) 1 0
x

     ε h είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην (0, +), άξα 1-1 

νπόηε ην μ είλαη κνλαδηθό ζην (0, +).   

Γηα 0 x μ   αθνύ ε h είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζα είλαη 

h(x) h(μ) h(x) 0 g'(x) 0      

Γηα x μ  ζα είλαη 

h(x) h(μ) h(x) 0 g'(x) 0      

 

 

 

 

Ζ g είλαη γ λ ε ζ ί ωο  θζ ί λ ν π ζ α  ζην (0, μ]    θαη   

               γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην [μ, )  

Ζ g παξνπζηάδεη ζην 
0x μ  ε ι ά ρ η ζ ην  ην 

8+x

0 +
_

0 μ

g(x)

g (x)΄

Διάρηζην
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lnμ 2
g(μ) lnμ 2

μ μ
     

Γ3. Αθνύ ην g(μ) είλαη (νιηθό) ειάρηζην, γηα θάζε x 0  ζα ηζρύεη 

g(x) g(μ)  

Δπεηδή    

lnμ μ 3 0 lnμ 3 μ       
 ζα είλαη   

        

2

2 2 2

ln μ 2 3 μ 2 3 μ 2 μ μ 3 μ 2
g(μ) ln μ 2 3 μ 2 1 μ

μ μ μ μ μ μ μ

μ 2μ 1 (μ 2μ 1) (μ 1)

μ μ μ

     
             

       
  

 

Άξα 

2 2
(μ 1) (μ 1)

g(x) g(μ) g(x) g(x) 0
μ μ

  
       

Γ4. Έζηω  

H(x) g(x) g (x)  , x 0  

 Ζ H(x)  είλαη ζπλερήο ζην 
2[μ , e ]  ωο άζξνηζκα ζπλερώλ. 

 
2(μ 1)

H(μ) g(μ) g '(μ) 0
μ


       

2(μ 1)
0

μ

 
  , 

αθνύ  
2μ (1 , e )   άξα  μ 1  

2 2 2
2 2 2 2

2 2 4

2 2

2 2 4 4

ln e 2 e ln e 3
H(e ) g(e ) g '(e ) ln e 2

e e e

2 2 e 2 3 e 1
2 2 0

e e e e

   
       

 

   
       
 

 

Άξα από Θ .  B o l za n o   

ππάξρεη 2

1x (μ , e )  άξα 
1x μ ηέηνην ώζηε 

1 1 1
H(x ) 0 g(x ) g'(x ) 0     
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8o 

 

 

8o Θ Ε Μ Α  Β
 

Β1. Γηα  x > 0  είλαη  

x
u

h

h 1 u x u x

u x

x
f f (x)

f (u) f (x) f (u) f (x)h
lim lim lim

x x uh 1
1

u u

f (u) f (x)
lim u xf '(x)

u x



  



 
 

  
  




 
    

 

 

Άξα 

2

1 1 2 1
xf '(x) x 2 f '(x) 1 f '(x) x 2ln x

x x x x

 
             

 
 

Οπόηε 

1
f (x) 2ln x x c

x
     

Δίλαη 

f (1) 0 c 0    

Δπνκέλωο 

1
f(x) 2lnx x , x 0

x
     

Β2. Δίλαη 
2 2

2 2 2

2 1 2x x 1 (x 1)
f '(x) 1 0 γηα θάζε x (0, 1) (1, )

x x x x

   
          

Δπεηδή ε f  είλαη ζπλερήο ζην (0, ) , ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην (0, )  

 ●     2

x 0 x 0 x 0

1 1
lim f (x) lim 2ln x x lim 2x ln x x 1 ( )(0 0 1)

x x    

   
              

   
 

γηαηί 
DL'Hx 0 x 0 x 0 x 0

2

1

ln x xlim (x ln x) lim lim lim ( x) 0
1 1

x x

   

 
 
 

   
    


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●    
2x x x

1 ln x 1
lim f (x) lim 2ln x x lim x 2 1 ( )(0 1 0)

x x x  

    
               

    
 

γηαηί 
x DL'H x

ln x 1
lim lim 0

x x

 
 
 

 
   

Άξα ην ζ ύ λ ν ι ν  η η κ ώλ  ηεο   f  είλαη 

   
x x 0

f (A) lim f(x), limf(x) ,
 

      

Β3. Δίλαη  0 < α < β , νπόηε 

f

2 2

2 2

α α α α β
1 f f (1) 2ln 0

β β β β α

α α β α α β
2ln 2ln

β β α β αβ

α α β
ln

β 2αβ

  
       

 


     


    

2 2
α β

lnα lnβ
2αβ


   

Β4.       ●   Πξνθαλήο ξίδα ε  x = 1 

●   Αλ  0 < x < 1   ηόηε lnx < 0 νπόηε  

►    5 51 5 ln x 5ln x ln x ln x x x        

θαη επεηδή ε  f  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα  ζα είλαη  

5f (x) f (x )   (1) 

►    2 10 2 102 10 2ln x 10ln x ln x ln x x x        

θαη επεηδή ε  f  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζα είλαη  

2 10f (x ) f (x ) (2) 

Με πξόζζεζε θαηά κέιε ηωλ (1) θαη (2) έρνπκε  

       2 5 10f x f x f x f x    

● Αλ   x > 1   ηόηε lnx > 0 νπόηε  

►    5 51 5 ln x 5ln x ln x ln x x x        

θαη επεηδή ε  f  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζα είλαη  

5f (x) f (x )   (3) 
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►    2 10 2 102 10 2ln x 10ln x ln x ln x x x        

θαη επεηδή ε  f  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζα είλαη  

2 10f (x ) f (x ) (4) 

Με πξόζζεζε θαηά κέιε ηωλ (3) θαη (4) έρνπκε  

       2 5 10f x f x f x f x    

Δπνκέλωο γηα θάζε    x 0, 1 1,   είλαη    

       2 5 10f x f x f x f x    θαη  

ζπλεπώο ε x = 1 είλαη κ ν λ α δ η θ ή  ξ ί δ α  ηεο εμίζωζεο  

       2 5 10
f x f x f x f x    

ζην  ( 0, + ). 

 

8o Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. Γηα θάζε x IR  είλαη: 

x x xθ'(x) e xe e (1 x)     

 

 

 

 

Δίλαη 

x

x x
lim θ(x) lim (xe 1) 1
 

    ,  

   αθνύ  x x

x xx x DL'H x x

x 1
lim xe lim lim lim e 0

e e

 
 
 

    
    


 

Δπίζεο  

x

x x
lim θ(x) lim (xe 1) ( )( ) 1
 

         

Σέινο  

1 1
θ( 1) e 1 1 0

e

        .  

Άξα  

Αλ 
1

x A ( , 1]     ηόηε επεηδή θ γλεζίωο θζίλνπζα ζην Α1 , είλαη : 

8_

8+x

0 +
_

1
_

θ(x)

θ΄(x)
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1
x

1
θ(A ) θ( 1), lim θ(x) 1, 1

e

         
 

Αλ 
2

x A ( 1, )     ηόηε επεηδή θ γλεζίωο αύμνπζα  ζην Α2, είλαη: 

 2
x 1 x

1
θ(A ) lim θ(x), lim θ(x) 1,

e 

 
     

 
 

Σν 
10 θ(A )  ελώ 

20 θ(A ) . 

Δπνκέλωο ππάξρεη 
0 2x A ( 1, )    , ηέηνην ώζηε 

0θ(x ) 0 . 

Αθνύ ε θ είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην Α2 άξα 1-1 ε ξίδα x0 είλαη κνλαδηθή. 

Αλ  
01 x 0     ηόηε αθνύ ε θ είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην Α2 ζα είλαη  

0θ(x ) θ(0) 0 1   ,  άηνπν. 

Άξα 

0
x 0  

Γ2. Γηα θάζε x IR  είλαη :   

x x xh '(x) e (x 1)e 1 xe 1 θ(x)        

Δίλαη  

0h'(x) 0 θ(x) 0 x x      

Αλ 
1x A ( , 1]     ηόηε είλαη 

1

1
θ(A ) 1, 1

e

 
    
 

, 

ζπλεπώο h '(x) θ(x) 0  . 

Αλ 
2x A ( 1, )     ηόηε επεηδή θ γλεζίωο αύμνπζα  ζην Α2 , γηα -1 < x < x0  είλαη : 

0θ(x) θ(x ) θ(x) 0   , ελώ γηα x > x0  είλαη 
0θ(x) θ(x ) θ(x) 0    

Άξα
 

 

 

 

Δίλαη 

0 0 0 0 0x x x x x

0 0 0 0 0 0 0 0h(x ) (x 1)e x 1 x e e x 1 θ(x ) e x e x 0                

αθνύ  x0  > 0. 

8_

8+

0 +
_

x x0

h (x) x)΄ =θ(

h(x)
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Έρνπκε 

x

x xx x

x 1
lim h(x) lim e x 1 ( 1 0 0)

e e 

  
            

  
 

αθνύ 

x xx DL'H x

x 1 1
lim lim 0

e e

 
 
 

 
  


 

Αλ 
0x Γ [x , )    ηόηε επεηδή  h  γλεζίωο αύμνπζα  ζην Γ, είλαη : 

 0x

0 0
x

h(Γ) h(x ), lim h(x) e x ,


     
 

Σν 0 h(Γ)  επνκέλωο ππάξρεη 
0ξ Γ [x , )   , ηέηνην ώζηε h(ξ) 0 . 

Αθνύ ε h είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην Γ, άξα 1-1, ε ξίδα ξ είλαη κνλαδηθή ζην Γ. 

Δίλαη 

ξ
ξ

ξ ξ ξ

ξ 1 (ξ 1) (ξ 1)e h(ξ)
h( ξ) ( ξ 1)e ( ξ 1) ξ 1 0

e e e

      
              

Άξα  - ξ :  ξίδα ηεο h(x). 

Eίλαη 

0 0ξ x 0 ξ< x 0     . 

Άξα 
0ξ ( , x )    θαη επεηδή ε  h  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην 

0( , x )  ε ξίδα -ξ 

είλαη κνλαδηθή ζην
0( , x )  

΢πλεπώο ε εμίζωζε h(x)=0 έρεη δ ύ ν  α θ ξ η β ώο  ξ ί δ ε ο  α λ η ί ζ ε η ε ο . 

Γ3. Ζ εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο  

xf (x) e ζην ζεκείν επαθήο ηεο  1 1A x , f (x )  είλαη  

1 1 1 1 1x x x x x

1 1 1 1 1 1ε : y f (x ) f '(x )(x x ) y e e (x x ) y e x e x e            

Ζ εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο  

g(x) ln x ζην ζεκείν επαθήο ηεο  2 2B x , g(x )  είλαη  

2 2 2 2 2 2 2

2 2

1 1
ε : y g(x ) g '(x )(x x ) y ln x (x x ) y x 1 ln x

x x
            

Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ f θαη g έρνπλ θνηλή εθαπηνκέλε αλ θαη κόλν αλ ππάξ-

ρνπλ 
1 2x IR, x 0   , ώζηε νη ε1 θαη ε2 λα ηαπηίδνληαη ,  

δειαδή αλ θαη κόλν αλ 
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1 1 1

1 1 1 1 1

1 1

1 1

1 1 1

x x x

2 2
2 x x x x x

x x 1 2 1
1 2

x x

2 2

x x x

1 1 1 1

1
e x e x e

x
e x e 1 ln x e x e 1 ln e

e x e 1 ln x

x e x e

e x e 1 x (x 1)e (1 x ) 0

 



 


   

    
              

  
  

         

 

Άξα γηα λα ηαπηίδνληαη νη ε1 θαη ε2  πξέπεη ην x1 λα είλαη ξίδα ηεο εμίζωζεο h(x)=0. 

Aιιά  ε  εμίζωζε h(x)=0 έρεη δύν αθξηβώο ξίδεο θαη κάιηζηα αληίζεηεο. 

Άξα ππάξρνπλ δύν αθξηβώο ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη επνκέλωο νη γξαθηθέο παξα-

ζηάζεηο ηωλ f θαη g έρνπλ δ ύ ν  α θ ξ η β ώο  θ ν η λ έ ο  ε θα π η ό κ ε λ ε ο . 

 

8o Θ Ε Μ Α  Δ  

Γ1. Από Θ . Μ . Τ .  γηα ηελ  f  ζην  2, 3  ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  μ 2, 3  ηέηνην 

ώζηε  

f (3) f (2)
f '(μ) f (3) f (2)

3 2


  


 

Αθνύ είλαη f (2) f '(x) f (3)   γηα θάζε  x  IR, έρνπκε 

f (2) f '(μ) f (3) f (2) f (3) f (2) f (3)       

Οπόηε  

f (3) f (2) f (3) f (2) 0     

΢πλεπώο f (x) f (2) 0    γηα θάζε  x  IR θαη επνκέλωο  

ε   f   ε ί λ α η  γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζ ην  I R .  

Γ2. Από Θ . Μ . Τ .  γηα ηελ  f  ζην  1, 2   

ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  μ 1, 2  ηέηνην ώζηε 

f (2) f (1)
f (μ) f (2) f (1)

2 1


   


 

Αθνύ είλαη f (2) f '(x) f (3)   γηα θάζε  x  IR,  

έρνπκε 

f (2) f '(μ) f (3) f (2) f (2) f (1) f (3)       

Οπόηε  

f (2) f (2) f (1) f (1) 0     
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΢πλεπώο f (1) f (2) 0    θαη αθνύ ε f είλαη ζπλερήο , ωο παξαγωγίζηκε, ζην  1, 2  από 

ην Θ .  B ν l z a n o   

ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  0x 0, 1  ώζηε 
0f (x ) 0  

θαη επεηδή ε  f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα είλαη θαη 1-1, νπόηε ην 
0x  είλαη κνλαδηθό. 

Γ3. Από Θ . Μ . Τ .  γηα ηελ  f  ζηα   01, x  θαη  0x , 3  ( ην 
0x  ηνπ πξνεγ. εξωηήκαηνο)  

ππάξρνπλ  1 0μ 1, x   θαη   2 0μ x , 3  ηέηνηα ώζηε  

0
1

0 0

f (x ) f (1) f (1)
f '(μ )

x 1 x 1

Γ.2. 
 

 
  θαη    

0
2

0 0

f (3) f (x ) f (3)
f '(μ )

3 x 3 x

Γ.2.
 

 
 

Δπνκέλωο 

0 0

2 1

0 0

f (3) f (1) f (3) f (1)
3 x x 1 2

f (3) f (1)f (μ ) f (μ )

3 x x 1

       
 

 

 

Γ4. i. Από Θ . Μ . Τ .  γηα ηελ  f  ζην  2, x , x 2   

ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  t 2, x  ηέηνην ώζηε  

f (2) 1f (x) f (2) f (x) 1
f '(t)

x 2 x 2

 
 

 
 

Αθνύ είλαη f (2) f '(x) f (3)   γηα θάζε  x  IR, θαη  f ( 2 ) = 1 γηα θάζε  x > 2 

έρνπκε 

x>2f (x) 1
f (t) 1 1 f(x) 1 x 2 f(x) x 1

x 2


          


 

ii. Γηα θάζε  x > 2  έρνπκε f (x) x 1 0    

Οπόηε  

1 1
0

f (x) x 1
 


 

θαη θαηά κείδνλα ιόγν 

1 1
0

f (x) x 1
 


. 

 Γηα θάζε  x > 2  είλαη lnx > 0 επνκέλωο  
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ln x ln x
0

f (x) x 1
 


 

Δίλαη 

●    
x D'LH x x

1

ln x 1xlim lim lim 0
x 1 1 x

 
 
 

        
  


 

●    
x
lim 0 0


  

Άξα από ην θ ξ η η ή ξ η ν  πα ξ ε κ β ν ι ή ο  

x

lnx
lim 0

f(x)

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9o 

 

 
 

9o Θ Ε Μ Α  Β
 

Β1. Δίλαη  

1
f '(x) 1 0

x
     γηα θάζε x > 0 

νπόηε ε  f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  A 0,  . 

Δπίζεο είλαη f (1) 0  δειαδή ε εμίζωζε  f ( x ) = 0  έρεη ξίδα ην 1 ε νπνία είλαη θαη ε  

κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζωζεο αθνύ ε  f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα άξα 1-1.  

Οπόηε 

 Αλ  0 < x < 1  ηόηε    f(x) f(1) lnx x 1 0      

 Αλ   x > 1       ηόηε    f(x) f(1) lnx x 1 0      

Β2. i. Γηα θάζε x > 0  είλαη   

ln x ln x x ln x (1 x)ln x
g '(x) 1 ln x 1

x x x

 
     

 

 

 

 

 

 

 

 

Ζ g είλαη γ λ ε ζ ί ωο  θ ζ ί λ ν π ζ α  ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο  A 0,   θαη δ ε λ  π α -

ξ ν π ζ η ά δ ε η  α θ ξ ό η α η α .  

ii. Δίλαη  

'

2 2 2

ln x 1 ln x 1 1 ln x x f (x)
g ''(x) ln x

x x x x x

    
      
 

   

όπνπ  f  ε ζπλάξηεζε ηνπ Β.1. εξωηήκαηνο. 

Δίλαη 

 

8+

0

x 0 1

0

0

1 x
_

lnx

g(x)

g (x)΄

+

_

+

_

_

_

0
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Ζ   g είλαη θ π ξ η ή  ζην  0, 1  θαη  θ ν ί ι ε  ζην  1,  .   

Σ ε κ ε ί ν  θ α κ π ή ο  ηεο Cg  ην  K 1, 0  

 

9o Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. Έζηω όηη ππάξρεη ζεηηθόο αξηζκόο α ηέηνηνο ώζηε f(α)=0 

Γηα  x = α  θαη  y = 1  από ηε δνζείζα ζρέζε έρνπκε : 

  
2 2f (α) 0

2α 1 α 1
f (α) f (α)f (1) 0 α 1

α α

 
        ,  άηνπν. 

Άξα 

f (x) 0 , γηα θάζε  x 0,  . 

Γηα  x=y=1  από ηε δνζείζα ζρέζε έρνπκε: 

  
2 2f (1) f (1) 2 f (1) f (1) 2 0 f (1) 2 ή f (1) 1          ,   

Eίλαη 
x
lim f (x)


  , επνκέλωο ππάξρεη ζεηηθόο αξηζκόο μ ηέηνηνο ώζηε γηα νπνηνδή-

πνηε Μ > 0 λα ηζρύεη f(x) > Μ γηα θάζε x > μ.  

Απηό ζεκαίλεη όηη ε ζπλάξηεζε f γηα ην θαηάιιειν x παίξλεη ζ ε η η θ ή  η η κ ή .  

Δμάιινπ ε f  ωο ζπλερήο ζπλάξηεζε πνπ δελ κεδελίδεηαη γηα θακία ηηκή ηνπ x  

δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν νπόηε f(x)>0, γηα θάζε x>0, νπόηε f(1)=2.  

Γ2.  Γηα θάζε  x 0,   θαη y=1 από ηε δνζείζα ζρέζε έρνπκε : 

2 2
x 1 x 1 1

f(x) 2f(x) f (x) f (x) x
x x x

 
        

Γ3.  Γηα θάζε  x 0, 1  είλαη   

 
2016

2016 1
g(x) f (x) x

x

 
   

 
, 

νπόηε : 

8+x

f(x)

g(x)

΄g (́x)

0 1

0

0

0
΢.Κ.

+
_

+
_
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2015

2

1 1
g (x) 2016 x 1

x x

   
      

   
 

2014 2 2015

2 3

1 1 1 2
g (x) 2016 2015 x 1 2016 x 0

x x x x

     
            

     
 

 Δπνκέλωο ε g είλαη θ π ξ ηή  ζην δηάζηεκα (0, 1). 

Γ4. Αθνύ ε   g  είλαη θπξηή ζην  (0,  1)  ε g '  είλαη γλεζίωο αύμνπζα (0, 1). 

●    Αλ  x = y  ηόηε ηζρύεη ε ηζόηεηα  

●    Αλ x y  ρωξίο πεξηνξηζκό ηεο γεληθόηεηαο έζηω όηη είλαη  x < y  

Από ην  Θ . Μ . Τ .  γηα ηελ  g  ζηα δηαζηήκαηα  
x+y x+y

x, , , y
2 2

   
   
   

 

ππάξρνπλ 

1 2

x+y x+y
μ x, θαη μ , y

2 2

   
    
   

   

ώζηε 

1

x y x y
g g(x) g g(x)

2 2
g '(μ )

x y y x
x

2 2

    
    

   
 

 


 

θαη 

2

x y x y
g(y) g g(y) g

2 2
g '(μ )

x y y x
y

2 2

    
    

   
 

 


 

Δπεηδή ε g '  είλαη γλεζίωο αύμνπζα , έρνπκε 

y x 0

1 2 1 2

x y x y
g g(x) g(y) g

2 2
μ μ g '(μ ) g '(μ )

y x y x

2 2

 

    
    

   
     

 
 

x y x y x y
g g(x) g(y) g 2g g(x) g(y)

2 2 2

x y g(x) g(y)
g

2 2

       
            

     

  
  

 

 

Άξα  γηα θάζε  x, y  (0,  1)  ηζρύεη: 
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x y g(x) g(y)
g

2 2

  
 

 
 

Γ5. Eίλαη  x+y=1, νπόηε  x=1-y   θαη   y = 1-x 

Oπόηε επεηδή είλαη  x > 0  θαη  y > 0  ζα είλαη  

1 y 0 y 1      θαη 1 x 0 x 1      

Αιιά από Γ4. εξώηεκα  γηα θάζε  x,  y  (0,  1)  ηζρύεη :  

x y g(x) g(y) x y
g 2g g(x) g(y)

2 2 2

     
      

   
 

Δπνκέλωο  

2016 20162016 2016 2016

2016 20162016 2016 20162016

2016

2016

1 1 1 1 1 1
2g x y 2 2 x y

2 x y 2 x y

5 1 1 5 1 1
2 x y 2 x y

2 x y 2 x y

1 1
x y

x y

          
                    

          

        
                  

        

  
     

   

2016 2016

2015

5

2


 

9o Θ Ε Μ Α  Δ  

Γ1. Ζ  f  είλαη ζπλερήο ζην  1,   ωο παξαγωγίζηκε θαη f (x) 0  γηα θάζε x 1  

Άξα ε f δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην  1,   θαη επεηδή είλαη f (1) e 0   ζα είλαη  

f (x) 0  γηα θάζε x 1 . 

Δπνκέλωο γηα θάζε x 1  είλαη  

 
2 2f (x) 2f (x)

f (x) 0
f (x)

 
    

άξα  ε f  είλαη θ π ξ η ή . 

Γ2. Δίλαη  

   

 

f (x) 0
2 22 2

2

2

f (x)f (x) f (x) 2f (x) f (x)f (x) f (x) 2f (x)

f (x)f (x) f (x) f (x) f (x)
2 2 2x 0

f (x) f (x) f (x)
(1)



        

       
         

   

 

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  
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f '(x)
g(x) 2x, x 1

f (x)
     

ε νπνία ιόγω  (1) είλαη  γλεζίωο αύμνπζα ζην  1,  . 

Οπόηε  γηα θάζε  x > 1 ζα είλαη  

 

f (x) 0

2

f (x) f (1) f (x) 2e f (x)
g(x) g(1) 2x 2 2x 2 2x 0

f (x) f (1) f (x) e f (x)

ln f (x) x 0 (2)

   
            


  

 

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 

2h(x) lnf (x) x , x 1     

ε νπνία ιόγω  (2) είλαη  γλεζίωο αύμνπζα ζην  1,  . 

Οπόηε  γηα θάζε  x > 1  ζα είλαη 

2

2 2 2

2 x

h(x) h(1) lnf(x) x lnf(1) 1 lnf(x) x lne 1 lnf(x) x 0

lnf(x) x f(x) e

            

   
 

Γ3. Αθνύ γηα θάζε  x > 1  είλαη  f ( x ) > 0 , από ηε ζρέζε 
2xf (x) e  πξνθύπηεη 

2

2

x

x

1 1 1
0 0 e

f (x) f (x)e

      

Δίλαη 

2x1
0 e

f (x)

   

νπόηε  

●   Καηά κείδνλα ιόγo ζα είλαη  
2x1

0 e
f (x)

    

●  
2

2
u x

x u

x u
lim e lim e 0




 
   

Οπόηε από ην θ ξ η ηή ξ η ν  π α ξ ε κ βν ι ή ο  πξνθύπηεη  

x

1
lim 0

f (x)
  

Δπνκέλωο  

x x

1
lim f (x) lim

1

f (x)

 
    
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αθνύ 

x

1
lim 0

f (x)
   θαη 

1
0

f (x)
 . 

΢ην Γ.2. εξώηεκα βξήθακε όηη 

f (x) 0f '(x)
g(x) g(1) 2x 0 f '(x) 2xf (x)

f (x)



       

 Άξα γηα θάζε x 1  είλαη  f '(x) 2xf (x) 0   θαη ζπλεπώο  

ε  f  είλαη γλεζίωο  αύμνπζα  ζην  A 1,  . 

●     f(1)=e               ●    
x
lim f (x)


   

Οπόηε ην ζ ύ λ ν ι ν  η η κ ώλ  ηεο  f   είλαη 

 f (A) e,   

Γ4. Ζ εμίζωζε 
π

f(x) ζπλ e 1
x

    ηζνδύλακα γίλεηαη  

 
π

f(x) e ζπλ 1 0
x

 
    

 
           (1) 

Αιιά  αθνύ   f (A) e,   ζα είλαη  

f (x) e f (x) e 0     

Δπίζεο 
π π

ζπλ 1 ζπλ 1 0
x x
     νπόηε από ηελ (1) πξνθύπηεη 

f (x) e 0 f (x) e

π π
ζπλ 1 0 ζπλ 1 0

x x

   
 

 
    

 

 

Δίλαη f(1)=e   θαη  γηα θάζε x>1,  αθνύ ε  f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζα είλαη  

f (x) f (1) f (x) e    

Άξα   

f (x) e x 1
x 1 x 1

π π
ζπλπ 1 0 ζπλπ 1 ηζρύεηζπλ 1 0 ζπλ 1 0

x x

  
   

     
         

   

Άξα   

x 1  
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10o 

 

10o Θ Ε Μ Α  Β
 

Β1. Θέηνπκε u 1 ln x   νπόηε 1 uln x 1 u x e      

Οπόηε  

1 u 1 uf (u) 1 e (1 u) u e        

Δπίζεο ε ζπλάξηεζε u 1 ln x, x 0    είλαη γλεζίωο θζίλνπζα αθνύ  

1
u ' 0

x
    γηα θάζε   x 0,    θαη  

έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην IR αθνύ  

 
x 0
lim u 1


       θαη  

x
lim u 1
 

      

Άξα γηα θάζε  x 0,   είλαη u  νπόηε  

1 uf (u) u e  
  

 γηα θάζε u IR . 

Άξα 

1 x
f (x) x e

 
 

γηα θάζε x IR . 

Β2. Δίλαη 

1 xf (x) 1 e 0      γηα θάζε x IR . 

 Άξα ε   f  είλαη γ λ ε ζ ί ωο  α ύ μ ν π ζ α  ζην IR . 

Β3. Δίλαη f (1) 0 , νπόηε  

●   Αλ 
f

x 1 f (x) f (1) f (x) 0


      

●   Αλ 
f

x 1 f (x) f (1) f (x) 0


      

Β4.       ●  Ζ  f  είλαη ζπλερήο ζην IR νπόηε δελ έρεη θαηαθόξπθεο αζύκπηωηεο. 

●   
1 x 1 x

x x x

f (x) x e e
lim lim lim 1 1

x x x

 

     

 
        

 
  γηαηί 

1 x u

x u
lim e lim e

  
       
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θαη    

 
1 x 1 x

x D'LH x

e e
lim lim

x 1

 
   

   


       

Άξα ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  δ ε λ  έ ρ ε η  ν ξ η δ ό λ η η α  ή  π ι ά γ η α  α ζ ύ κ π η ω-

η ε  ζην  . 

●  
1 x 1 x

x x D'LH x

f (x) x e 1 e
lim lim lim 1 0 1 ι

x x 1

 
   

     

 
         

γηαηί   

1 x u

x u
lim e lim e 0

  
   

     1 x 1 x u

x x x u
lim f (x) ιx lim x e x lim e lim e 0 β 

   
                

Άξα ε y ιx β y x     είλαη  

π ι ά γ η α  α ζ ύ κ πη ωη ε  ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην  . 

Β5. Δίλαη  

   2 1 x 1 x 2 1 x 1 x 1 x 2 1 x 1 xg'(x) x e x 1 e x e xe e x xe x x e xf (x)                  

 

 

 

 

 

 

 

 

H  f  παξνπζηάδεη ζην  

1x 0  η ν π η θ ό  κ έ γ η ζ η ν  ην g(0) e  

θαη ζην  

2x 1  η ν π η θ ό  ε ι ά ρ η ζ ην  ην 
7

g(1)
3

  

 

 

 

 

+

8_x 8+

x

f(x)

g(x)

g (x)΄

10

0

0

00 +

_

+

_

+
_

_

+

T.M.
T.E.e
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10o Θ Ε Μ Α  Γ  

Γ1. Ζ g είλαη ζπλερήο ζην 0 νπόηε  

x 0
limg(x) g(0)


 . 

Δίλαη : 

2

2

1
u1

x
ux

x 0 x 0 u
limg(x) lime lim e 0




  
      θαη    g(0) f (1)  

Άξα f (1) 0  

Δπίζεο ε g είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0 νπόηε  

22

2 2

1 1
u ux x

u uu u DL'H ux 0 x 0

g(x) g(0) e 0 e u 1
g '(0) lim lim lim lim lim 0

1x x e 2ue
u

 

      

   

 
        

Οπόηε g'(0) 0   θαη ζπλεπώο f (4) ln2  

Γηα θάζε    x 0, 2 2,    είλαη   

   

 

   

2 2

2

x f (x) 1 2x x f '(x) x f (x) 2x x f '(x) 1

x f (x) x 2x f '(x) 1 x f (x) x(x 2)f '(x) 1

1
f (x) (x 2)f '(x) (x 2)f (x) ' ln x '

x

       

        

      

 

Αλ  x 0, 2 είλαη  

1(x 2)f (x) ln x c   .  

Γηα x=1 παίξλνπκε  

f (1) 0

1 1(1 2)f (1) ln1 c c 0


      

Άξα  

ln x
f (x)

x 2



,   x 0, 2  

Αλ  x 2,  είλαη  

2(x 2)f (x) ln x c   .  

Γηα x=4 παίξλνπκε  

f (4) ln 2
2

2 2 2 2(4 2)f (4) ln 4 c 2ln 2 ln 2 c 2ln 2 2ln 2 c c 0


            

Άξα  
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ln x
f (x)

x 2



,   x 2,   

Δπνκέλωο 

   
lnx

f(x) , x 0, 2 2,
x 2

   


 

Γ2.  ●  Κ α η α θ ό ξ π θ ε ο  α ζ ύ κ π η ωη ε ο  

       
x 0 x 0 x 0

ln x 1 1
lim f (x) lim lim ln x ( )

x 2 x 2 2    

 
       

  
 

Άξα ε 
1ε : x 0  ( ν άμνλαο y'y ) είλαη θ α η α θ ό ξ π θ ε  α ζ ύ κ π ηωη ε  ηεο 

fC . 

       
x 2 0

x 2 x 2 x 2

ln x 1
lim f (x) lim lim ln x ( )ln 2

x 2 x 2  

 

  

 
      

  
 

        
x 2 0

x 2 x 2 x 2

ln x 1
lim f (x) lim lim ln x ( )ln 2

x 2 x 2  

 

  

 
      

  
 

Άξα ε 
2ε : x 2   είλαη θ α ηα θ ό ξ π θ ε  α ζ ύ κ π η ωη ε  ηεο 

fC . 

●  Ο ξ η δ ό λ η η ε ο  –  Π ι ά γ η ε ο  α ζ ύ κ π η ωη ε ο  

 Δίλαη 

x x DL'H x

1

ln x xlim f (x) lim lim 0
x 2 1

 
 
 

     
  


 

Άξα ε y 0 (ν άμνλαο x'x) είλαη  ν ξ η δ ό λ η η α  α ζ ύ κ π η ωη ε  ηεο 
fC  ζην  . 

Γ3. Γηα θάζε    x 0, 2 2,   , είλαη  

2 2

1 2
(x 2) ln x 1 ln x

x xf '(x)
(x 2) (x 2)

   

 
 

 

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

2
g(x) 1 ln x , x 0

x
     

Eίλαη  

2 2

2 1 2 x
g '(x)

x x x


  
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΢ην x=2 ε g παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην ην g(2) ln2  . 

Άξα  

g(x) g(2) g(x) ln2 0     

Άξα  

2
g(x) 0 1 ln x 0

x
     , 

νπόηε :  

f '(x) 0 , γηα θάζε    x 0, 2 2,    

Δπνκέλωο ε f είλαη  

γλεζίωο θζίλνπζα ζε θάζε έλα από ηα δηαζηήκαηα  0, 2 θαη   2,   

Αλ  1x A 0, 2  , ηόηε  

   1
x 2 x 0

f (A ) lim f (x), lim f (x) , IR
  

      

Αλ  2x A 2,   , ηόηε  

   2
x x 2

x f (A ) lim f (x), lim f (x) 0,
 

     

Σν 
12016 f (A ) IR  άξα ππάξρεη  1 1x A 0, 2   ώζηε  

1f (x ) 2016 .  

Σν 
1x  είλαη κνλαδηθό ζην 

1A  αθνύ ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα άξα 1-1 ζην 
1A . 

Σν 
22016 f (A ) (0, )    άξα ππάξρεη  2 2x A 2,    ώζηε  

2f (x ) 2016 .  

Σν 
2x  είλαη κνλαδηθό ζην 

2A  αθνύ ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα άξα 1-1 ζην 
2A . 

Αξά ε εμίζωζε f (x) 2016  έρεη δ π ν  α θ ξ η β ώο  ξ ί δ ε ο . 

Γ4. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

8+x

0+
_

20

g(x)

g (x)΄
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2xh(x) 2x 1 e , x IR     

Δίλαη  

2xh '(x) 2 2e , x IR    

 

 

 

 

Aξα ε h παξνπζηάδεη ζην 0 νιηθό κέγηζην ην h(0)=0 

Δπνκέλωο   

2xh(x) 0 2x 1 e 0      γηα θάζε x IR  

Οπόηε  

2ι2ι 1 e 0   γηα θάζε ι IR . 

΢πλεπώο γηα θάζε ι IR  

2ι

12ι 1 e f (A )    

ελώ  

2ι

22ι 1 e f (A )    

Άξα ππάξρεη 
1ξ A  ώζηε  

2ιf (ξ) 2ι 1 e   , 

δειαδή ην ξ είλαη κηα ξίδα ηεο εμίζωζεο  

2ιf (x) 2ι 1 e   , 

ε νπνία είλαη κνλαδηθή αθνύ ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα άξα 1-1 ζην 
1A . 

 

10o Θ Ε Μ Α  Δ  

Γ1. Δίλαη    

2P'(x) 3αx 2βx γ    

Δπεηδή   

1 2 3P(ξ ) P(ξ ) P(ξ ) 0      

από Θ .  R o l l e  γηα ηελ P ( x ) ζηα    1 2 2 3ξ , ξ θαη ξ , ξ    

8_

8+x

0+
_

0

h(x)

h (x)΄
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ππάξρνπλ     1 1 2 2 2 3x ξ , ξ θαη x ξ , ξ   ώζηε    

1 2P'(x ) P'(x ) 0   

Άξα ε εμίζωζε 23αx 2βx γ 0    έρεη δπν ξίδεο   x1 ,   x2 ,  άληζεο , νπόηε  

2 2
0 4β 12αγ 0 β 3αγ        

Γ2. Eπεηδή είλαη  α > 0 , έρνπκε  

 

 

 

 

Γ3. Δίλαη  P''(x) 6αx 2β   

 1 2 1 2 1 2P''(x ) P''(x ) 6αx 2β 6αx 2β 6α x x 4β         

Αιιά  x1 ,   x2  είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζωζεο 
23αx 2βx γ 0    νπόηε από ηνπο ηύπνπο 

Vieta έρνπκε  1 2

2β
x x

3α
    θαη ζπλεπώο 

1 2

2β
P (x ) P (x ) 6α 4β 4β 4β 0

3α

 
         

 
 

Γ4. Αλ  ην πνιπώλπκν  Ρ ( x )  παξνπζηάδεη ζεκείν θακπήο ζε θάπνηα από ηηο ζέζεηο  

x1 , x2  ηωλ αθξόηαηωλ ηνπ  P ( x ) ηόηε  

1P (x ) 0    ή   
2P (x ) 0  .  

Αλ  π.ρ. 
1P (x ) 0   ηόηε αθνύ 

1 2P''(x ) P''(x ) 0   ζα είλαη θαη  
2P''(x ) 0  , 

δειαδή ην πνιπώλπκν P''(x) 6αx 2β   έρεη 2 ξίδεο πνπ είλαη άηνπν αθνύ είλαη πξώ-

ηνπ βαζκνύ. 

Γ5  Δίλαη 
1 2P'(x ) P'(x ) 0  , νπόηε από Θ .  R o l l e   

ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  1 2μ x , x  ηέηνην ώζηε   

P''(μ) 0 ,  

8_ 8+x x1
x2

0 0+
_

+

p(x)

p (x)΄

T.E.T.M.
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ην νπνίν είλαη κνλαδηθό αθνύ ην πνιπώλπκν P''(x) 6αx 2β   είλαη πξώηνπ βαζκνύ. 

Eπεηδή είλαη  α > 0 ,  

έρνπκε  

 

 

 

 

 

Άξα ην πνιπώλπκν  P ( x )  έρεη έ λ α  α θ ξ η β ώο  ζ ε κ ε ί ν  θ α κ π ή ο   

 K μ, Ρ(μ)  κε   1 2μ x , x . 

Γ6. Δπεηδή ε y 2x 25   είλαη πιάγηα αζύκπηωηε ηεο 
fC  ζην  , ζα ηζρύνπλ  

 

x

x

f (x)
lim 2,

x

lim f (x) 2x 25

 





 

 

Οπόηε  

3 2 32

3 2 3x x x x

P(x)

f (x) αx βx γx δ αxx γx δ
lim lim lim lim α

x x x γx δx x      

   
   

 

α>0

 

 Άξα  α = 2. 

 
3 2

2x x

3 2 3 2 2 2

2 2x x

2

2 2

x x
2

2

2x βx γx δ
lim f (x) 2x lim 2x

x γx δ

2x βx γx δ 2x 2γx 2δx βx γx δ 2γx 2δx
lim lim

x γx δ x γx δ

γ 2δ δ γ 2δ δx β 2γ β 2γ
x x x x x xlim lim

γ δγ δ
1x 1

xx x

 

 

 

   
    

  

         
  

   

 
        

 
 

 
   

 
2

β 2γ

x

 

 

Άξα    

β – 2γ = 25. 

Δπεηδή ε 
fC   έρεη θαηαθόξπθεο αζύκπηωηεο ηηο επζείεο κε εμηζώζεηο   

x = – 1 θαη  x = 13  , 

ζα ηζρύνπλ  

8_

8+x

0 +
_΄p (́x)

p(x) ΢.Κ.
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x 1

x 1

lim f (x) ή ή

lim f (x) ή







 

  

  
 

θαη  

x 13

x 13

lim f (x) ή ή

lim f (x) ή









  

  
 

Δίλαη  

3 2

2x 1 x 1

2x βx γx δ
lim f (x) lim

x γx δ  

  


 
      κε  

 3 2

x 1
lim 2x βx γx δ 2 β γ δ


                 θαη          

 2

x 1
lim x γx δ 1 γ δ


      

Οπόηε αλ 1 γ δ 0      ηόηε  

x 1

2 β γ δ
lim f (x) IR

1 γ δ

   
 

 
, άηνπν. 

Άξα  πξέπεη  1 γ δ 0   . 

Δπίζεο είλαη  

3 2

2x 13 x 13

2x βx γx δ
lim f (x) lim

x γx δ 

  


 
      κε  

 3 2

x 13
lim 2x βx γx δ 4394 169β 13γ δ


           θαη     

 2

x 13
lim x γx δ 169 13γ δ


      

Οπόηε αλ 169 13γ δ 0      ηόηε  

x 13

4394 169β 13γ δ
lim f (x) IR

169 13γ δ

  
 

 
, άηνπν. 

Άξα  πξέπεη  169 13γ δ 0   . 

Άξα 
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1 γ δ 0 13 13γ 13δ 0 13 13γ 13δ 0

169 13γ δ 0 169 13γ δ 0 182 14δ 0

13 13γ 13δ 0 13 13γ 169 0

δ 13 δ 13

13γ 156 γ 12

δ 13 δ 13

          
   

         

      
  

    

    
  

    

 

Δπνκέλωο αθνύ  β – 2γ = 25  ζα είλαη  

β 2( 12) 25 β 25 24 β 1         

Άξα 

P(x)=2x
3
+x

2
–12x–13,  x  IR. 

 


