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23o                                               Θ Ε Μ Α  B 

Β1. Γηα θάζε x  είλαη :   

2 2

1 1 1
f (x) x 1 1 1 0

x x x

   
             

   
, 

νπόηε ε  f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην   A 0,   . 

Έρνπκε : 

  

  

0 1

x x

0 1

x 0 x 0

1
lim f (x) lim x 1 .

x

1
lim f (x) lim x 1 .

x 

   

     

   

 





 
     

 

 
     

 





 

Επεηδή  ε  f  είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην Α=  0,  , έρνπκε : 

   
x x 0

f (A) lim f(x) , lim f(x) , IR
 

      

Β2. Eπεηδή ε f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζα είλαη θαη  «1–1»,  

άξα  ππάξρεη ε αλη ί ζη ξν θε  ζπλάξηεζε 1f  ηεο f   κε πεδίν νξηζκνύ ην   

( ) f A . 

Γηα νπνηαδήπνηε   
1 2y , y f (A) IR     κε 

1 2y y  έρνπκε :  

1 2y y          1 1 1

1 2f f (y ) f f (y ) , (αθνύ f f (y) y , γηα θάζε y f A )      

          
1 1

1 2f (y ) f (y ) , (αθνύ ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζπλάξηεζε).    

Επνκέλσο ε  1f 
  είλαη γ λ ε ζ ί σο  θζ ί λ ν π ζ α  ζπλάξηεζε . 

Β3. ● Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο  
1f 
   είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ   

   f A ,      ηεο f   

Έηζη έρνπκε : 

      1f x x : α , κε x f 0, .      

        1 1Γηα θάζε x f 0, ηζρύεη f x f 0, ,        

    1δειαδή : f x 0 , x f 0, .       
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   1 1Έηζη γηαθάζε x 0 ηζρύεη f x 0 x f x x.       

Γηα x 0 , έρνπκε :  

                              
         11 f 0, f f x f xf x x

x 0 x 0

     
  

  

 

                                                  

 

 
2

1
x f x x x 1

x
x 0

x 0

1
x 12x x 1 0

x 0,12
x 0

x 0


     

   
  


      

    
  

 

   

 

Επνκέλσο ε δνζείζα αλίζσζε αιεζεύεη γηα θάζε x ,0 0,1 ,

δειαδή αιεζεύεη γηα θάζε x , 1

  

 
 

Β4 

● Τν ζύλνιν ηηκώλ ηεο  1f     είλαη ην πεδίν νξηζκνύ  A 0,    ηεο δειαδή 

   1f 0,    

● Επεηδή ε 1f    είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζπλάξηεζε έπεηαη όηη  

      1 1 1

x x
f lim f x , lim f x  

 
  . 

Επνκέλσο είλαη : 

      1 1 1

x x
f lim f x , lim f x  

 
 =  0,  , 

νπόηε  

1 1

x x
lim f (x) 0 θαη lim f (x) 

   
     

Επνκέλσο  είλαη: 

 

   

 

1

1

x

u f x

lim f (x)

x f u1

1x x x

1
u u 1

u f uf (x) x u
lim lim lim

1x f (x) f u u
u 1 u

u





 

  
  

 
   

     

 
     


   

   
 

  

  .2
2

x x

1 1 1
2u 1 2

u u ulim lim u
1 1

1 1
u u



 

 
    

   
  
 

 . 
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 Έρνπκε : 

1 1x x

f (x) 1
lim lim f (x)

f (x) f (x)    

 
  

 
 

Είλαη : 

    

1

x

1 1

lim f (x) 0

θαη

f (x) 0, γηα θάζε x f αθνύ ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο   f (x)  είλαη ην 0,



  

 







     

 

Άξα 

1x

1
lim

f (x)  
    

Eπνκέλσο: 

   

1x

1
lim f(x)

f (x)

   

  

 
  

 
 . 

 

23o                                               Θ Ε Μ Α  Γ                       ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Γηα θάζε x  έρνπκε: 

     
          

2

f x f x 2 f x 3f x f x     

             
2 2f x f x 2 f x f x 3f x f x      

              2 2f x f x 2f x f x f x 3f x f x       

            2 2 3f x f x f x f x f x      

       2 3f x f x f x    

       2 3

1 1f x f x f x c c     

Γηα x 0  έρνπκε: 

     
     2 3

1f 0 f 0 f 0 c  
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2 3

1 11 1 1 c c 0       

Άξα γηα θάζε x  ηζρύεη: 

     
     2 3f x f x f x   

     2 33f x f x 3f x   

    3 3f x 3f x   

   g x 3g x   , (όπνπ    3g x f x ,x  ) 

   g x 3g x 0    

     3xg x 3g x e 0    

    3x 3xg x e g x e 0      

  3xg x e 0    

   3x

2 2g x e c c    

  3x

2g x c e   

 3 3x

2f x c e   

Γηα x 0  έρνπκε  

 3 3 0 3

2 2 2f 0 c e 1 c 1 c 1      . 

Επνκέλσο γηα θάζε x  ηζρύεη: 

      
 3 3xf x e  

    
33 xf x e   

  xf x e  , 

ε νπνία ηθαλνπνηεί ηελ ππόζεζε.  
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Άξα  

  x
f x e , x  . 

Γ2. Είλαη  

2 1 1
x f f

x x 1

    
     

    
 

1 1

2 x x 1x e e 
 

   
 

 

1 11

2 x x 1x 1x e e 1



 

   
 
 

 

2

1 1

2 x 1 x xx e e 1 
 

    
 

 

2

1

1 x x
2 x 1

2

2

e 1 1
x e

1 x x

x x





 





 

2

11

x 1 x x

2

e e 1
.

1 1
1

x x x

 

   
   

    
   

   

 γηα θάζε x 0 . 

Είλαη: 

 

x

1
y

1 x 1
yx 1

x y 01
lim 0

x 1

lim e lime 1



 
 

 


  
 

 

   

 
x

1
lim 1 1 0 1

x

 
    

 
 

 
 

 

2 2

2x

1 1 0
y yy y0x x x x

1x y 0 y 0 y 0
lim 0

x x2

e 1e 1 e 1 e
lim lim lim lim 1

1 y 1y
x x



   
   

    

    
 

 

 
   





 

Επνκέλσο είλαη: 
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2

11

x 1 x x
2

x x

2

1 1 e e 1 1
lim x f f lim . 1 1

1 1x x 1 1
1

x x x

 

 

   
         

            
              

    

 

Δηαθνξεηηθά  : 

 

 

 

x

1
u

x
1

lim 0
x

2

2x u 0

uu
uu u 1u 1u 0 0

2u u 1 0 0

2
u 0 u 0 u 02

u
f u f

1 1 u 1
lim x f f lim

x x 1 u

1
e ee e

u 1e e
lim lim lim

u 2u
u





  

 
 

 
    
  

 

   
   

    

  

 
          

       
     

 
 

  
   



 

 

 

   

u u u
u uu 1 u 1 u 1

2 4 3

u 0 u 0

1 1 1
e e e e 2e

u 1 u 1 u 1 2
lim lim 1

2 22u
 

  

 

 
   

    
   


 

Γ3. Θεσξώ ηε ζπλάξηεζε  

      2θ x f x f x x 2,x      . 

Είλαη  

  x x 2θ x e e x 2    , 

  x xθ x e e 2x     θαη 

  x x x

x

1
θ x e e 2 e 2

e

       
 

2
x2x x

x x

e 1e 1 2e
0

e e

 
   

γηα θάζε x   , κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν αλ: 

xe 1 0    

x 0e e   

x 0   

Επνκέλσο ε θ  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην , νπόηε ε  θ  είλαη θπξηή ζην  . 

Είλαη  
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   0 0 2 0 0θ 0 e e 0 2 0 , θ 0 e e 2.0 0          , 

νπόηε ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο (ε) ηεο  θC  ζην ζεκείν ηεο    N 0,θ 0  είλαη  

    y θ 0 θ 0 x 0 y 0 0.x y 0         

 Επεηδή  ε   θ  είλαη θπξηή ζην  έπεηαη όηη ε θC  βξίζθεηαη πάλσ από ηελ εθαπην-

κέλε ηεο επζεία  ε :y 0  ,ζε όιν ην  κε εμαίξεζε  ην θνηλό ζεκείν επαθήο ηνπο 

  N 0,θ 0 . 

Επνκέλσο γηα θάζε x   ηζρύεη  

         2 2
θ x 0 f x f x x 2 0 f x f x x 2              

Γ4. Η εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο  ε  ηεο 
fC  ζην ζεκείν ηεο   0 0M x ,f x  είλαη: 

    0 0 0y f x f x x x    

 0 0x x

0y e e x x     

 0 0x x

0y e x e 1 x     

Γηα λα δηέξρεηαη ε  ε  από ην ζεκείν  Α α,β  πξέπεη θαη αξθεί λα ηζρύεη: 

 0 0x x

0β e α e 1 x     

  0x

0α 1 x e β     

Επνκέλσο γηα λα δηέξρνληαη αθξηβώο δύν εθαπηνκέλεο ηεο 
fC  από ην ζεκείν  Α α,β  

πξέπεη θαη αξθεί ε εμίζσζε    0x

0α 1 x e β : E   , κε άγλσζην ην 
0x  λα έρεη  

αθξηβώο δύν ιύζεηο (δεδνκέλνπ όηη ε f   είλαη 1-1). 

Θεσξώ ηε ζπλάξηεζε  

    xH x α 1 x e   .  

Η εμίζσζε  E  γξάθεηαη  

   1H x β : E . 

Είλαη  
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     x x xH x e 1 α x e α x e        . 

Έρνπκε: 

    
 xe 0

xH x 0 α x e 0 α x 0 x α



           

    
 xe 0

xH x 0 α x e 0 α x 0 x α



           θαη 

    
 xe 0

xH x 0 α x e 0 α x 0 x α



           

 

 

 

Επνκέλσο ε  Η x  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  ,α  θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην 

 α, . 

Είλαη: 

  
 

 
xx x x x

1 α x1 α x
lim H x lim lim

e
e

 
 
 

   

  
  



x

xx x

1
lim lim e 0

e 


  


 

       α

x α x α
lim H x lim H x H α e

  
    

    
  

x

x x
lim H x lim 1 α x e

 

 
        

Η ζπλάξηεζε  H x  είλαη: 

 ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  ,α  

 ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  α,  

Επνκέλσο είλαη: 

        α

x
Η ,α lim Η x ,H α 0,e



    
 θαη  

         α

x x α
Η α, lim Η x , lim Η x ,e

 
     

Επνκέλσο, γηα λα έρεη ε εμίζσζε  Η x β  αθξηβώο δύν ιύζεηο πξέπεη θαη αξθεί λα 

ηζρύεη: 

8_

8+x

0+
_

H(x)

H (x)΄

α
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  

  



 

α

α

α

β 0,eβ Η ,α

θαη θαη 0 β e

β Η α, β ,e

    
    

 
     

 

Άξα ηα ζεκεία ηνπ επηπέδνπ  από ηα νπνία δηέξρνληαη α θ ξ η β ώο  δ ύ ν  ε θα π η ό -

κ ε λ ε ο  ηεο 
fC , είλαη όια ηα ζεκεία ηνπ επηπέδνπ πνπ βξίζθνληαη π ά λ σ από ηνλ ά-

μνλα x x  θαη θ ά η σ  από ηε 
fC . 

 

23o                                              Θ Ε Μ Α  Δ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Δ1. Είλαη: 

 
        

   
f 0 0

x 0 x 0 x 0

f x f x f 0
limg x lim lim f 0 0 g 0

x x 0 



  


    


 

Άξα ηζρύεη    
x 0
limg x g 0


 , νπόηε ε g  είλαη ζπλερήο ζην 
0x 0 . 

Η g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0,  σο πειίθν παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ κε  

 
     

2

f x xf x f x
g x

x x

   
   

 
. 

Η ζπλάξηεζε  g x  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0,  σο πειίθν παξαγσγίζηκσλ ζπ-

λαξηήζεσλ κε: 

    

 
   

2

xf x f x
g x

x

  
   

 
 

          2 2

4

xf x f x x xf x f x x

x

   
  

       2

4

x xf x 2x xf x f x

x

   
  

     2

3

x f x 2xf x 2f x
0

x

  
  ,  

αθνύ: 
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     2x f x 2xf x 2f x 0     γηα θάζε x 0  θαη 3x 0  γηα θάζε x 0 . 

Επεηδή ηζρύεη  g x 0   γηα θάζε  x 0,   θαη ε g  είλαη ζπλερήο ζην  0,  (α-

θνύ ε g  είλαη ζπλερήο ζην 
0x 0  θαη παξαγσγίζηκε ζην  0, ), 

έπεηαη όηη ε g  είλαη θ π ξ ηή  ζην  0, . 

Δ2. Επεηδή είλαη  g x 0   γηα θάζε  x 0,  , έπεηαη όηη ε ζπλάξηεζε  g x  είλαη 

γλεζίσο αύμνπζα ζην  0, . 

 Η g  σο παξαγσγίζηκε είλαη ζπλερήο ζην  0,  θαη επεηδή είλαη γλεζίσο 

αύμνπζα ζην  0, , έρνπκε:  

       
xx 0

g 0, lim g x , lim g x
 

     

Είλαη  

 
       

2 2

xf x f x f x f x
g x

x x x

 
    . 

 Έρνπκε: 
        

 
f 0 0

x 0 x 0

f x f x f 0
lim lim f 0 0

x x 0 

 

 

  
  


. 

 Γηα ην όξην 
 

2
x 0

f x
lim

x

 έρνπκε ηελ απξνζδηόξηζηε  κνξθή 
0

0
, αθνύ 

   
x 0
lim f x f 0 0


   θαζώο ε f  είλαη ζπλερήο ζην 

0x 0  θαη 2

x 0
lim x 0


 . 

Επνκέλσο,  

    

 

 
0

0

2 DLHx 0 x 0 x 02

f xf x f x
lim lim lim

x 2x
x

  

 
 
 

  

 
  


 

      
 

f 0 0

x 0

f x f 01 1 1
lim f 0 0 0

2 x 0 2 2

 



 
    


. 

Έηζη έρνπκε  

 
   

2
x 0 x 0

f x f x
lim g x lim 0 0 0

x x  

 
      

 
. 

Επνκέλσο  
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     
x

g 0, 0, lim g x


   , 

δειαδή είλαη  g x 0   γηα θάζε x 0 . Επεηδή ηζρύεη   g x 0   γηα θάζε x 0   θαη  

ε g  είλαη ζπλερήο ζην
0x 0  έπεηαη όηη  ε g  είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην 

 0, . 

Δ3. Γηα θάζε  1 2 3x ,x ,x 0,   θαη 
1 2 3ι ,ι ,ι 1  έρνπκε: 

             1 1 2 2 3 3 1ι x ι x ι x x 0      

        
   1 1 2 2 3 3 1g ι x ι x ι x g x     (αθνύ ε g  γλεζίσο αύμνπζα ζην  0, ) 

        

   1 1 2 2 3 3 1

1 1 2 2 3 3 1

f ι x ι x ι x f x

ι x ι x ι x x

 
 

 
 

     
 

 

     
1

1

ι 1 0
1 1

1 1 2 2 3 3 1 1
x 0

1 1 2 2 3 3

ι x
f ι x ι x ι x ι f x : α

ι x ι x ι x

 


   

 
 

Οκνίσο ηζρύνπλ: 

     2 2
1 1 2 2 3 3 2 2

1 1 2 2 3 3

ι x
f ι x ι x ι x ι f x : β

ι x ι x ι x
  

 
 

θαη 

     3 3
1 1 2 2 3 3 3 3

1 1 2 2 3 3

ι x
f ι x ι x ι x ι f x : γ

ι x ι x ι x
  

 
 

Από ηηο ζρέζεηο  α ,  β  θαη  γ  κε πξόζζεζε θαηά κέιε πξνθύπηεη όηη: 

          

       1 1 2 2 3 3
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

ι x ι x ι x
f ι x ι x ι x ι f x ι f x ι f x

ι x ι x ι x

 
    

 
 

     
       1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

f ι x ι x ι x ι f x ι f x ι f x       

Δ4. Είλαη  
 

 
f 1

g 1 f 1 1
1

    θαη 

 
   

   
2

1 f 1 f 1
g 1 f 1 f 1 3 1 2

1

 
       . 

Η εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο  ε  ηεο gC  ζην ζεκείν ηεο   M 1,g 1  είλαη: 

     
    y g 1 g 1 x 1    
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 y 1 2 x 1     

y 2x 1    

Επεηδή ε g  είλαη θπξηή ζην  0, , έπεηαη όηη ε gC  βξίζθεηαη πάλσ από ηελ εθα-

πηνκέλε ηεο επζεία  ε  ζε όιν ην  0, , κε εμαίξεζε ην θνηλό ζεκείν επαθήο ηεο 

  Μ 1,g 1 . 

Επνκέλσο γηα θάζε  x 0,   ηζρύεη: 

     
 g x 2x 1    

 f x
2x 1

x
    

 
2

f x 1
2

x x
   , κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x 1 . 

Έηζη, γηα θάζε α 0  θαη γηα θάζε 
1

x ,α
α

 
 
 

, ηζρύεη 
 

2

f x 1
2 0

x x
    κε ηελ ηζόηεηα 

λα ηζρύεη κόλν γηα x 1 , νπόηε: 

    

 α

2

1

α

f x 1
2 dx 0

x x

 
    

 
  

 α α α

2

1 1 1

α α α

f x 1
dx 2dx dx 0

x x
       

 
 

α
α
1

2
α1

α

f x 1
dx 2 α ln x 0

x α

 
     

 
  

 α

2

1

α

f x 1
dx 2 α 2ln α

x α

 
    

 
  

 α

2

1

α

f x 1
dx 2 α lnα

αx

 
    

 
  
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24o                                              Θ Ε Μ Α  Β  

Β1. Η   f   σο  γλεζίσο κνλόηνλε ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο  είλαη   « 1–1 »  , νπόηε  ε   f   

είλαη α λ η η ζ η ξ έ ς η κ ε . 

Β2.     f (3 x) f (x 5) 0    : (1)  

 Από ηελ (1)  γηα   x = - 1 έρνπκε :    

 f (3 1 ) f ( 1 5) 0 2f (4) 0 f (4) 0           

  Άξα ε 
fC   ηέκλεη ηνλ άμνλα x’x  ζην ζεκείν Α(4, 0).  Η 

fC   δελ έρεη άιιν θνηλό 

ζεκείν κε ηνλ άμνλα x x  ,αθνύ ε f  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην  . 

Β3. Γηα θάζε x  είλαη    εκx 1 2     ελώ   f (εκx) f (2)
   

θαη  επεηδή ε  f  είλαη 

γλεζίσο κνλόηνλε αλαγθαζηηθά ζα είλαη γλεζίσο θζίλνπζα.
 

Γηα θάζε x  έρνπκε : 

 
  

 
 

 

 
  

ff 4 0
1 2 1 2 1 2

f f 4 0
1 2 1 2 2 2

f 8 f (x 4) 0 f 8 f (x 4) f (4) 8 f (x 4) 4

f (x 4) 4 f f (x 4) f (4) x 4 0 x 4 x 2

2 x 2


  

 
 

           

             

   
 

Β4. Γηα θάζε    x < 0   έρνπκε  

    

 x

f f 4 0

e

x 0 x

x 4 4 f (x 4) f (4) f (x 4) 0

x 0 e e e 1 0

 



       

     



 

Άξα 

x

f (x 4)
<0  

e 1




,  γηα θάζε    x < 0 . 

Γηα θάζε    x > 0   έρνπκε  

    

 x

f f 4 0

e

x 0 x

x 4 4 f (x 4) f (4) f (x 4) 0
 

x 0 e e e 1 0

 



       

    




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Άξα 

x

f (x 4)
<0 

e 1




 ,  γηα θάζε    x > 0.    

Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη όηη ηζρύεη : 

x

f (x 4)
0

e 1





 ,  γηα θάζε x 0 . 

Β5. Ο αξηζκόο 
1x 0  είλαη ξίδα ηεο εμίζσζεο  

f (3x) f (8x) f (5x) f (10x)    , 

 αθνύ ηζρύεη  f (3.0) f (8.0) f (5.0) f (10.0)( 2f 0 )    . 

Γηα  x < 0  έρνπκε 

   

   

fx 0

fx 0

3 5 3x 5x f (3x) f (5x)
f (3x) f (8x) f (5x) f (10x)

8 10 8x 10x f (8x) f (10x)

(+)






     

   


     

 

Γηα  x > 0  έρνπκε  

   

   

fx 0

fx 0

3 5 3x 5x f (3x) f (5x)
f (3x) f (8x) f (5x) f (10x)

8 10 8x 10x f (8x) f (10x)

(+)






     

   


     

 

Άξα 

f (3x) f (8x) f (5x) f (10x)    , γηα θάζε x 0 . 

Επνκέλσο ε εμίζσζε  

f (3x) f (8x) f (5x) f (10x)    

έρεη κ η α  κ ό λ ν  ξ ί δ α  ζην  ,  ηνλ αξηζκό 
1x 0   . 

 

24o                                               Θ Ε Μ Α  Γ                      ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Γηα θάζε x  έρνπκε: 

                              
   3 2 x xf x f x e e   

                         
      3 x 2f x e 1 f x : 1    

Γηα θάζε x  είλαη: 

 
  

 

   
x 1

x 2 3

2

e 0
e 1 f x 0 f x 0 f x 0

1 f x 0

 
      

   
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Επνκέλσο είλαη  f x 0  , γηα  θάζε x . 

Γ2. Είλαη  21 f x 0    γηα θάζε x , 

νπόηε από ηελ  1  έρνπκε όηη  γηα θάζε x   ηζρύεη:  

 

 
 

3

x

2

f x
e : 2

1 f x



. 

Θεσξώ ηε ζπλάξηεζε  

 
3

2

x
g x ,x

1 x
 


. 

Είλαη 

 
 

   

2 2 3 4 2

2 2
2 2

3x 1 x x 2x x 3x
g x 0

1 x 1 x

   
   

 
,  

γηα  θάζε x , κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x 0 . 

Επνκέλσο ε g  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην . 

Η ζρέζε  2  κε ηε βνήζεηα ηεο g  γξάθεηαη  

    xg f x e : 3 . 

Έζησ 1, 2x x   κε 
1 2x x . 

Έρνπκε:  

              
 x

1 2

e :γλ.αύμνπζα

x x

1 2x x e e     

                              
 

     
3

1 2g f x g f x   

                            1 2f x f x   , (αθνύ ε g  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην ). 

Επνκέλσο ε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην . 

Γ3. Από ην (Γ1) εξώηεκα έρνπκε όηη  f x 0  γηα θάζε x , νπόηε είλαη 

   f 0,  . 

Έζησ  ηώξα  έλαο  νπνηνζδήπνηε  αξηζκόο   y 0,  . 

Θεσξνύκε ηελ εμίζσζε  f x y . Έρνπκε: 

    

      
 

f x y g f x g y
ε g , σο γλεζίσο κνλόηνλε ζην , είλαη1 1

y 0 y 0

   
  

   
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   

33
xx3

22

yy
ln e lne

1 y1 y

y 0 y 0

  
   

     
   

 

                     

 
3

f2

y
x ln D , γηα θάζε y 0

1 y

y 0

  
     

   




 

Επνκέλσο  γηα  νπνηνδήπνηε  y 0,   ε εμίζσζε  f x y  έρεη ιύζε , σο πξνο x , 

ζην 
fD  , ε νπνία είλαη ε 

3

2

y
x ln

1 y

 
  

 
, νπόηε είλαη :    0, f  . 

Επεηδή ηζρύνπλ    f 0,   θαη    0, f  , έπεηαη όηη  

   f 0,  . 

Γ4. Η f  σο γλεζίσο κνλόηνλε ζην πεδίν  νξηζκνύ  ηεο  
fD  είλαη ζπλάξηεζε 

1 1 , νπόηε ε f  είλαη αληηζηξέςηκε θαη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 1f   είλαη ην 

   f 0,  . 

Αθόκε ηζρύεη ε ηζνδπλακία : 

      
3

2

y
f x y, y 0 x ln , y 0

1 y

  
         

. 

Επνκέλσο ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηεο f  νξίδεηαη σο εμήο: 

 1f : 0,    κε  
3

1

2

x
f x ln

1 x

  
  

 
. 

Γ5. Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

   1 2
θ x f x x 3 , x 0

3

    . 

Η ζπλάξηεζε  1f x  είλαη ζπλερήο ζην  0,  σο ζύλζεζε ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ 

θαη ε  ζπλάξηεζε  
2

h x x 3
3

   είλαη  ζπλερήο ζην  σο πνιπσλπκηθή. 

Οπόηε ε    1 2
θ x f x x 3

3

    είλαη ζπλερήο ζην  0,  σο άζξνηζκα ζπλερώλ ζπ-

λαξηήζεσλ. 

Επνκέλσο ε  θ x  είλαη ζπλερήο ζην  3,4 . 
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Αθόκε είλαη  

   1 2
θ 3 f 3 3 3

3

      
27

ln 1 ln 2,7 lne 0
10

 
     

 
  

(αθνύ    2,7 e ln 2,7 lne ln 2,7 lne 0      ) 

θαη    1 2
θ 4 f 4 4 3

3

    
64 1 1 1 2

ln lne 1 0
17 3 3 3 3

 
       

 
  

 (αθνύ 
64 64

3 e ln lne
17 17

 
    

 
). 

Οπόηε  είλαη   

   θ 3 θ 4 0 . 

Άξα ε θ ηθαλνπνηεί  ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζ ε σξ ή κ α η ν ο  B o l za n o  ζην  3,4 , ν-

πόηε ππάξρεη  0x 3,4  ώζηε: 

     
   1

0 0 0

2
θ x 0 f x x 3 0

3

       

 10
0

9 2x
f x

3


 

 

0

0

9 2x
f x

3

 
  

 
 

 

24o                                              Θ Ε Μ Α  Δ
 

Δ1. Γηα  θάζε x 0  έρνπκε : 

 

 

 

x2 x

2 22 x
x x

' 'e 1 'x e x f (x) f (x) f (x) 1
x f (x) f (x)

x x e 1e 1 e 1

      
         

    

 Οπόηε  

  1x

f (x) 1
c

x e 1
 


 ,  γηα θάζε  x , 0   

  2x

f (x) 1
c

x e 1
 


 ,  γηα θάζε  x 0,   

Είλαη 

e
f ( 1)

e 1
 


     θαη     

1
f (1)

e 1



 

Γηα x 1    παίξλνπκε: 
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1 1 1 11

f ( 1) 1 e 1 e e
c c c c 0

11 e 1 e 1 1 e 1 e
1

e




          

    


 

Γηα x 1   παίξλνπκε : 

2 2 21

1 1 1
f (1) c c c 0

e 1 e 1 e 1
      

  
 

Άξα 

x

f (x) 1

x e 1



  γηα θάζε    x , 0 0,    , 

νπόηε γηα θάζε x 0   είλαη   
x

x
f (x)

e 1



  

Επεηδή ε f είλαη θαη ζπλερήο ζην 
0x 0   έρνπκε: 

 

 

0

0

x x 0xx 0 x 0 D'LH x 0 x 0

x 'x 1 1
f (0) lim f (x) lim lim lim 1

e 1 e ee 1 '

 
 
 

   
     

 
 

Επνκέλσο 

x

x
, x 0

f (x) e 1

1 , x 0




 
 

  

Δ2. Είλαη: 

x
0

x 0x x

xx 0 x 0 x 0 x 0 D'LH

x x e 1
1

f (x) f (0) x e 1e 1 e 1lim lim lim lim
x 0 x x xe x

 
 
 

   

 


      
 

 

  

 
 

 
 

0
x xx x0

x x x x xx x xx 0 x 0 D'LH x 0 x 0

x e 1 ' 1 e '1 e e 1
lim lim lim lim

e xe 1 e e xe 2xe x ' e xe 1 '

 
 
 

   

   
     

     

νπόηε  ε f  είλαη π α ξ α γ σγ ί ζ η κ ε  ζην 
0x 0   κε 

 
1

f 0
2

    

 

Δ3. H   f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην * , σο πειίθν παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ , κε 

παξάγσγν  
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     

   

x x x x

2 2x
x x

' x ' e 1 x e 1 'x e 1 xe
f '(x)

e 1 e 1 e 1

     
   

   
 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

x xH(x) e 1 xe , x IR.     

Η   Η ( x )
  
 είλαη παξαγσγίζηκε ζην IR  κε παξάγσγν 

   x x x x x xH (x) e 1 xe e e xe xe
          

 

 

 

 

Από ην πξόζεκν ηεο  H x  πνπ θαίλεηαη ζηνλ παξαπάλσ πίλαθα πξνθύπηεη όηη ε 

 H x  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  ,0  θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  0,   

νπόηε ε  H x  παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην κόλν  ζην 
0x 0  ,ην  

   maxH x H 0 0  . 

Επνκέλσο γηα θάζε x   ηζρύεη :  

x xH(x) 0 e 1 xe 0      , 

κε ηελ  ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x 0  . 

Άξα ηζρύεη 

 

x x

2
x

e 1 xe
f (x) 0

e 1

 
  


 ,γηα θάζε x 0  θαη επεηδή είλαη 

1
f (0) 0

2
     

πξνθύπηεη όηη είλαη f '(x) 0  γηα θάζε x . 

Επνκέλσο ε   f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  θζ ί λ ν π ζ α  ζην .,  

Δ4. Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

     
X

0

G(x) f t dt 1 x f (x) , x 0, 1     

Επεηδή ε f  είλαη ζπλερήο ζην  έπεηαη όηη ε  ζπλάξηεζε    
x

0

h x f t dt   είλαη  

παξαγσγίζηκε  ζην ,νπόηε είλαη θαη ζπλερήο ζην . 

Η  G  είλαη ζπλερήο ζην  0, 1  ,αθνύ πξνθύπηεη από πξάμεηο κεηαμύ  ζπλερώλ 

 ζπλαξηήζεσλ . Αθόκε είλαη : 

8_

8+x

0

+
_

H(x)

H (x)΄

0

0
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0

0
G(0) f (t)dt f (0) 1 0      

                                         
1

0
G(1) f (t)dt  .  

Γηα θάζε  t 0,1  είλαη  
t

t
f t 0

e 1
 


  

 
tt 0 t

t 0 t 0 t
αθνύ t 0 0

e 1e e 1 e 1 0

   
            

  

θαη  f 0 1 0   ,νπόηε είλαη  f t 0  ,γηα θάζε  t 0,1  ‘ 

Επνκέλσο είλαη  

1

0
f (t)dt 0 G(1) 0   . 

Έηζη είλαη G(0)G(1) 0 θαη  ε G  είλαη ζπλερήο ζην  0, 1 , 

νπόηε ζύκθσλα κε ην Θ .  B o l za n o  ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  μ 0, 1  

ηέηνην ώζηε  

 
μ

0
G(μ) 0 f (t)dt 1 μ f (μ) 0     

 

 
μ

0
f (t)dt 1 μ f(μ)   

Δ5. i. Η ζπλάξηεζε      L x g x h x   είλαη ζπλερήο ζην  x α, β , σο δηαθνξά 

ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ θαη γηα θάζε  x α, β   είλαη  

 g(x) h(x) g(x) h(x) 0 L x 0      , 

νπόηε 

   
β β β β

α α α α

β β

α α

L x dx 0 g(x) h(x) dx 0 g(x)dx h(x)dx 0

g(x)dx h(x)dx

       

 

   

 
 

ii. α ηξόπνο 

Γηα θάζε x 0  θαη γηα θάζε  t x,2x    έρνπκε : 

    f (2x) f (t) f (x)
x t 2x f (x) f (t) f (2x)

t t t
       

f γλ. θζηλ. t > 0

 

Λόγσ ηνπ Δ.5.   i)  εξσηήκαηνο ηζρύεη :
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   

2x 2x 2x

x x x

2x 2x 2x

x x x

2x2x 2x

x xx

f (2x) f (t) f (x)
dt dt dt

t t t

1 f (t) 1
f (2x) dt dt f (x) dt

t t t

f (t)
f (2x) ln t dt f (x) ln t

t

 

  

  

  

  



 

                 
     

2x

x

f (t)
f 2x ln 2x ln x dt f x ln 2x ln x

t
      

                                

   

     

2x

x

2x

x

2x f (t) 2x
f 2x ln dt f x ln

x t x

f (t)
f 2x ln 2 dt f x ln 2 : α

t

  

  





 

Είλαη 

  
 

  
 

 
x 0

u 2x
lim 2x 0

f ζπλερήο

x 0 u 0
lim f 2x ln 2 lim f u ln 2 f 0 ln 2 1.ln 2 ln 2



 

 
  
 

 
    θαη 

        
 

 
f ζπλερήο

x 0
lim f x ln 2 f 0 ln 2 1.ln 2 ln 2


   , 

νπόηε , ιόγσ ηεο (α) θαη ηνπ  Κ ξ η η ε ξ ί ν π  π α ξ ε κ βν ι ή ο  , ζπκπεξαίλνπκε όηη  

2x

xx 0

f (t)
lim dt ln2

t
  

β’ ηξόπνο 

Είλαη : 

 

 

         

t tt tt2x 2x 2x 2x 2x

t t tx x x x x

tt t
2x 2x 2x 2x 2x

t t tx x x x x

2x
2x 2xt 2x x

xxx

t
e e 1f (t) 1 e e 1e 1dt dt dt dt dt

t t e 1 e 1 e 1

e 1 'e e
1 dt dt 1 dt dt 1 dt

e 1 e 1 e 1

e 1
ln e 1 t ln e 1 ln e 1 2x x ln x

e 1

      
  

 
       

   

 
               

    

    

 

νπόηε 

 
2x

x

xx 0 x 0

f (t)
lim dt lim ln e 1 x ln 2 0 ln 2

t  

      
 
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25o                                              Θ Ε Μ Α  B                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

B1. Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε   2015g x x x , x   . 

Είλαη  

  2014g x 2015x 1 0     γηα θάζε x , 

νπόηε ε g  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην . 

Γηα ηελ f  ηζρύεη  

      
2015

f x f x 2x 2 : 1   . 

Η ζρέζε  1  κε ηε βνήζεηα ηεο g  γξάθεηαη:  

    g f x 2x 2 : 2  . 

Έζησ 
1 2x ,x   κε 

1 2x x . 

Έρνπκε: 

     1 2 1 2x x 2x 2x    

1 22x 2 2x 2     

     1 2g f x g f x   

 

   
g γλ.αύμνπζα

1 2f x f x   

Άξα ε f  είλαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην . 

B2. Έζησ 
0x  . Λόγσ ηεο  1 ηζρύνπλ : 

       
2015

f x f x 2x 2 : α    

       
2015

0 0 0f x f x 2x 2 : β    

Από ηηο  α  θαη  β  κε αθαίξεζε θαηά κέιε έρνπκε: 

             
2015 2015

0 0 0f x f x f x f x 2 x x : γ      

Επεηδή ε ζπλάξηεζε  

  2015h x x , x   είλαη γλεζίσο αύμνπζα , 

έπεηαη όηη νη  
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   0f x f x  θαη      
2015 2015

0f x f x   

είλαη νκόζεκνη ή ίζνη κε ην κεδέλ, 

νπόηε: 

         

             

2015 2015

0 0

2015 2015

0 0 0

f x f x f x f x

f x f x f x f x f x f x

  

     

. 

Έηζη έρνπκε: 

             
2015 2015

0 0 0f x f x f x f x f x f x    
 

 
γ

0 02 x x 2 x x     

                                      0 0f x f x 2 x x     

                                      0 0 02 x x f x f x 2 x x       

                                          0 0 0 0f x 2 x x f x f x 2 x x : 3       . 

Είλαη: 

    
0

0 0 0
x x
lim f x 2 x x f x


    θαη     
0

0 0 0
x x
lim f x 2 x x f x


   , 

oπόηε ιόγσ ηεο  3  θαη ηνπ θ ξ η η ε ξ ί ν π  π α ξ ε κ βν ι ή ο , πξνθύπηεη όηη  

   
0

0
x x
lim f x f x


 . 

Άξα γηα θάζε 
0x   ηζρύεη  

   
0

0
x x
lim f x f x


 , 

νπόηε ε f  είλαη ζπλερήο ζην . 

B3. Έζησ y . Θεσξνύκε ηελ εμίζσζε  f x y  κε άγλσζην ην x . 

Έρνπκε: 

           f x y g f x g y   ,(ε g είλαη 1 1 , σο γλεζίσο κνλόηνλε ζην gD  ) 

               

 2
20152x 2 y y     

                   2015

f

1
x y y 2 D .

2
       
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Άξα γηα θάζε y  ε εμίζσζε  f x y  έρεη ιύζε σο πξνο x  ζην 
fD   ε νπνία 

είλαη  20151
x y y 2

2
   . Επνκέλσο είλαη  f . 

Είλαη όκσο θαη  f  , νπόηε είλαη  

 f  . 

Η f  σο γλεζίσο κνλόηνλε ζην 
fD   είλαη ζπλάξηεζε 1 1 , νπόηε ε f  έρεη 

 αληίζηξνθε ζπλάξηεζε θαη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 1f   είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f , 

δειαδή ην  f  . 

Αθόκε ηζρύεη ε ηζνδπλακία  

   20151
f x y x y y 2

2
     , 

νπόηε είλαη  

   1 20151
f y y y 2

2

    . 

Επνκέλσο ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηεο f  νξίδεηαη σο εμήο: 

1f :  ,  κε     1 20151
f x x x 2

2

     

B4 Επεηδή ε f  είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην , έπεηαη όηη  

      
x x

f lim f x , lim f x
 

 . 

Είλαη όκσο θαη  

   f ,    , 

νπόηε είλαη: 

      
x x
lim f x , lim f x ,
 

   ,  

πνπ ζεκαίλεη όηη  

 
x
lim f x


   θαη  
x
lim f x


  . 

 Γηα θάζε x 0  είλαη: 

     
   2015f x f x 2x 2     

    2014f x f x 1 2x 2     
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 
  2014

f x 2
f x 1 2

x x
     

 

 2014

f x 2 1
2

x x f x 1

 
   

 
 

Οπόηε 

 
 

 
2014x x

f x 2 1
lim lim 2 2 0 0 0

x x f x 1 

  
       

   
 , 

(αθνύ   2014

x
lim f x 1


   ). 

 

25o                                              Θ Ε Μ Α  Γ                ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Είλαη 

    f g x x : 1    θαη       f g x x : 2  . 

Από ηελ  1  παξαγσγίδνληαο ηα κέιε ηεο σο πξνο x  έρνπκε: 

          f g x x f g x g x 1 0        

 

  
 

 

g x 0

1
f g x : 3

g x

 


 
  

 

Από ηελ  3  παξαγσγίδνληαο ηα κέιε ηεο σο πξνο x  έρνπκε: 

    

   
 

1
f g x

g x

      
 

    
 

  
2

g x
f g x g x

g x


   


 

 

 
 

  

2

2

g x
xg x

g x


   


 

    
3

2 g x g x 2x


     

     
2 2g x x
     
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  
2

12

1
x c

g x
  


 

Γηα x 1  έρνπκε: 

  

  g 1 1
2

1 1 12 2

1 1
1 c 1 c c 0

1g 1

 

      


 

Άξα γηα θάζε x 0  ηζρύεη: 

  
      

22

2 2

1 1 1
x g x g x : 4

x xg x
     


 

Η  g x , σο παξαγσγίζηκε,  είλαη ζπλερήο ζην  0,  θαη γηα θάζε  x 0,   ηζρύ-

εη  g x 0  , νπόηε ε  g x  δηαηεξεί ζην  0,  ζηαζεξό πξόζεκν θαη επεηδή είλαη 

 g 1 1 0    ζπκπεξαίλνπκε όηη  g x 0   γηα θάζε x 0 . 

Έηζη από ηελ  4  έρνπκε όηη γηα θάζε x 0  ηζρύεη: 

 
 

      
x 0

2

1
g x g x ln x g x ln x c

x



        . 

Είλαη  

  2 2g 1 0 ln1 c 0 c 0      . 

Επνκέλσο 

 g x ln x , x 0  . 

Από ηελ  1  θαη επεηδή είλαη  g x ln x  έρνπκε όηη γηα θάζε x 0  ηζρύεη: 

   f ln x x : 5  

Από ηελ  5  ,ζέηνληαο όπνπ x  ην xe  (είλαη xe 0  γηα θάζε x ) ,έρνπκε όηη  γηα 

θάζε  x    ηζρύεη: 

    x x xf ln e e f x e   . 

Οη ζπλαξηήζεηο  

  x
f x e     θαη    g x lnx  

ηθαλνπνηνύλ ηελ ππόζεζε, νπόηε είλαη νη δεηνύκελεο. 
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Γ2.  Θ.Δ.Ο. ε εμίζσζε   xxe 1 : E , έρεη αθξηβώο κία  ιύζε  ε νπνία αλήθεη  ζην 

δηάζηεκα 
1 2

,
2 3

 
 
 

. 

 Έρνπκε: 

 x x

x

1
xe 1 x x e 0 θ x 0

e

        , όπνπ   xθ x x e , x   . 

Επνκέλσο,  ε εμίζσζε xxe 1  είλαη ηζνδύλακε κε ηελ εμίζσζε  θ x 0 . 

 Είλαη   xθ x 1 e 0     γηα θάζε x , νπόηε ε  θ x  είλαη γλεζίσο αύμνπ-

ζα ζην . 

 Είλαη  

1

2
1 1 1 1 e 2

θ e 0
2 2 2 e 2 e

  
      

 
  

( αθνύ
e 2

e 4 e 4 e 2 0 0
2 e


        )     θαη 

 
2 3 2 3

3

3 32 2

2 2 2 1 8e 27
θ e 0

3 3 3 e 3 e

  
      

 
 

(αθνύ 3 32 2 2 23 3 3e 4 8e 32 8e 32 27 8e 27 0         ) 

Επνκέλσο είλαη 
1 2

θ θ 0
2 3

   
   

   
 θαη ε θ  είλαη ζπλερήο ζην 

1 2
,

2 3

 
 
 

, 

νπόηε ζύκθσλα κε ην Θεώξεκα Bolzano, ππάξρεη 0

1 2
x ,

2 3

 
 
 

 ώζηε  0θ x 0 . 

Επνκέλσο ε εμίζσζε  θ x 0  έρεη ιύζε ζην 
1 2

,
2 3

 
 
 

 (ην 
0x ) θαη κάιηζηα είλαη κνλα-

δηθή ζην , αθνύ ε θ  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην . 

Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη όηη ε εμίζσζε xxe 1  έρεη α θ ξ η β ώο  κ ί α  ι ύ ζ ε  ζην 

    ε   νπνία κάιηζηα αλήθεη ζην 
1 2

,
2 3

 
 
 

. 

Γ3. Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε, 

      xh x f x g x e ln x,x 0      
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Είλαη 

  x 1
h x e ,x 0

x
     θαη   x

2

1
h x e

x
    γηα θάζε x 0 . 

Οπόηε ε h  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  0, . 

Από ην πξνεγνύκελν εξώηεκα έρνπκε όηη ε εμίζσζε xxe 1  έρεη κνλαδηθή ξίδα 
0x  ε 

νπνία κάιηζηα αλήθεη ζην 
1 2

,
2 3

 
 
 

.  

Δειαδή ηζρύεη: 

 0 0 0x x x

0 0

0 0

1 1
x e 1 e e 0 h x 0

x x
       

 

 

 

 

 

 

 Γηα θάζε 
0x x  έρνπκε: 

   0 0x x h x h x    , (αθνύ ε h  γλεζίσο αύμνπζα ζην  0, ) 

Όκσο  0h x 0  , νπόηε  h x 0  , γηα θάζε
0x x . 

 Γηα θάζε  0x 0,x  έρνπκε: 

   0 00 x x h x h x      (αθνύ ε h  γλεζίσο αύμνπζα ζην  0, ) 

Όκσο  0h x 0  , νπόηε  h x 0  , γηα θάζε    0x 0,x . 

Από ην πξόζεκν ηεο  h x  πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα, πξνθύπηεη όηη ε h  είλαη γλεζί-

σο θζίλνπζα ζην  00,x  θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  0x , . 

Επνκέλσο ε h  παξνπζηάδεη ζην 0

1 2
x ,

2 3

 
 
 

 

νιηθό ειάρηζην ην νπνίν είλαη: 

    0x

0 0minh x h x e ln x    

Γηα ην 
0x  ηζρύεη  

8+x

h(x)

h (x)΄

x00

min

+
_

0
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0

0

0

x

x

0x

0

0
0 0 0

0

1
e 1

ex1
xe

1x
x ln ln x x

x


   

   
   

 

Επνκέλσο  

  0x

0 0

0

1
min h x e ln x x

x
    . 

Η ζπλάξηεζε  
1 1 2

G x x,x ,
x 2 3

 
   

 
 είλαη παξαγσγίζηκε κε  

 
2

2 2

1 x 1
G x 1 0

x x


       γηα θάζε 

1 2
x ,

2 3

 
 
 

, 

νπόηε ε  G x  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην 
1 2

,
2 3

 
 
 

. 

Έηζη έρνπκε: 

 
ε G γλ.θζ.

0 0
1 2

ζην ,
2 3

1 2 1 2
x G G x G

2 3 2 3 
 
 

   
        

   
 

 0

1 1 1 2
G x

1 22 3

2 3

      

 0

3 2 1
G x 2

2 3 2
      

 
13 5

min h x
6 2

    

    
13 5

min f x g x
6 2

   
 

25o                                              Θ Ε Μ Α  Δ  

Δ1. Αξθεί λα δείμνπκε όηη  

 
x
lim f (x) x 1 0


       

Γηα  x>0  είλαη 
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 ●     
2 2 2

2x 2x 2x
f (x) x 1 f (x) x 1

x 2 x 2 x 2
        

  
: (α) 

 ●   
2 2x x x

2x 2x 2
lim lim lim 0

x 2 x x  

     
          

     
 

 ●   
2 2x x x

2x 2x 2
lim lim lim 0

x 2 x x    
  

  

νπόηε , ιόγσ ηεο (α) θαη ηνπ  θ ξ η ηε ξ ί ν π  π α ξ ε κ βν ι ή ο   πξνθύπηεη όηη  

 
x
lim f (x) x 1 0


      , 

Επνκέλσο  ε επζεία ε :  y=x+1,  είλαη  πιάγηα αζύκπησηε ηεο 
fC ζην   

Δ2. i. Αθνύ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  
2x

g(x)
αx β




, ( α,  β  ΙR*) 

έρεη ζην     ηελ ίδηα αζύκπησηε κε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f, ηζρύνπλ : 

 
x x

g(x)
lim 1 & lim g(x) x 1

x  
    

● Είλαη όκσο 

2

x x x x x

x

g(x) x x 1 1αx β
lim lim lim lim lim

x x αx β αx α α        


    


 

νπόηε  

   
1

1 α 1
α
     

●   Αθόκε 

 
 

 

α 1 2 2 2

x x x x

x x

x x x βx βx
lim g(x) x lim x lim lim

x β x β x β

β x
lim lim β β

x



       

   

    
    

   


    


 

Άξα  

β 1 β 1     

Επνκέλσο είλαη  

α 1 , β 1    

ii. Κνληά ζην 
0x 0  έρνπκε : 
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2

2016
εκ

2016 x 2016 2016 x
g(x)εκ εκ .

1 2016x x 1 x
1

x x

 
 

     
    

    

. 

Γηα ην
x

2016
εκ

x
lim

2016

x

 

 
 
    ζέηνπκε 

2016
u

x
 . 

Είλαη  

x

2016
lim 0

x
 , 

νπόηε  όηαλ x  , έρνπκε u 0   

Άξα  

x u 0

2016
εκ

εκux
lim lim 1

2016 u

x

  

 
 
 

  . 

Επνκέλσο είλαη : 

x x

2016
εκ

2016 2016 2016x
lim g(x)εκ lim . .1 2016

1 2016x 1 0
1

x x

 

  
           

     
 

 

Δ3. Τν εκβαδό ηνπ ρσξίνπ  πνπ πεξηθιείεηαη από ηε 
fC  ,  ηελ αζύκπησηε ηεο 

fC  

 ζην     θαη ηηο επζείεο  x = 2  θαη  x = 4 είλαη  

 
4 4

2 2
E f (x) x 1 dx f (x) x 1 dx        

 Είλαη 

2 2

2 x 2 x
f (x) x 1 f (x) x 1 0

x 2 x 2
       

 
 

Άξα  
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 

 

4 4 4

2 22 2 2

4 4

22 2

2
4 4

2 22 2

4
2

2

2 x 2 x
f (x) x 1 dx 0 dx f (x) x 1 dx 0

x 2 x 2

2 x
f (x) x 1 dx dx

x 2

x 2 '2x
E dx E dx

x 2 x 2

E ln x 2 E ln18 ln 6

x 2, 4

 
          

  

    



    

 

       
 

  

 

 

 

         
18

E ln E ln3
6

     

26o                                              Θ Ε Μ Α  B                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

B1. Γηα θάζε x  ηζρύεη 
3 3x xf (x) e e   : (1)  

Από ηε (1) ζέηνληαο όπνπ  x  ην x  έρνπκε: 

3 3 3 3 3 3( x) ( x) x x x xf ( x) e e e e e e             

Από (1) θαη (2) πξνθύπηεη όηη γηα θάζε x  ηζρύεη: 

     

f (x) f ( x) f (x) f ( x)( x)

f (x) f ( x) f (x) f( x) c , c

           

          
 

Γηα x 0  έρνπκε: 

f (0) f ( 0) c

c 2f (0) 2 0 0

    

    
 

Επνκέλσο γηα θάζε x  ηζρύεη 
 

f (x) f ( x) f ( x) f (x)        

Έηζη γηα θάζε 
fx D   ηζρύεη : 

fx D    θαη f ( x) f (x)   , νπόηε ε f   είλαη 

 πεξηηηή. 

B2. Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε  

   g x f x 2x, x   . 

Είλαη 
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   

 

3 3

3
3 3

3

3 3 3

x x

2
x

2x x
x

x x x

g x f x 2

e e 2

e 11 e 2e 1
e 2 0

e e e



   

   

 
     

 

γηα θάζε  x ,  κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν αλ  
x

3 3
(e "1 1")

x x 0 3e 1 0 e e x 0 x 0


         

Επνκέλσο ε g  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην ,  νπόηε γηα θάζε x 0  

ηζρύεη :  

g(x) g(0) f(x) 2x f(0) 2 0

f (x) 2x f (0) 0 f (x) 2x

      

     
 

B3. Γηα θάζε x 0  είλαη   

1 1
f (x) 2x 0 0

f (x) 2x
     : (α) 

Είλαη 
x
lim 0 0


  θαη 
x

1
lim 0

2x
 , 

νπόηε ιόγσ ηεο (α) πξνθύπηεη όηη 

 x

1
lim 0

f x
 . 

Είλαη 
 x

1
lim 0

f x
  θαη γηα θάζε x 0  είλαη 

1
0

f (x)
  , 

Οπόηε 

x

1
lim

1

f (x)


 

 
 
 

 , δειαδή   
x
lim f x


  . 

 Αθόκε 
 

  
 

 

 

x

σ xf πεξηηηή

x x σ
lim ( x)

lim f (x) lim f x lim f (σ)





  
 

       

(αθνύ 
σ
lim f (σ)


  ). 

 Αθόκε είλαη  

3 3x xf (x) e e 0     γηα θάζε x , 

νπόηε ε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην . 

 Επεηδή ε f  είλαη ζπλερήο θαη γ λ ε ζ ί σο  α ύ μ ν π ζ α  ζην , έπεηαη όηη 
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     
x x

f lim f(x), lim f(x) ,
 

     . 

B4. Θα δείμνπκε όηη  

f(α)-f(β) 2 α-β  : (1) γηα θάζε α,β . 

Δηαθξίλνπκε : 

1. Γηα α=β  ε (1) είλαη θαλεξό όηη ηζρύεη σο ηζόηεηα . 

2. Έζησ α<β  . 

Επεηδή ε f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην , έπεηαη όηη ε f  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο 

ηνπ Θ . Μ . Τ  ζην  α,β , νπόηε ππάξρεη μ (α,β)   ώζηε  

f(β) f(α)
f (μ)=

β - α




. 

Έρνπκε:   

     

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

μ -μ μ -μ μ -μ

2 2 2
μ -μ μ -μ μ μ

f(β) - f(α)
f '(μ) e +e =e +e =e +e -2+2=

β-α

e + e -2 e e +2 e e 2 2

f(β)-f(α)f(β)-f(α)
2 2 f(β)-f(α) 2 β-α

β-α β-α

f(α)-f(β) 2 α-β .



 

     

      

 

 

3. Έζησ α β . 

 Εξγαδόκελνη νκνίσο, θαηαιήγνπκε  όηη θαη πάιη ηζρύεη: 

   f α f β 2 α β   . 

 Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη όηη γηα θάζε α,β  ηζρύεη: 

   f α f β 2 α β    

 

26o                                              Θ Ε Μ Α  Γ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Έρνπκε: 

     2f x f x x 1 1 : 1    . 

Από ηελ  1  ζέηνληαο όπνπ x  ην x , έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη: 

     
2

f x f x x 1 1     
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     2f x f x x 1 1 : 2     

Από ηηο  1  θαη  2  έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη: 

       2 2f x f x x 1 f x f x x 1       

       
2x 1 0

f x f x f x f x
 

      

       f x f x f x f x 0       

        f x f x f x f x 0      

    f x f x 0    

    1f x f x c   , 
1c   ζηαζεξά. 

Γηα x 0  έρνπκε: 

     2 1

1 1f 0 f 0 c c f 0 1 1      . 

Επνκέλσο γηα θάζε x  ηζρύεη    f x f x 1  . 

Γ2. Γηα ηελ    2g x ln x x 1    είλαη: 

 2

g
2

x 1 0 ηζρύεη γηα θάζε x
D :

x x 1 0

   


  

 2x 1 x : 3    

 

Γηα θάζε x  ηζρύεη: 

2 2 2 2x 1 x x 1 x       

2 2 2x x 1 x 1 x x 1          

2

2

x 1 x

x 1 x

   
 

 
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Επνκέλσο ε  3  ηζρύεη γηα θάζε x . 

Άξα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο g  είλαη ην gD  . 

Η    2g x ln x x 1 ,x     είλαη παξαγσγίζηκε ζην  (σο ζύλζεζε παξαγσγί-

ζηκσλ ζπλαξηήζεσλ) κε: 

    2g x ln x x 1


      

 2

2

1
x x 1

x x 1


  

 
 

 2

2 2

1 1
1 x 1

x x 1 2 x 1

    
   

 

2 2

1 2x
1

x x 1 2 x 1

 
  

   
 

2

2 2

1 x 1 x

x x 1 x 1

 


  
 

2

1

x 1



. 

Άξα είλαη 

 
2

1
g x ,x

x 1
  


. 

Γ3. Γηα θάζε x  είλαη 

   

 

 
 

 

f x 0

f x f x 1 0 1
f x : α

f x

 


    
 



 

Αθόκε γηα θάζε x  από ηε ζρέζε  2  έρνπκε: 

    2f x f x x 1 1     
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 

 
 

α
21

f x x 1 1
f x

     

 

  2

f x 1

f x x 1


 


 

     2ln f x ln x x 1
     

   2

2ln f x ln x x 1 c      

Γηα x 0  έρνπκε: 

   2

2ln f 0 ln 0 0 1 c   
  f 0 1

2 2ln1 ln1 c c 0


      

Άξα γηα θάζε x  ηζρύεη: 

   2ln f x ln x x 1     

   2f x x x 1 : β    

Η ζπλάξηεζε f , σο παξαγσγίζηκε , είλαη ζπλερήο ζην  θαη επεηδή ηζρύεη  f x 0  

γηα θάζε x , έπεηαη όηη ε f  δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην  θαη επεηδή είλαη 

 f 0 1 0  , ζπκπεξαίλνπκε όηη  f x 0  γηα θάζε x . 

Έηζη από ηε ζρέζε  β  πξνθύπηεη όηη  

  2
f x x x 1    

ε νπνία ηθαλνπνηεί ηελ ππόζεζε. 

Γ4. Γηα ηε ζπλάξηεζε   2f x x x 1     ηζρύεη :  
 

1
f x

f x
    (  ζρέζε  α ). 

Έρνπκε: 

                                      2 2α α 25 β β 16 20       

22 β β 16α α 25
1

5 4

  
    
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2 2α α 25 β β 16
1

5 25 4 16

   
      

  
  

 

2 2
α α β β

1 1 1
5 5 4 4

  
              

     
  

 

α β
f f 1

5 4

   
     

   

α 1
f

β5
f

4

 
  

  
 
 

 

α β
f f

5 4

   
     

   
   , (αθνύ    

 

1
f x

f x
  )   

Είλαη όκσο  

 
2

2 2

x x x 1
f x 1 0

x 1 x 1

 
    

 
, 

(αθνύ 2x 1 0   θαη 2x x 1 0    γηα θάζε x ). 

Επνκέλσο ε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην , νπόηε ε f  είλαη 1 1 . 

Έηζη από ηελ ηζόηεηα 
α β

f f
5 4

   
    

   
 θαη επεηδή ε f  είλαη 1 1  πξνθύπηεη όηη: 

α β
4α 5β 4α 5β 0

5 4
        . 

Γ5. Έρνπκε: 

                    
 

e
f x ln x .f x ln x 1

x

x 0

  
   

 
 

 

              

 
1

f x ln x
e

f x ln x
x

x 0


  

  
 

 
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 

e
f x ln x f x ln x

x

x 0

  
    

  
 

    , (αθνύ  
 

1
f x

f x
   γηα θάζε x ) 

             

e
x ln x x ln x

x

x 0


  

 
 

     ,   ( αθνύ ε f  είλαη 1 1 ) 

            2

e e
2x ln x 2ln x 0

x x

x 0 x 0

 
   

  
   

 

             G x 0 , x 0     , 

όπνπ 

 
2

e
G x 2ln x , x 0

x
  

. 

Επνκέλσο ε δνζείζα εμίζσζε είλαη ηζνδύλακε κε ηελ εμίζσζε  G x 0 .  

Είλαη 

 
3

2 2e
G x 0

x x
      γηα θάζε x 0 , 

νπόηε ε  G x  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  0, . 

Παξαηεξνύκε όηη: 

   
 

2

e 1 e
G e 2ln e 2 1 1 0

2 ee

         

Οπόηε ν αξηζκόο 0x e  είλαη ιύζε ηεο εμίζσζεο  G x 0  θαη κάιηζηα κνλαδηθή 

ζην  0, , αθνύ ε  G x  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε (άξα θαη 1 1 ) ζην  0, . 

Επνκέλσο ε δνζείζα εμίζσζε έρεη α θ ξ η β ώο  κ ί α  ι ύ ζ ε , ηνλ αξηζκό 0x e . 

26o                                              Θ Ε Μ Α  Δ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Δ1. Έζησ  

      
3

f x f x 10x : 1  . 

Θεσξώ ηε ζπλάξηεζε  
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  3g x x x, x   . 

Είλαη   2g x 3x 1 0     γηα θάζε x , νπόηε ε g  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην . 

Γηα θάζε x  έρνπκε  

         
3

f x f x 10x g f x 10x : 2    . 

Έζησ 
1 2x ,x   κε 

1 2x x  

Έρνπκε: 

1 2 1 2x x 10x 10x     

 

     
2

1 2g f x g f x    

   1 2f x f x   , (αθνύ ε g  γλεζίσο αύμνπζα ζην ). 

Επνκέλσο ε f  είλαη γ λ ε ζ ίσο  α ύ μ ν π ζ α  ζην . 

Δ2. Έζησ y  ηπραίν. Θεσξνύκε ηελ εμίζσζε  f x y . 

Έρνπκε: 

                f x y g f x g y       , ( g  είλαη 1 1  , σο γλεζίσο κνλόηνλε ζην ) 

                        
310x y y     

3

f

y y
x D

10


                 

Επνκέλσο γηα θάζε y  ε εμίζσζε  f x y  έρεη ιύζε σο πξνο x  ζην 
fD  , 

νπόηε είλαη  f . Είλαη όκσο θαη  f  , νπόηε  f  . 

Δ3. Η ζπλάξηεζε f , σο γλεζίσο κνλόηνλε ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο 
fD   , είλαη 

1 1 , νπόηε ε f  έρεη αληίζηξνθε ζπλάξηεζε θαη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 
1f 
 είλαη ην 

 f  . 

Αθόκε ηζρύεη ε ηζνδπλακία: 

   31
f x y x y y

10
    , 

νπόηε θαη  

   1 31
f y y y

10

   . 
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Επνκέλσο ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηεο f  νξίδεηαη σο εμήο: 

1f :   κε    1 31
f x x x

10

   . 

Δ4. Έζησ 
0x   ηπραίν. 

Γηα θάζε x  ηζρύεη: 

         
3

f x f x 10x : α   

θαη γηα 
0x x  ηζρύεη επίζεο: 

      
3

0 0 0f x f x 10x : β   

Από  α  θαη  β  κε αθαίξεζε θαηά κέιε έρνπκε: 

         
3 3

0 0 0f x f x f x f x 10x 10x    
: (γ) 

 Αλ    0f x f x ,  ηόηε 

   
   

     

   

     

0 0

0 3 3 3 3

0 0

f x f x f x f x 0
f x f x

f x f x f x f x 0

     
   

    

   

 Αλ    0f x f x ,  ηόηε 

   
   

     

   

     

0 0

0 3 3 3 3

0 0

f x f x f x f x 0
f x f x

f x f x f x f x 0

     
   

    

  

Επνκέλσο νη

         
3 3

0 0f x f x θαη f x f x είλαηνκόζεκνη ή ίζνη κε ην κεδέλ  ,νπόηε  

         

            

3 3

0 0

3 3

0 0 0

f x f x f x f x

f x f x f x f x : α γηα θάζε x ,x

  

    

 

Έηζη γηα θάζε x   έρνπκε:  
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           
 

             

   

   

       

α
3 3

0 0 0

3 3

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

γ 10x 10x f x f x f x f x

f x f x f x f x f x f x

f x f x 10x 10x 10 x x

10 x x f x f x 10 x x

f x 10 x x f x f x 10 x x : δ

      

      

      

      

      
  

Είλαη  

      
0

0 0 0 0 0 0
x x
lim f x 10 x x f x 10 x x f x


     
  

θαη 

      
0

0 0 0 0 0 0
x x
lim f x 10 x x f x 10 x x f x


     
, 

νπόηε , ιόγσ  ηεο  δ  θαη ηνπ  θ ξ η ηε ξ ί ν π  π α ξ ε κ β ν ι ή ο  , πξνθύπηεη όηη   

   
0

0
x x
lim f x f x


 . 

Επνκέλσο ε f  είλαη ζπλερήο ζε θάζε ζεκείν 
0x  , νπόηε  ε f είλαη ζ π λ ε ρ ή ο  ζην 

 

Δ5. Τν δεηνύκελν εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω  πνπ πεξηθιείεηαη από ηε 
fC , ηνλ άμνλα 

x x  θαη ηηο επζείεο x 0  θαη x 1 .είλαη ην  
1

0

E f x dx  . 

Θέηνπκε  u f x , νπόηε  είλαη     1 31
x f u u u

10

     θαη  

                                           21
dx 3u 1 du

10
   

 Γηα x 0  έρνπκε     1u f 0 f f 0 0   , αθνύ    1 31
f 0 0 0 0

10

     θαη 

 Γηα x 1  έρνπκε     1u f 1 f f 2 2   , αθνύ    1 31
f 2 2 2 1

10

    . 

Οπόηε:  

   
 

2

2

0

1
E u 3u 1 du

10
    
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2

2

0

3 1
u u du

10 10

 
   

 
  

2

3

0

3 1
u u du

10 10

 
   

 
  

2 2

3

0 0

3 1
u du udu

10 10
   

2 2
4 2

0 0

3 u 1 u

10 4 10 2

   
     

   
 

   
3 1 6 1 7

4 0 2 0
10 10 5 5 5

        ηεηξαγσληθέο κνλάδεο 

 

27o                                              Θ Ε Μ Α  B                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

B1. Γηα θάζε x R  έρνπκε:  

  2f x f (x) (f (x)) 1    (f (x)) f (x) f (x) f (x) 1       

       f x f x x   , x R , 

άξα, ππάξρεη c R  (πξαγκαηηθή ζηαζεξά), ώζηε: 

   f x f x x c      : 1 . 

Από ηελ  1  γηα x 0  έρνπκε: 

   f 0 f 0 0 c    0 1 c   c 0 . 

Άξα, γηα θάζε x R , ηζρύεη:  

   f x f x x  . 

B2. Γηα θάζε  x R  είλαη 

   f x f x x      2f x f x 2x    

      2 2f x x
 
 , γηα θάζε x R , 

 νπόηε ππάξρεη 
1c R  (πξαγκαηηθή ζηαζεξά), ώζηε: 

 2 2

1f x x c     : 2 . 

Από ηελ  2  γηα x 0  έρνπκε:  
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 2 2

1f 0 0 c  
1c 1 . 

Άξα, γηα θάζε x R , ηζρύεη:  

 2 2f x x 1    2 2f x x 1     2f x x 1     : E  

Επεηδή είλαη 

2x 1 0   γηα θάζε x R , πξνθύπηεη όηη: 

 f x 0   f x 0 , γηα θάζε x R .  

Η ζπλάξηεζε f σο παξαγσγίζηκε ζην R είλαη ζπλερήο ζην R θαη επεηδή  f x 0
 

 γηα θάζε x R , έπεηαη όηη ε  f  δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην R θαη  

επεηδή  f 0 1 0  , ζπκπεξαίλνπκε όηη ηζρύεη :  

 f x 0  γηα θάζε x R  . 

Έηζη από ηελ  E  έρνπκε  όηη :  

  2f x x 1  , x R . 

B3. Γηα  x ,  0   είλαη :  

  2

2

π
εκ

π π 1 πxf x εκ x 1 εκ x 1
πx x x x

x

       

 

 x 0


2

π
εκ

1 πxx 1
πx x

x

    
2

π
εκ

1 xπ 1
πx

x

 

 

Είλαη :

x

π
u

x

πx
lim 0

x

π
εκ

xim  
π

x


 
 

 

  
 

 


u 0

εκu
im 1

u
 , νπόηε: 

   
x

π
im f x εκ

x

 
 

 
2x

π
εκ

1 xim π 1
πx

x



 
 
   
 
 

π 1 0 1 π     . 

 

B4. Είλαη, 

 
x

im f (x 2) f (x)


     2 2

x
im x 2 1 x 1


    
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  2 2

x
im x 4x 5 x 1


    

 


  2 2 2 2

2 2x

x 4x 5 x 1 x 4x 5 x 1
im

x 4x 5 x 1

       


     


   

2 2
2 2

2 2x

x 4x 5 x 1
im

x 4x 5 x 1

 
    

 
    

 
 


 x 0

x

2 2

4x 4
im  

1 1 1
x 1 4 5 x 1

x x x





 
 
  
 

    
 

 


x

2 2

1
x 4 4

x
im

1 1 1
x 1 4 5 1

x x x



 
   

  
  

      
  

 


x

2 2

1
4 4

xim
1 1 1

1 4 5 1
x x x



 
 

  
 

    
 

4 0
2

1 0 0 1 0




     

 

27o                                              Θ Ε Μ Α  Γ                ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Γ1. Γηα θάζε x  ηζρύεη 2x 4 0   θαη  

2 2 2 2x 4 x x 4 x       

                                                     
2 2 2x x 4 x 4 x x 4          

               

2

2

x x 4 0

x x 4 0

   
 

  

 

Άξα γηα θάζε x  ηζρύεη  
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2x x 4 0    θαη 
2x x 4 0   . 

Γ2. Είλαη 

   x x x xg x e e e e 0           γηα θάζε x  , 

νπόηε ε g  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην . 

Έρνπκε: 

    
  0

x x

x x
lim g x lim e e

 


 
     ,  

(αθνύ x

x
lim e 0


  θαη 
  

 

x

w x
x w

x wlim x

lim e lim e






  

   ). 

    
  0

x x

x x
lim g x lim e e

 


 
       ,   

αθνύ x

x
lim e


   θαη 
  

 

x

w x
x w

x wlim x

lim e lim e 0






  

   

Επεηδή ε g  είλαη γλεζίσο αύμνπζα θαη ζπλερήο ζην  έπεηαη όηη  

        
x x

g lim g x , lim g x ,
 

    
. 

Γ3. i. Έρνπκε  

      x xf e e 2x f g x 2x : 1    . 

Έζησ 
1 2x ,x   κε    1 2f x f x . 

Επεηδή  1 2x ,x g  , έπεηαη όηη ππάξρνπλ α,β  κε  1x g α  θαη  2x g β . 

Έρνπκε: 

                           1 2f x f x f g α f g β     

                                      
 

   
1

1 22α 2β α β g α g β x x         

Άξα ε f  είλαη 1 1 . 

ii. Είλαη  

   x xf e e 2x : 2  . 

Από ηελ  2  ζέηνληαο όπνπ x  ην 
 f x

2
 έρνπκε: 

     f x f x

2 2
f x

f e e 2
2

 
   

 
 
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   

 
f x f x

2 2f e e f x
 

   
 
 

 

     f x f xf :1 1

2 2e e x




    

 f x
w

2
w we e x

 
  

 
    

 
2

w we 1 xe    

 
2

w we xe 1 0     ,   (    
2 2( Δ x 4 1 1 x 4 )        ) 

2
w x x 4

e
2

 
   

2
w

2
w

x x 4
e 0

2

ή

x x 4
e 0

2

  
 




 


   


 

Η 
2

w x x 4
e 0

2

 
   απνξξίπηεηαη , ελώ από ηελ  

                                          

2
w x x 4

e 0
2

 
 

 
έρνπκε: 

      

2
w x x 4

e
2

 
  

2x x 4
w ln

2

  
   

 
 

 

  2f x x x 4
ln

2 2

  
   

 
 
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 
2x x 4

f x 2ln
2

  
   

 
 

 

iii. Είλαη,  

   

 
2x x 4

f x 2ln
2

   
    

  
  

 

2

2

1 x x 4
2

2x x 4

2

  
  

    

 

2 2

1 1
2 1 2x

x x 4 2 x 4

 
  

   
 

2

2 2 2

2 x 4 x 2
0

x x 4 x 4 x 4

 
  

   
  

γηα θάζε x . 

Επνκέλσο ε f  είλαη γ λ ε ζ ί σ ο  α ύ μ ν π ζ α  ζην . 

iv. Γηα θάζε 
fx D   ηζρύεη 

fx D    θαη  

 
 

2
x x 4

f x 2ln
2

    
   
 
 

 

  
 

2 2

2

x 4 x x 4 x
2ln

2 x 4 x

    
 

  
  

 

 

 

2 2

2

x 4 x
2ln

2 x 4 x

 
  

  
  

 

 

2

2
2ln

x x 4

 
  

  
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1
2x x 4

2ln
2

      
  
  

 

 
2x x 4

2ln f x
2

  
    

 
 

 

Επνκέλσο ε f  είλαη πε ξ η η ηή .  

v. Έρνπκε: 

   6 2f x f x 10 0    

   6 2f x f x 10    

 

    
f πεξηηηή

6 2f x f x 10     

 

 
f 1 1

6 2x x 10


    

6 2x x 10 0     

 2θ x 0  , όπνπ   3θ x x x 10 , x    . 

Είλαη   2θ x 3x 1 0       γηα θάζε x    ,  νπόηε  ε θ  είλαη   γλεζίσο αύμνπζα  

ζην . Επνκέλσο ε θ  είλαη ζπλάξηεζε 1 1 . 

Έρνπκε: 

     2 2θ x 0 θ x θ 2   , (  αθνύ   3θ 2 2 2 10 0    ) 

                    
 θ :1 1

2x 2 x 2


     . 

27o                                              Θ Ε Μ Α  Δ                        ΖΑΝΤΑΡΙΔΗΣ 

Δ1. i. Έρνπκε  

 

 
f x

2

0

1
2 dt x : 1

1 t



. 

Η ζπλάξηεζε  
2

1
g t

1 t



 έρεη πεδίν νξηζκνύ ην  
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       gD 1,1 , 1 1,1 1,           θαη είλαη ζπλερήο σο ξεηή. 

Επνκέλσο γηα λα νξίδεηαη ην  

 f x

2

0

1
dt

1 t  γηα θάζε x , 

πξέπεη θαη αξθεί γηα θάζε x  λα ηζρύεη: 

   

   

   

       

0 , f x , 1 , αδύλαην

ή

0 , f x 1,1 0 , f x 1,1 f x 1,1

ή

0 , f x 1, , αδύλαην

   




       


  

. 

Επνκέλσο γηα θάζε x  ηζρύεη :  

 1 f x 1   . 

ii. Είλαη: 

                                
  

   

  2

1 t 1 t1 1 1

1 t 1 t 1 t 2 1 t 1 t

  
  

    
 

   1 t 1 t1 1 1 1

2 1 t 1 t 2 1 t 1 t

                 
 

 

     
1

ln 1 t ln 1 t
2

        
 

    
1

ln 1 t ln 1 t
2

      

1 1 t
ln

2 1 t

  
   

  
, γηα θάζε  t 1,1  . 

Οπόηε κηα παξάγνπζα ηεο  

 
2

1
θ t

1 t



 ζην  1,1  είλαη ε  

 
1 1 t

Φ t ln
2 1 t

 
  

 
. 
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Έηζη έρνπκε: 

      

 f x

2

0

1
2 dt x

1 t


  

 f x

0

1 1 t
2 ln x

2 1 t

  
   

  
 

 

 

1 f x
ln ln1 x

1 f x

 
     

 

 

 

1 f x
ln x

1 f x

 
    

 

 

 
x

1 f x
e

1 f x


 


 

   x x1 f x e e f x     

  x xf x 1 e e 1     

 
x

x

e 1
f x

e 1


 


 

Δ2. Είλαη: 

                   
      

 

x x x xx

2x
x

e 1 e 1 e 1 e 1e 1
f x

e 1 e 1

       
    

  
 

                                             
   

   

x x x x x

2 2
x x

e e 1 e 1 e 2e
0

e 1 e 1

  
  

 
  

γηα θάζε x , 

νπόηε ε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην . 

Επνκέλσο ε f  είλαη θαη 1 1 . 

Επεηδή ε f  είλαη 1 1 , έρεη αληίζηξνθε ζπλάξηεζε θαη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 1f   είλαη 

ην ζύλνιν ηηκώλ  f  ηεο f . 

Είλαη: 

 
x

xx x

e 1 0 1
lim f x lim 1

e 1 0 1 

 
   

 
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θαη 

 

x

x x

xx x x
x

x

x

x

x

1
e 1

e 1 e
lim f x lim lim

1e 1
e 1

e

1
1

1 0elim 1
1 1 0

1
e

  



 
 

  
 

  
 

 




  




. 

Επεηδή ε f  είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  έπεηαη όηη: 

        
x x

f lim f x , lim f x 1,1
 

   . 

Επνκέλσο ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 1f   είλαη ην  

   1f
D f 1,1    . 

Γηα θάζε  y 1,1   έρνπκε: 

     
 

x

x

e 1
f x y y

e 1


  


 

x xe 1 ye y     

  x1 y e 1 y     

 

1 y 0
x

y 1,1

1 y
e

1 y

 

 


 


 

 

1 y
0

1 y

y 1,1

1 y
x ln

1 y






  

 
   

 
 

Άξα είλαη  

 1 1 y
f y ln

1 y

  
  

 
. 

Έηζη ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηεο f  νξίδεηαη σο εμήο: 

 1f : 1,1    κε  

 1 1 x
f x ln

1 x

  
  

 
. 

Δ3. Γηα θάζε x  ηζρύεη: 
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   

x

x x xx x

xx x x

x x

1 1 e
1

e 1 1 e e 1e ef x f x
1 1 ee 1 1 e e 1

1
e e








  
        

  


. 

Άξα γηα θάζε x  ηζρύεη  

     f x f x : α   . 

Αθόκε, γηα θάζε x  ηζρύεη  

  
 

  
 

    
α α

f f x f f x f f x : β    . 

Γηα ην νινθιήξσκα  

  
α

α

I f f x dx , α


    

ζέηνπκε u x   , νπόηε είλαη x u   θαη  dx 1 du  . 

 Γηα x α   είλαη u α  

 Γηα x α  είλαη u α   

Άξα, 

                 

      
α α

α α

I f f x dx f f u 1 du





      

 

  
α

α

f f u du


   

 

 

   
αβ

α

f f u du


   

 

  
α

α

f f x dx I


     

Οπόηε  

I I 2I 0

I 0

   

 
. 

Δειαδή 

  
α

α

f f x dx 0


  
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Δ4.  Η f  είλαη ζπλερήο ζην , νπόηε γηα θάζε 
0x   ηζρύεη  

   
0

0
x x
lim f x f x


   . 

Επνκέλσο ε 
fC  δελ έρεη θαηαθόξπθε αζύκπησηε. 

 Είλαη  
x
lim f x 1


  , 

νπόηε ε επζεία  

 1ε : y 1  είλαη νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο 
fC  ζην  . 

 Είλαη  
x
lim f x 1


   , 

νπόηε ε επζεία  

 2ε : y 1   είλαη νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο 
fC  ζην  . 

Δ5. Τν δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη  

 
ln 2

0

E f x dx  . 

Γηα x 0  είλαη:  

 xe γλ.αύμνπζα

x 0 xx 0 e e 1 e 1 0        . 

Επηπιένλ είλαη  

xe 1 0   γηα θάζε x 0 . 

Οπόηε είλαη  

 
x

x

e 1
f x 0

e 1


 


 

γηα θάζε  x 0,ln 2 .  

Επνκέλσο ην δεηνύκελν εκβαδό  είλαη : 

 
ln 2

0

E f x dx 
 

   

 
 

x xln 2 ln 2 ln 2 ln 2x x x x

x x xx x

0 0 0 0

e 1 ee 1 1 e 2e 2e
dx dx dx 1 dx

e 1 1 e 1 ee 1 e

   

 

    
      

    
     
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 
 

   

    

xln 2 ln 2
ln 2

x

x 0
0 0

ln 2 0

ln 2

ln 2

2

1 e
1dx 2 dx 1. ln 2 0 2 ln 1 e

1 e

ln 2 2 ln 1 e ln 1 e

1
ln 2 2 ln 1 ln 2

e

1
2ln 1 ln 2

e

1
2ln 1 ln 2

2

3
2ln ln 2

2

3
ln ln 2

2

9

4
ln

2







 




      
 

    

  
     

  

 
   

 

 
   

 

 
  

 

  
      

  
 
 



 

9
ln η.κ.

8


 
 
 
 
 

 
  

 

 

 


