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144.  α. Δίλαη  

π
0 x

2
   , άξα ζπλx 0 ,νπόηε έρνπκε: 

   2ζπλx 1 5ζπλx 4 0 2ζπλx 1 0         ή  5ζπλx 4 0    

1
ζπλx

2
   ( απνξ. επεηδή ζπλx 0 )    ή    

4
ζπλx

5
  . Άξα 

4
ζπλx

5
 . 

β. 

2

2 2 2 2 24 16 9
εκ x ζπλ x 1 εκ x 1 εκ x 1 εκ x

5 25 25

 
          

 
.  

Άξα    

3
εκx

5
   ή  

3
εκx

5
  . Αιιά  

π
0 x

2
  ,  άξα εκx 0 , νπόηε 

3
εκx

5
  

Δπίζεο   

3

εκx 35εθx
4ζπλx 4

5

       θαη   
1 1 4

ζθx
3εθx 3

4

    

145. α. Έρνπκε 

 
22 2

x y 1x y 1 x y 1 x y 1

x y 1 1 2xy 1 xy 0x y 2xy 1

             
      

         

x y 1

x 0  ή   y 0

  


 
 

Οπόηε ην ζύζηεκα είλαη ηζνδύλακν κε ηα ζπζηήκαηα 

x y 1 y 1

x 0 x 0

     
 

  
         ή         

x y 1 x 1

y 0 y 0

     
 

  
 

Δπνκέλσο νη ιύζεηο είλαη     x, y 0, 1    ή       x, y 1,0  .   

β. Από ηελ ζρέζε  ζπλσ εκσ 1     θαη ηελ ηαπηόηεηα 2 2ζπλ σ εκ σ 1  , έρνπκε: 

ζπλσ x,εκσ y

2 2 2 2

ζπλσ εκσ 1 x y 1

ζπλ σ εκ σ 1 x y 1

       
 

    
    κε   1 x 1, 1 y 1       

Αιιά ζύκθσλα κε ην α) εξώηεκα είλαη:    x, y 0, 1    ή       x, y 1,0  , πνπ είλαη 

δεθηέο. Δπνκέλσο έρνπκε :  

 ζπλσ 0  θαη  εκσ 1     θαη   επεηδή 0 σ 2π  , είλαη  
3π

σ
2

   ή 

 ζπλσ 1  θαη  εκσ 0     θαη   επεηδή 0 σ 2π  , είλαη  σ π   . 

146. Έρνπκε 

2 2 2

2
2

1 1 16 16 1
ζπλ x νπόηε εκ x 1 ζπλ x 1

11 εθ x 17 17 17
1 ( )

4

       



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1 16
Άξα Α 17( ) 14 1
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      

147. Έρνπκε 
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148. Έρνπκε 
3 2 2 2 2

2

2

ζπλ x 2ζπλ x εκx ζπλx εκ x ζπλx(ζπλ x 2εκxζπλx εκ x)

ζπλx(ζπλx εκx) 0 δηόηη

π
(ζπλx εκx) 0 θαη ζπλx 0 θαζόζνλ x π

2

      

  

      

149. Έρνπκε 
2 2 4 4 2 2
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2 2 2 2
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εκ α ζπλ α εκ α ζπλ α 2εκ αζπλ α
εθ α ζθ α 2 2

ζπλ α εκ α εκ α ζπλ α

(εκ α ζπλ α) 1

εκ α ζπλ α εκ α ζπλ α

 
     




 

 

 

150. Έρνπκε 

3 3 3

2 2 2 2

2 2
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εκα εκα

εθα ζπλ α ζπλ α ζπλ αζπλα ζπλα

εκα εκα εκα1 εθ α εκ α ζπλ α εκ α
1

ζπλ α ζπλ α

εκαζπλ α ζπλ α ζπλ α εκ αζπλα ζπλ α
εκαζπλα

ζπλα 1 εκα εκα εκα

ζπλα(εκ α ζπλ α)
ζθα

εκα

    
 




    




 

 

 

151. Έρνπκε 
3 3 2 2ζπλ α εκ α (ζπλα εκα)(ζπλ α εκαζπλα εκ α)

1 εκαζπλα 1 εκαζπλα

(ζπλα εκα)(1 εκαζπλα)
ζπλα εκα

1 εκαζπλα

   


 

 
  
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152. Έρνπκε 

2 2

2 2 2

2 2 2
1 1 1 1 2εκαζπλα

εκα ζπλαεθα ζθα εκ α ζπλ α

ζπλα εκα εκαζπλα

εκ α ζπλ α 2εκαζπλα (εκα ζπλα)

      
 



    
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153. Έρνπκε 

3 3 3 3

3 3

2 2

2 2

ζπλα εκα
εκ α(1 ζθα) ζπλ α(1 εθα) εκ α(1 ) ζπλ α(1 )

εκα ζπλα

εκα ζπλα ζπλα εκα
εκ α( ) ζπλ α( )

εκα ζπλα

εκ α(εκα ζπλα) ζπλ α(εκα ζπλα)

(εκα ζπλα)(εκ α ζπλ α) εκα ζπλα

      

 
 

   

    

 

 

154. Έρνπκε 

ζπλζ
ζπλζ

ζθζ ζπλζ εκζεκζ
ζπλζεθζ ζπλζ

ζπλζζθζ ζπλζ

εκζ

ζπλζ εκζζπλζ ζπλζ(1 εκζ)
εκζ εκζ 1 εκζ εκζ 1

ζπλζ ζπλζ




  

 
       

 

 

155. Έρνπκε 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

εκ α ζπλ β εκ β ζπλ α εκ α(1 εκ β) εκ β(1 εκ α)

εκ α εκ αεκ β εκ β εκ βεκ α εκ α εκ β

      

     
 

 

156. Έρνπκε 
2 2ζπλζ εκζ ζπλζ εκζ εκ ζ ζπλ ζ (1 εκζ) 1

εθζ
1 εκζ ζπλζ 1 εκζ ζπλζ(1 εκζ) ζπλζ(1 εκζ) ζπλζ

  
     

   
 

157. Έρνπκε 

4 4
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

εκx ζπλx εκ x ζπλ x
εκ x εθx ζπλ x ζθx εκ x ζπλ x

ζπλx εκx ζπλxεκx

(εκ x ζπλ x)(εκ x ζπλ x) εκ x ζπλ x
εθx ζθx

ζπλxεκx ζπλxεκx ζπλxεκx


     

 
    

 

158. Έρνπκε 
3

2 2 2ζπλ ζ ζπλζ εκζ
ζπλ ζ 1 εθζ εθζ (1 ζπλ ζ) εθζ εκ ζ

ζπλζ

 
         

159. Έρνπκε 
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2

2 2

2

2

2

2
2

2

1 2εκζ 1 3εκζ (1 2εκζ)(1 εκζ) ζπλ ζ(1 3εκζ)

ζπλ ζ 1 εκζ ζπλ ζ(1 εκζ)

(1 2εκζ)(1 εκζ) (1 εκ ζ)(1 3εκζ)

ζπλ ζ(1 εκζ)

(1 εκζ)[(1 2εκζ) (1 εκζ)(1 3εκζ)]

ζπλ ζ(1 εκζ)

1 2εκζ 1 3εκζ εκζ 3εκ ζ
3εθ ζ

ζπλ ζ

     
 

 

    




    




    
 

 

160. Έρνπκε 

4 4 4

2 2 2 2 2 2 2 2

4
4

2 2

εκ α εκ α εκ α

1 εκ α εκ α ζπλ α ζπλ α εκ α ζπλ α ζπλ α(1 ζπλ α)

εκ α
εθ α

ζπλ αζπλ α)

 
     

 

 

 

161. Έρνπκε 
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2

ζπλ σ ζπλ σ(1 εκ σ) ζπλ σ
ζθ σ ζπλ σ ζπλ σ ζπλ σ

εκ σ εκ σ εκ σ

ζθ σ ζπλ σ


    

 

 

162. Έρνπκε 
2 2 2

2

22

2 2

1 εθα εθ α 1 εθα εθ α 1 εθα εθ α
εθ α

1 1 1 εθα εθ α1 ζθα ζθ α
1

εθα εθ α εθ α

     
  

  
 

 

163. Έρνπκε 

3 3 3 3

2 2

εκx εκx εκxζπλx
εκx

εθx εκx εκx(1 ζπλx)ζπλx ζπλx

εκ x εκ x εκ x ζπλxεκ x

1 ζπλx 1 ζπλx 1

ζπλxεκ x ζπλx(1 ζπλx)(1 ζπλx) ζπλ x ζπλx




 
  

 
  

  

 

 

164. Έρνπκε 
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2 2 2

2 2

2

2
2

2

1 εκx 1 2εκxζπλx 1
2εθx 2

ζπλ x ζπλx ζπλ x ζπλ x

2εκxζπλx εκ x ζπλ x

ζπλ x

(εκx ζπλx) εκx ζπλx εκx ζπλx ζπλx εκx
( ) 1 εθx

ζπλ x ζπλx ζπλx ζπλx

(εκx 0, ζπλx 0)
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   

 


   
     

 
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2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

Α Β (εκαζπλβ εκβζπλα) (ζπλαζπλβ εκαεκβ)

εκ αζπλ β εκ βζπλ α 2εκαζπλβεκβζπλα

ζπλ αζπλ β εκ αεκ β 2ζπλαζπλβεκαεκβ

ζπλ β(εκ α ζπλ α) εκ β(εκ α ζπλ α) ζπλ β εκ β 1

    

   

 

      

 

166. Έρνπκε 

3 33 3

3 3 3 33 3

2 2 2 2 2 22 2

2 2 2 2

3 3 4 4 2 2 2 2 2
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ζπλ x ζπλ xεκ x εκ x

εθ x ζθ x εκ x εκ xζπλ x ζπλ x

εκ x ζπλ x ζπλ x εκ x εκ x ζπλ x1 εθ x 1 ζθ x
1 1

ζπλ x εκ x ζπλ x εκ x

εκ x ζπλ x εκ x ζπλ x (εκ x ζπλ x) 2εκ xζπλ x

ζπλx 1 εκx 1 εκxζπλx εκxζπλx

1 2εκ xζπλ x

εκx

    
  

 

  
   

 




ζπλx

 

167. Έρνπκε 
2 2 2 2 2 2

2 2 4 4 2 2

4 4 2 2 2 2 2

Α Β (2εκαζπλα) (ζπλ α εκ α)

4εκ αζπλ α ζπλ α εκ α 2εκ αζπλ α

ζπλ α εκ α 2εκ αζπλ α (ζπλ α εκ α) 1

   

   

     

 

168. Έρνπκε 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

x y z (αζπλζζπλθ) (αζπλζεκθ) (αεκζ)

α ζπλ ζζπλ θ α ζπλ ζεκ θ α εκ ζ

α ζπλ ζ(ζπλ θ εκ θ) α εκ ζ α ζπλ ζ 1 α εκ ζ α (ζπλ ζ εκ ζ) α

    

  

        

 

169. Έρνπκε 
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2 2

2 2

εκx ζπλx 1 εκx
(εκx ζπλx 1)(ζπλx 1) εκx(εκx ζπλx 1)

εκx ζπλx 1 ζπλx 1

εκxζπλx εκx ζπλ x ζπλx ζπλx 1 εκ x εκxζπλx+εκx

εκ x ζπλ x 1 πνπ ηζρύεη.

 
       

  

       

  

 

 

170. Έρνπκε 

2

2 2

1 1 ζπλx 1 εκx 1
1 ζθx 1 εθx 1 1

εκx ζπλx εκx εκx ζπλx ζπλx

εκx ζπλx 1 ζπλx εκx 1 (εκx ζπλx) 1

εκx ζπλx εκxζπλx

εκ x ζπλ x 2εκxζπλx 1 1 2εκxζπλx 1
2

εκxζπλx εκxζπλx

      
              

      

       
   

  

    
  

 

171. Έρνπκε 
2 2

2 2

2 2 2 2

Α εθα ζθα εκ αεθα ζπλ αζθα 2εκαζπλα

εθα(1 εκ α) ζθα(1 ζπλ α) 2εκαζπλα

εκα ζπλα
εθαζπλ α ζθαεκ α 2εκαζπλα ζπλ α εκ α 2εκαζπλα

ζπλα εκα

εκαζπλα ζπλαεκα 2εκαζπλα 0

    

    

     

   

 

172. Έρνπκε 
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2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

x
( )

α β (yεθx) x y εθ x 1ζπλx εθ x
x y x y ζπλ x x y ζπλ x

1 εκ x 1 εκ x ζπλ x
1

ζπλ x ζπλ x ζπλ x ζπλ x

      



    

 

173. Έρνπκε 

2 2 21 2 2 1 8
εκ ζ ζπλ ζ ( ) ( ) 1

3 3 9 9
       

 

Άξα ππάξρεη ηέηνηα γσλία ζ θαη βξίζθεηαη ζην 3
ν
 ηεηαξηεκόξην αθόπ εκζ<0  θαη  ζπλζ<0

 

174. Έρνπκε 

23 9
εκζ νπόηε εκ ζ

2 4
        

22 1
ζπλζ νπόηε ζπλ ζ

2 2
 

 

όκσο  
2 2 3 1 5

εκ ζ ζπλ ζ 1 άηνπν
4 2 4

       άξα δελ ππάξρεη ηέηνηα γσλία 

175. α. Έρνπκε 
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2 2 2 2

2 2

2 2 2

2

3εκx 4ζπλx 5 3εκx 5 4ζπλx νπόηε

(3εκx) (5 4ζπλx) 9εκ x 25 16ζπλ x 40ζπλx
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(5ζπλx 4) 0 ζπλx
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    
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    

 

Οπόηε    
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3εκx 4 5 εκx
5 5
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β.  

2 2 2 2

2 2

2 2 2

2ζπλx 2 εκx νπόηε

(2ζπλx) (2 εκx) 4ζπλ x 4 εκ x 4εκx

4(1 εκ x) 4 εκ x 4εκx

4 4εκ x 4 εκ x 4εκx 5εκ x 4εκx 0

4
εκx 0 ή εκx

5

 

     

    

       

  

 

Γηα εκx 0 νπόηε 2ζπλx 2 ζπλx 1   
 

4 4 3
Γηα εκx νπόηε 2ζπλx 2 ζπλx

5 5 5
    
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εκx ζπλx νπόηε
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(εκx ζπλx) ( ) εκ x ζπλ x 2εκxζπλx
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1 2εκxζπλx εκxζπλx άξα Α
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  

      

       

 

3 3 2 2Β εκ x ζπλ x (εκx ζπλx)(εκ x εκxζπλx+ζπλ x)
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2 8 16

    
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1 31
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    
          

      

           

         

 

178. Έρνπκε 

2ι 1
2 2

2

2

ι 3ι 3ι
εθx ζθx 1 1 1 3ι ι 1

ι 1 ι 1 ι 1

1 1 1
ι ι ή ι

4 2 2


          

  

     

 

 

 

179. α. Δίλαη   
2

2 2 2 23 9
εκ θ ζπλ θ 1 ζπλ θ 1 ζπλ θ 1

5 25

 
         

 
 

2 16 4 4
ζπλ θ ζπλθ   ή  ζπλθ

25 5 5
      . 

Αιιά επεηδή ε γσλία θ είλαη νμεία, είλαη ζπλθ 0  θαη επνκέλσο 
4

ζπλθ
5

 . 

β. Παξαηεξνύκε όηη  σ π θ   θαη  ζ 2π σ  , 

 

 

 

 

άξα είλαη:  
3

εκσ εκ π θ εκθ
5

       θαη   
4

ζπλσ ζπλ π θ ζπλθ
5

       

   
3

εκζ εκ 2π σ εκ σ εκσ
5

          θαη 

   
4

ζπλζ ζπλ 2π σ ζπλ σ ζπλσ
5

       . 

180. Έρνπκε 
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0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

2040 ( 6)360 120

3
εκ( 2040 ) εκ120 εκ(180 60 ) εκ60

2

1
ζπλ( 2040 ) ζπλ120 ζπλ(180 60 ) ζπλ60

2

εθ( 2040 ) εθ120 εθ(180 60 ) εθ60 3

3
ζθ( 2040 ) ζθ120 ζθ(180 60 ) ζθ60

3

   

     

       

       

       

 

27π 3π
6π

4 4

27π 3π 3π π π 2
εκ εκ(6π ) εκ εκ(π ) εκ

4 4 4 4 4 2

27π 3π 3π π π 2
ζπλ ζπλ(6π ) ζπλ ζπλ(π ) ζπλ

4 4 4 4 4 2

27π 3π 3π π π
εθ εθ(6π ) εθ εθ(π ) εθ 1

4 4 4 4 4

27π 3π 3π π π
ζθ ζθ(6π ) ζθ ζθ(π ) ζθ 1

4 4 4 4 4

 

      

        

        

        

 

181. Έρνπκε 

23π π π 1
εκ( ) εκ( 4π ) εκ

6 6 6 2

9π π π
ζθ( ) εθ(2π ) εθ 1

4 4 4

17π 17π π π π 1
ζπλ( ) ζπλ ζπλ(6π ) ζπλ( ) ζπλ

3 3 3 3 3 2

74π 2π π π 1
ζπλ ζπλ(12π ) ζπλ(12π ) ζπλ

6 6 3 3 2

95π π π
ζθ( ) ζθ( 24π ) ζθ 1

4 4 4

1 1
6 1 2

2 2Άξα Α 10
1

1
2

     

   

       

     

     

 

  



 

182. Έρνπκε 
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εκ(π α) εκα, ζπλ(2π ζ) ζπλζ

3π 3π
ζπλ( α) εκα, εθ( α) ζθα,

2 2

εκ(2π α) εκ[π (π α) εκ(π α) εκα

εκα( εκα)( ζθα) ζπλα
Άξα Α εκαζθα εκα ζπλα

εκα εκα

    

     

        

  
   



 

 

183. Έρνπκε 

0 0 0 0

0 0

0 0

0 0 0

εκ(180 α) εκα, εθ(270 α) εθ[180 (90 α)] εθ(90 α) ζθα

ζπλ(α 360 ) ζπλ[ (360 α)] ζπλ(360 α) ζπλ( α) ζπλα

ζθ(180 α) ζθα εθ(90 α) εθ[90 ( α)] ζθ( α) ζθα

ζπλ(270 α) ζπλ[360 ( 90 α)] ζπλ(α 90 ) ζπλ

        

        

         

        0(90 α) εκα

εκαζθαζπλα ζπλα ζπλα
Α εκα

ζπλαζθα( ζθα)εκα ζθα

εκα

 

      


 

 

184. Έρνπκε 

εθ(π ζ) εθζ, ζπλ(2π ζ) ζπλζ

π π π
ζπλ( ζ) ζπλ[π ( ζ)] ζπλ( ζ) εκζ

2 2 2

π
εκ(π ζ) εκζ, ζπλ( ζ) ζπλζ, ζθ( ζ) εθζ

2

εθζζπλζ( εκζ)
Άξα Α 1

εκζζπλζεθζ

    

        

      

 
  



 

185. Έρνπκε 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

3
ζπλ210 ζπλ(180 30 ) ζπλ30

2

2
ζπλ225 ζπλ(180 45 ) ζπλ45

2

1
ζπλ240 ζπλ(180 60 ) ζπλ60

2

3 2 1 6
Άξα Α ( )( )

2 2 2 8

     

     

     

     

 

186. Έρνπκε 
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

εκ22 εκ(90 68 ) ζπλ68 εκ112 εκ(180 68 ) εκ68

ζπλ112 ζπλ(180 68 ) ζπλ68

     

   
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2 2 2 3 3 2

2 2 2 3 3 2

2 2 3 3 2 2

Άξα Α εκ 68 εκ 22 2εκ 112 ζπλ 112 ζπλ 68 2ζπλ 68

εκ 68 ζπλ 68 2εκ 68 ( ζπλ68 ) ζπλ 68 2ζπλ 68

εκ 68 ζπλ 68 ζπλ 68 ζπλ 68 (εκ 68 ζπλ 68 ) 1

     

      

         

 

187. Έρνπκε 

2

2
2

2 2 2

1 1 1 144 12 π
ζπλ x νπόηε ζπλx αθνύ x (0, )

5 251 εθ x 169 13 2
1 ( ) 1

12 144

12 144 25 5 π
εκ x 1 ζπλ x 1 ( ) 1 νπόηε εκx αθνύ x (0, )

13 169 169 13 2

5 12 60
Άξα Α εκx( ζπλx)

13 13 169

     


 

        

      

 

188. Έρνπκε 

0εκ(α 90 ) εκ(90 α) ζπλα εκ(α 180 ) εκ(180 α) εκα

εκ(α 270 ) εκ(270 α) εκ[180 (90 α)] εκ(90 α) ζπλα

εκ(α 360 ) εκ(360 α) εκ( α) εκα

Α εκα εκ(α 90 ) εκ(α 180 ) εκ(α 270 ) εκ(α 360 )

εκα ( ζπλα

           

          

       

        

   ) ( εκα) ζπλα εκα εκα ζπλα εκα ζπλα εκα εκα         

 

 

189. Έρνπκε 

π π
εκ(π ζ) εκζ, ζπλ(ζ ) ζπλ( ζ) εκζ

2 2

εθ(7π ζ) εθ[6π (π ζ)] εθ(π ζ) εθζ

3π π π π
εκ( ζ) εκ[2π ( ζ)] εκ( ζ) εκ( ζ) ζπλζ

2 2 2 2

ζπλ(3π ζ) ζπλ[2π (π ζ)] ζπλ(π ζ) ζπλζ

εθ(2π ζ) εθζ

εκζεκζεθζ
Άξα Α

ζπλζ( ζπλζ)εθζ

      

      

            

       

 


 
 

2εθ ζ

 

190. Έρνπκε 
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π
εκ(π ζ) εκζ, ζπλ( ζ) εκζ ζπλ(π ζ) ζπλζ

2

3π π π π
εκ( ζ) εκ[2π ( ζ)] εκ( ζ) εκ( ζ) ζπλζ

2 2 2 2

3π π π
εθ( ζ) εθ[π ( ζ) εθ( ζ) ζθζ

2 2 2

π
εθ( ζ) εθζ, εθ( ζ) ζθζ, εθ(2π ζ) εθζ

2

εκζεκζ ( ζπλζ)( ζπλζ)
Άξα Α

ζθζ( εθζ) (

       

            

      

       

   


 

2 2εκ ζ ζπλ ζ 1

ζθζ)εθζ 1 1 2

 
 

  

 

 

191. Έρνπκε 

2 2 24 16 9 3 π
εκ ζ 1 ζπλ ζ 1 ( ) 1 νπόηε εκζ αθνύ ζ (0, )

5 25 25 5 2

3
εκ(π ζ) εκζ

5

π π π π 3
ζπλ( ζ) ζπλ[π ( ζ)] ζπλ( ζ) ζπλ( ζ) εκζ

2 2 2 2 5

4 π 4 3
ζπλ(2π ζ) ζπλ( ζ) , εκ( ζ) ζπλζ , εθ(π ζ) εθζ

5 2 5 4

π 4
εκ( ζ) ζπλζ

2 5

3
(

5Άξα Α

        

    

            

         

  





3 4 4 9 16
)

1 55 5 5 25 25
3 4 3 3 3

4 5 5 5

  

  

 

 

192. Έρνπκε 

εθ(π x) εθx, ζπλ( x) ζπλx

εκ(9π x) εκ[8π (π x)] εκ(π x) εκx

17π π π
ζθ( x) ζθ[8π ( x)] ζθ( x) εθx

2 2 2

ζπλ(x 2π) ζπλ(2π x) ζπλ( x) ζπλx

13π π π
ζπλ( x) ζπλ[6π ( x) ζπλ( x) εκx

2 2 2

εθxζπλx( εκx)
Άξα Α 1

εθxζπλx( εκx)

   

       

      

     

       


 



 

 

193. Έρνπκε 
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0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

2

εθ91 εθ(180 89 ) εθ89 ζθ1

εθ92 εθ(180 88 ) εθ88 ζθ2

Άξα Α εθ1 ( ζθ1 )εθ2 ( ζθ2 ) ( 1)( 1) 1

π π
ζπλ( x) εκx εκ( x) ζπλx

2 2

εκ(π x) εκx, ζπλ(π x) ζπλx, εκ( x) εκx

Άξα Β ( εκx) εκx( εκx) 2ζπλx( ζπλx)

     

     

      

    

       

      2 2 2

2 2

εκ x εκ x 2ζπλ x

2(εκ x ζπλ x) 2

Τειηθά Β 2Α

  

  



 

 

194. Έρνπκε 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

2
εκ135 εκ(180 45 ) εκ45

2

1
ζπλ120 εκ(180 60 ) ζπλ60

2

2
ζπλ135 ζπλ(180 45 ) ζπλ45

2

εθ( 120 ) εθ120 εθ(180 60 ) εθ60 3

εθ135 εθ(180 45 ) εθ45 1

2 1 2 1 2 2
( ) ( )( )

2 2 2 2 4 4Άξα Α 0
3( 1) 3

   

     

     

       

     

     

  
 

 

 

195. Έρνπκε 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

2

2
ζπλ135 ζπλ(180 45 ) ζπλ45

2

3
εκ120 εκ(180 60 ) εκ60

2

1
εκ150 εκ(180 30 ) εκ30

2

2 3 1 2
Άξα Α ( ) ( 3 ) 2 1

2 2 2 4

     

   

   

      

 

 

196. Έρνπκε 

2 2εθ(45 x) εθ(45 x) 10 νπόηε [εθ(45 x) εθ(45 x)] 10       
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2 2

2 2

2 2

2 2

εθ (45 x) εθ (45 x) 2εθ(45 x)εθ(45 x) 100

εθ (45 x) εθ (45 x) 2εθ(45 x)ζθ(45 x) 100

εθ (45 x) εθ (45 x) 2 1 100

εθ (45 x) εθ (45 x) 98

      

      

     

   

 

 

197. Έρνπκε 

i.
0Β Γ 90 άξα εκΒ ζπλΓ θαη ζπλΒ εκΓ νπόηε εκΒ ζπλΒ ζπλΓ εκΓ        

ii. 
0Β Γ 90 άξα εθΒ ζθΓ θαη ζθΒ εθΓ νπόηε εθΒ ζθΒ ζθΓ εθΓ        

 

 

198. α. Ζ  f  έρεη ειάρηζηε ηηκή   

min

1
f

2
   ,  κέγηζηε ηηκή  max

1
f

2
  

θαη ε πεξίνδνο ηεο  είλαη 
2π

T π
2

   

β.   

 

 

 

γ. Ζ ζπλάξηεζε  f  δελ κπνξεί λα πάξεη ηελ ηηκή 1, επεηδή έρεη κέγηζηε ηηκή ην 
1

2
.  

Άιισζηε αλ ε ζπλάξηεζε  f  κπνξνύζε λα πάξεη ηελ ηηκή 1, ζα είρακε  

1
ζπλ2x 1 ζπλ2x 2

2
   , άηνπν γηαηί 1 ζπλ2x 1    

199. α. Δίλαη    

 
17π 7π 7π 3π

ζπλ ζπλ π ζπλ ζπλ   1
10 10 10 10

 
     

 
 .Αιιά  

π π 3π
π

6 4 10
      θαη επεηδή ε 

ζπλάξηεζε  f (x) ζπλx  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  0, π , είλαη    

π π 3π
ζπλ ζπλ ζπλ

6 4 10
   θαη ιόγσ ηεο (1) πξνθύπηεη    

17π π π
ζπλ ζπλ ζπλ

10 4 6
  . 

β. Δίλαη     1 1

π
εκ x ζπλx

2

 
  

 
 θαη  2 2

π
εκ x ζπλx

2

 
  

 
. 
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Αιιά    
1 2

3π
π x x

2
      θαη επεηδή ε ζπλάξηεζε  f (x) ζπλx  είλαη   γλεζίσο αύμνπζα 

ζην 
3π

π,
2

 
 
 

, είλαη :      1 2 1 2 1 2

π π
x x ζπλx ζπλx εκ x εκ x

2 2

   
         

   
 

 

200. α. Ζ πεξίνδνο ηεο ζπλάξηεζεο  

 f x 3ζπλ2x   είλαη 
2π

T π
2

  . 

Ζ κέγηζηε ηηκή ηεο f  είλαη  
maxf 3 , όηαλ: 

π
ζπλ2x 1 2x 2θπ π x θπ , θ R

2
           θαη ε ειάρηζηε ηηκή ηεο είλαη 

minf 3  , όηαλ:  ζπλ2x 1 2x 2θπ x θπ, θ R       . 

β.  

x  0  
π

4
 

π

2
 

3π

4
 π  

2x  0  
π

2
 π  

3π

2
 2π  

ζπλ2x  1  0  -1 0  1  

 f x 3ζπλ2x   3  0  3  0  3  

Με ηε βνήζεηα ηνπ παξαπάλσ πίλαθα ηηκώλ ζρεδηάδνπκε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ζην 

δηάζηεκα  0, π . 

 

 

 

 

 

201. α. Δίλαη  

 εκ π 3x εκ3x   θαη 
π

ζπλ 3x εκ3x
2

 
  

 
, 

άξα:    
π

f x εκ π 3x ζπλ 3x εκ3x εκ3x 2εκ3x
2

 
       

 
. 
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β. Ζ ζπλάξηεζε έρεη κέγηζην 
maxf 2 , ειάρηζην 

minf 2   θαη πεξίνδν 
2π

Τ
3

  . 

 

202. α. Γηα ηε ζπλάξηεζε  

πt
g(t) 6·εκ

30

 
  

 
είλαη : maxg(t) 6      θαη    ming(t) 6   

Σπλεπώο   max h(t) 8 maxg(t) 8 6 14      θαη min h(t) 8 ming(t) 8 6 2     , 

δειαδή ην κέγηζην ύςνο πνπ θηάλεη ην θάζηζκα είλαη 14 m θαη ην ειάρηζην 2 m . 

Όηαλ ην θάζηζκα βξίζθεηαη ζην κέγηζην ύςνο έρνπκε: 

πt πt πt
h(t) 14 8 6·εκ 14 6·εκ 6 εκ 1

30 30 30

     
             

     
 

              
πt π

εκ εκ
30 2

 
  

 

πt π
2θπ

30 2
      ή   

πt π
2θπ π

30 2
    

               πt 60θπ 15π t 60θ 15, θ       .  

Αιιά  
1 11

0 t 180 0 60θ 15 180 15 60θ 165 θ
4 4

              , 

νπόηε  

θ 0  ή θ 1  ή θ 2  θαη άξα t 15  ή t 75   ή t 135 . 

 Όηαλ ην θάζηζκα βξίζθεηαη ζην ειάρηζην ύςνο έρνπκε: 

πt πt πt
h(t) 2 8 6·εκ 2 6·εκ 6 εκ 1

30 30 30

     
               

     
 

πt π
εκ εκ

30 2

   
     

   

πt π
2ιπ

30 2
       ή    

πt π
2ιπ π

30 2
     

πt 60ιπ 15π t 60ι 15, ι R       . 

Αιιά   

1 13
0 t 180 0 60ι 15 180 15 60ι 195 ι

4 4
            , 

νπόηε  

ι 1  ή ι 2  ή ι 3  θαη άξα t 45  ή t 105  ή t 165 . 

β. Γηα ηελ δηάκεηξν ηεο ξόδαο έρνπκε:  
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d (AE) (BE) max h(t) min h(t) 14 2 12m       , νπόηε ε αθηίλα ηεο ξόδαο είλαη 

6 m.  

γ. Ζ πεξίνδνο ηεο θίλεζεο είλαη 
2π

T 60 sec
π

30

   θαη επνκέλσο νη δύν θίιεο έθαλαλ  

180
3

60
 γύξνπο. 

δ. i. Δίλαη:   
0

h(0) 8 6·εκ 8
30

 
   

 
,    

π
h(15) 8 6·εκ 14

2

 
   

 
, 

                   h 30 8 6·εκ π 8   ,       
3π

h(45) 8 6·εκ 2
2

 
   

 
, 

      h(60) 8 6·εκ 2π 8   ,  
5π π

h(75) 8 6·εκ 8 6·εκ 14
2 2

   
       

   
 

   h(90) 8 6·εκ 3π 8 6·εκ π 8      

Άξα έρνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα ηηκώλ:  

t  0 15 30 45 60 75 90 

 h t  8 14 8 2 8 14 8 

ii. Δπνκέλσο ην ηκήκα ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο   h t  κε 0 t 90   

ζην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ είλαη: 
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203. α. Ξέξνπκε όηη ε πεξίνδνο δίλεηαη από ηνλ ηύπν  
2π

 ,
σ

Τ =   καο δίλεηαη από ηα 

δεδνκέλα ηεο άζθεζεο όηη ε πεξίνδνο είλαη 6 sec, επνκέλσο έρνπκε: 

2π π
 = 6  σ = 

σ 3
  

β. Έρνπκε 

h(0) = 20  α  ζπλ(σ 0) + β = 20  α 1+β = 20  α + β = 20       

Δθόζνλ ε πεξίνδνο ηνπ ειαηεξίνπ είλαη 6 sec θαη κηα πιήξε ηαιάλησζε ζεκαίλεη θίλεζε 

ζηηο ζέζεηο: ειάρηζην-εξεκία-κέγηζην-εξεκία-ειάρηζην, άξα ην παηγλίδη ζα ρξεηαζηεί ην 

κηζό ρξόλν (3 sec) γηα λα θηάζεηζην κέγηζην ύςνο ηνπ. 

π
h(3) = 100  α ζπλ 3  + β = 100  α ζπλπ + β = 100  –α + β = 100

3

 
      

 

Λύλνπκε ην ζύζηεκα ησλ δύν εμηζώζεσλ θαη έρνπκε: 

(+)α + β = 20
  2β = 120  β = 60 .  Δπνκέλσο:  α + 60 = 20  α = – 40  

–α + β = 100


  


 

Άξα ε ζπλάξηεζε ζα έρεη ηύπν: 

πt
h(t) = – 40 ζπλ  + 60

3

 
  

 
 

γ.  Έρνπκε 

14π 12π 2π 2π
h(14) = – 40 ζπλ  + 60 = – 40 ζπλ + + 60 = – 40 ζπλ 2 2π + + 60

3 3 3 3

2π π π
= – 40 ζπλ  + 60= – 40 ζπλ π –  + 60= – 40 –ζπλ  + 60

3 3 3

1
= – 40 –  + 60 = 20 + 60 = 80

2

     
        

     

      
         

      

 
  
 

δ)  Ζ γξαθηθή παξάζηαζε θαίλεηαη δίπια. 

 

204. α. Από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f παξαηεξνύκε όηη ε πεξίνδνο 

ηεο είλαη ίζε κε Τ = π . Δπίζεο γλσξίδνπκε όηη 
2π

Τ
σ

 . 

Άξα : 

Τ π
2π

π 2π π σ σ 22π
σΤ

σ

 

      

 


 

Δθόζνλ ε κέγηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f  είλαη 3 θαη ηζρύεη όηη ξ>0 έρνπκε όηη ξ=3. 
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β. Ζ ζπλάξηεζε  g(x) αx β   δηέξρεηαη (όπσο θαίλεηαη από ην ζρήκα ) από ηα ζεκεία 

   Ο(0,0)  θαη  Α(
π

4
,3)  άξα νη ζπληεηαγκέλεο ηνπο ηελ επαιεζεύνπλ , δειαδή ηζρύνπλ    

ηα εμήο : g(0) 0 α 0 β 0 β 0        θαη  

π π 3 4 12
g( ) 3 α 0 3 α α

4 4 π π


          

Άξα ε ζπλάξηεζε είλαη ε 
12

g(x) x
π

 . 

γ. Έρνπκε όηη   
12x

3εκ(2x) 0
π

  , ηζνδύλακα ε εμίζσζε γίλεηαη :    

    
12x

3εκ(2x) f (x) g(x)
π

     δειαδή νη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο είλαη ηα ζεκεία ηνκήο      

    ησλ δύν γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ  f θαη g ζην δηάζηεκα [0,π] ηα νπνία είλαη ηα :    

   O(0,0) θαη  Α(
π

4
,3), άξα ην πιήζνο ησλ ιύζεσλ ζην δηάζηεκα απηό είλαη δύν. 

205. α. Eπεηδή 

π
 f(t) = – 2εκ t  + 2,  έρνπκε,

2

 
 
 

 

2π
Τ =  = 4

π

2

 

δειαδή ε  f  νξίδεηαη ζε πιάηνο κηαο πεξηόδνπ ηεο. 

 

β. Δίλαη 

(-2) +2π π π
–1 εκ t 1 2 – 2εκ t – 2 4 – 2εκ t + 2 0 0 f(t) 4

2 2 2

     
               

     
 

Ζ ηηκή  0  επηηπγράλεηαη όηαλ 

π π π
f(t) = 0 – 2εκ t 2 = 0 – 2εκ t = – 2 εκ t = 1

2 2 2

     
        

     
 

θαη αθνύε  f  (θαη ζπλεπώο θαη ην  
π

εκ t
2

 
 
 

)  νξίδεηαη ζε πιάηνο κηαο πεξηόδνπ ηεο, ζα 

είλαη 

π π
t = t = 1 (δεθηή)

2 2
  

Ζ ηηκή  4  επηηπγράλεηαη όηαλ 
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π π π
f(t) = 4 – 2εκ t 2 = 4 – 2εκ t = 2 εκ t = –1

2 2 2

     
        

     
 

νπόηε, όπσο θαη παξαπάλσ, ζα είλαη 

π 3π
t = t = 3 (δεθηή)

2 2
  

Δπνκέλσο ε  f  παξνπζηάδεη ειάρηζην ίζν κε  0  γηα  t = 1  θαη κέγηζην ίζν κε  4  γηα  t = 3. 

 

γ. 

 

206. α. Ζ πεξίνδνο ηεο ζπλάξηεζεο  f  είλαη: 

2π 8π
Τ =  =  8

π π

4

 

β. i. Τν ζεκείν  Γ  αλήθεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  θη έρεη ηεηκεκέλε  
2

,
3

 νπόηε 

2 2
Γ , f

3 3

2 π 2 2π π 1
f  = 2εκ  = 2εκ  = 2εκ  = 2  = 1

3 2 3 12 6 2

  
  

  

   
    

   

 

Άξα 

2
Γ , 1

3

 
 
 

 

ii. Τν ζεκείν  Γ  έρεη ηεηαγκέλε  1  θη επεηδή αλήθεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f, ιύλσ 

ηελ εμίζσζε  f(x) = 1.  Οπόηε: 
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π π 1 π π
f(x) = 1  2εκ x  = 1  εκ x  =   εκ x  = εκ  

4 4 2 4 6

π π π π 2
x = 2θπ + x = 2θπ + x = 8θ + 

4 6 4 6 3
, θ Ε , θ Ε , θ Ε

π π π 5π 10
x = 2θπ + π – x = 2θπ + x = 8θ + 

4 6 4 6 3

     
        

     

  
    

      
  
    

 

Λύλσ ηελ αλίζσζε  
2

x > 
3

  

1
η
 περίπηωζη: 

2 2
8θ +    8θ > 0  θ > 0

3 3
    θη αθνύ  θ  Ε  ε κηθξόηεξε ηηκή γηα ηελ νπνία ηζρύεη 

είλαη  θ = 1  γηα ηελ νπνία έρνπκε ηε ιύζε  
2 26

x = 8 +  = 
3 3

  

2
η
 περίπηωζη: 

10 2 8 1
8θ +   8θ > –   θ > –

3 3 3 3
    θη αθνύ  θ  Ε  ε κηθξόηεξε ηηκή γηα ηελ νπνία 

ηζρύεη είλαη  θ = 0  γηα ηελ νπνία έρνπκε ηε ιύζε  
10 10

x = 0 +  =  .
3 3

  

Δπεηδή  
10 26

 < 
3 3

  νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ  Γ είλαη  
10

Γ  , 1  . 
3

 
 
 

  

Δπνκέλσο  
10

Β  , 0  . 
3

 
 
 

 

207. α. Από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  f  παξαηεξνύκε όηη έρεη πεξίνδν  

π
Τ =  . 

2
  

β. Ηζρύεη όηη: 

Ο αξηζκόο  α  είλαη ε κέγηζηε ηηκή ηεο  f,  νπόηε  α = 3  θαη 

π 2π π
Τ =    =   σπ = 4π  σ = 4

2 σ 2
    

γ. Γηα  α = 3  θαη  σ = 4  έρνπκε:  f(x) = 3εκ(4x). 
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Από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  παξαηεξνύκε όηη νη αξηζκνί  θ  R  γηα ηνπο νπνίνπο ε 

εμίζσζε  f(x) = θ  έρεη κνλαδηθή ιύζηε ζην δηάζηεκα  
π

0, 
2

 


 
  είλαη ην  3  θαη ην   –3. 

Οπόηε: 

π θπ π
f(x) = 3 3εκ(4x) = 3 εκ(4x) = 1 4x = 2θπ + x =  + , θ Ε

2 2 8
      

Όκσο 

θ Εθπ π π π θπ 3π π 3π 1 3
0  + < <  θπ < θ < θ = 0 

2 8 2 8 2 8 4 4 4 4



            

Άξα ε κνλαδηθή ιύζε απηήο ηεο εμίζσζεο είλαη 

0 π π π
x =  +  

2 8 8


  

π θπ π
f(x) = 3 3εκ(4x) 3 εκ(4x) = 1 4x = 2θπ x =  , θ Ε 

2 2 8
           Όκσο 

θ Εθπ π π π θπ 5π π 5π 1 5
0 < θπ < θ < θ 1 

2 8 2 8 2 8 4 4 4 4



            

Άξα ε κνλαδηθή ιύζε απηήο ηεο εμίζσζεο είλαη 

1 π π π π 3π
x = =

2 8 2 8 8


    

208. Ζ πεξίνδνο ησλ ζπλαξηήζεσλ ηεο κνξθήο  

εκσx ή ζπλσx είλαη 
2π

σ
, άξα ε πεξίνδνο ηεο 

3x
f (x) εκ

4
  είλαη 

2π 8π
T

3 3

4

  . 

Ζ πεξίνδνο ηεο 
π

g(x) ζπλ 3x
4

 
  

 
 είλαη ίδηα κε ηελ πεξίνδν ηεο ζπλ3x, αθνύ ε g 

πξνθύπηεη από κηα νξηδόληηα κεηαηόπηζε ηεο ζπλ3x, αθνύ ε g πξνθύπηεη από κία νξηδόληηα 

κεηαηόπηζε ηεο ζπλ3x θαηά 
π

4
 πξνο ηα «αξηζηεξά». Άξα ε πεξίνδνο ηεο g είλαη 

2π

3
. Ζ 



89 

πεξίνδνο ησλ ζπλαξηήζεσλ ηεο κνξθήο εθσx ή ζθσx είλαη 
π

σ
, άξα ε πεξίνδνο ηεο 

x
h(x) εθ

2
  είλαη 

π
2π

1

2

  ελώ ηεο t(x) ζθ4x  είλαη 
π

4
. 

209. Ζ κέγηζηε θαη ε ειάρηζηε ηηκή κηαο ζπλάξηεζεο ηεο κνξθήο ξεκσx είλαη ξ  θαη 

ξ  αληίζηνηρα. Άξα γηα ηελ f κέγηζηε ηηκή ε 2 2   θαη ειάρηζηε ε 2 2    . Ζ g 

πξνθύπηεη από κηα θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε ηεο 4ζπλx θαηά 3 πξνο ηα θάησ. Άξα αθνύ ε 

κέγηζηε θαη ειάρηζηε ηηκή ηεο 4ζπλx είλαη 4 θαη 4  αληίζηνηρα ηεο g ζα είλαη 4 3 1   θαη 

4 3 7     αληίζηνηρα. 

210. Έρνπκε 

i. Διάρηζην-κέγηζην ηεο 
x

ζπλ
3

 είλαη ηα 1  θαη 1 αληίζηνηρα, ηεο 
x

3ζπλ
3

 ηα 3  θαη 3 

αληίζηνηρα θαη ηεο f(x) ηα 6  θαη 0 αληίζηνηρα. 

ii. Πεξίνδνο ηεο f(x) είλαη ε  
2π

T 6π
1

3

   

211. Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  

π
ζπλ x

2

 
 

 
 πξνθύπηεη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλx κε κεηαηόπηζε πξνο ηα 

αξηζηεξά θαηά 
π

2
. Ζ πεξίνδνο ηεο f είλαη Τ=2π θαη ηε κειεηνύκε ζην δηάζηεκα 

π 3π
,

2 2

 
 
 

. 

Γηα 
π π 3π

x ,  0, ,  π, 
2 2 2

   παίξλνπκε αληίζηνηρα  3,  0, 3, 0,  3   γηα ηελ f …… 

212. Ζ πεξίνδνο κηαο ζπλάξηεζεο ηεο κνξθήο απηήο είλαη:   

2π 4π
Τ

β β

2

  . Άξα 
4π

4π β 1
β

   . 

Ζ κέγηζηε ηηκή ηεο είλαη α α , γηαηί α>0. Δπνκέλσο α=2. 

213. Ζ πεξίνδνο κηαο ζπλάξηεζεο απηήο ηεο κνξθήο είλαη:   

π
Τ

3β

4

 , δειαδή 
4π 4

π β
3β 3

    

214. Έρνπκε 
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π 3π π π π
f (x) 2εκ 3x 3ζπλ 3x 2εκx 3x 3ζπλ 3x

4 4 4 2 4

        
                

        
 

π π π
2εκ 3x 3εκ 3x εκ 3x

4 4 4

     
           

     
 

Ζ ζπλάξηεζε  
π

εκ 3x
4

 
  

 
 έρεη κέγηζηε ηηκή 1 θαη ειάρηζηε ηηκή 1 . 

215. Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f πξνθύπηεη από κηα θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε ηεο 

ζπλάξηεζεο εθ2x θαηά κηα κνλάδα πξνο ηα πάλσ θαη είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν 
π

2
. Τε 

ζρεδηάδνπκε ζην δηάζηεκα 
π π

,
4 4

 
 
 

 αθνύ δώζνπκε ζην x ηηο ηηκέο  

π π π π π π
,  ,  ,  0, ,  ,  

6 8 12 12 8 6
   , κε αληίζηνηρεο ηηκέο γηα ηελ f   

3 3
1 3,  0, 1 ,  1, 1 ,  2, 1 1 3

3 3
     

216. H f είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν 
 

π

2
 θαη ζα ηε κειεηήζνπκε ζην 

π
0,

2

 
 
 

. Δίλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην 
π

0,
2

 
 
 

 κε 

αζύκπησηεο ηηο x=0 θαη 
π

x
2

 . Γίλνληαο ζην x ηηο ηηκέο 

π π π π 5π π
,  ,  ,  ,  ,  

12 6 4 3 12 2
 νη αληίζηνηρεο ηηκέο γηα ηελ f είλαη  

3 3
3,  , 0, ,  3

3 3


  

νπόηε … 

217. Ζ ζπλάξηεζε g έρεη πεξίνδν  

π
Τ 2π

1

2

   άξα ηε κειεηνύκε ζην ( π,π) . 

Γηα 
π π π π

x ,  ,  0, ,  
2 3 3 2

    έρνπκε αληίζηνηρα  
2 3 2 3

2,  ,  0, ,  2
3 1

  γηα ηελ g… 

218. Ζ πξώηε θακπύιε έρεη πεξίνδν Τ=2π, έρεη κέγηζηε θαη ειάρηζηε ηηκή 3,  3  θαη 

γηα x=0 παίξλεη ηε κέγηζηε ηηκή 3. Ζ ζπλάξηεζε είλαη ε f(x)=3ζπλx. 
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Ζ δεύηεξε θακπύιε έρεη πεξίνδν Τ΄=6π. Ζ ζπλάξηεζε είλαη ηεο κνξθήο g(x)=αζπλβx. 

Δπεηδή ε κέγηζηε θαη ειάρηζηε ηηκή είλαη 1,  1  αληίζηνηρα θαη Τ΄=6π, ζα έρνπκε:  

x
g(x) ζπλ

3
 . 

 

219. α. Γηα λα είλαη ε ηηκή  

π
x

4
  ιύζε ηεο εμίζσζεο 3ζπλ4x 3 0  , πξέπεη λα ηελ επαιεζεύεη. Πξάγκαηη   

π
3ζπλ4 3 0 3(ζπλπ 1)0 3( 1 1) 0

4
        . 

β. Οη ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ ηνκήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο 

f (x) ζπλ4x  κε ηελ επζεία y 1   είλαη νη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο f (x) y .  

Δίλαη:
θπ π

ζπλ4x 1 ζπλπ 4x 2θπ π x , θ R
2 4

           

220.  α. Δίλαη   

 
2 2 2εκσ ζπλσ 1 εκ σ ζπλ σ 2εκσ ζπλσ 1        

             1 2εκσ ζπλσ 1 2εκσ ζπλσ 0       εκσ 0       ή   ζπλσ 0  

β. ● Αλ εκσ 0 σ 2θπ     ή   σ 2θπ π 2θ 1 π     , θ R  , άξα σ θπ , θ R   

● Αλ 
π π

ζπλσ 0 ζπλσ ζπλ σ 2θπ
2 2

       , θ R  , 

άξα   
π

σ θπ
2

   , θ R  . 

221. α. H ζπλάξηεζε   

 g x 2εκx  έρεη ειάρηζηε ηηκή 2  θαη κέγηζηε  2, 

 άξα ε ζπλάξηεζε     f x g x 1  έρεη  

ειάρηζηε ηηκή  
minf 2 1 1      θαη κέγηζηε 

maxf 2 1 3   . 

β. Δίλαη   f x 3 2εκx 1 3 2εκx 2 εκx 1           

 x 0,2ππ π
x 2θπ  x

2 2



      

222. α. Δίλαη:  

    
π π

εκ x εκ x ζπλ x ζπλx  (1)
2 2

   
         

   
   

  ζπλ π x ζπλx  (2)      
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Άξα από ηεο ζρέζεηο (1) θαη (2) πξνθύπηεη όηη :  
π

εκ x ζπλ π x ζπλx ζπλx 0
2

 
      

 
 

β. Δίλαη  
(α)π

ζπλx εκ x ζπλx ζπλx 2ζπλx 0
2

 
         

 
 

                                
π π

ζπλx 0 ζπλx ζπλ x 2θπ , θ Ε
2 2

        . 

 Αιιά x 0,2π ,  επνκέλσο 

π 1 3
0 2θπ 2π 0 4θπ π 4π θ ,  θ Ε

2 4 4
            . 

Άξα θ 0 , νπόηε  
π

x
2

  

π 1 5
0 2θπ 2π 0 4θπ π 4π θ ,  θ Ε

2 4 4
           . 

Άξα θ 1 , νπόηε  
3π

x
2

 . 

223. α. Δίλαη   

  2 2 1 ζπλx 1 ζπλxεκ x 1 ζπλ x
Α 1 ζπλx

1 ζπλx 1 ζπλx 1 ζπλx

 
    

  
. 

β. Από ην εξώηεκα α) γηα x 2θπ,  θ R   ε εμίζσζε 
2εκ x 1

1 ζπλx 2



  

είλαη ηζνδύλακε κε ηελ 
1 1 2π

1 ζπλx ζπλx ζπλ
2 2 3

       

θαη επεηδή  x 0,2π , έρνπκε   
2π 4π

x    ή   x
3 3

   (δεθηέο) . 

224. α. Έρνπκε 

Γηα  
π

x π
2
    είλαη: 

     εκ π x εκ π x 1 εκx εκ x 1        

1
εκx εκx 1 2εκx 1 εκx

2
       . 

β. Δίλαη  
1 π π π

εκx εκx εκ x 2θπ   ή    x 2θπ π  , θ R
2 6 6 6

           

 
π π π 2 5

x π 2θπ π θ
2 2 6 12 12
          , αδύλαην επεηδή θ Ε  

 
π π π 2 1

x π 2θπ π π θ
2 2 6 12 12
              
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θαη επεηδή θ Ε  είλαη θ 0 , νπόηε 
5π

x
6

 . 

225. α. Γηα x θπ, θ R   έρνπκε: 

   

  

 
2 2

εκx 1 ζπλx εκx 1 ζπλxεκx εκx

1 ζπλx 1 ζπλx 1 ζπλx 1 ζπλx

εκx 1 ζπλx 1 ζπλx 2εκx 2
.

εκx1 ζπλ x εκ x

  
  

   

  
  



 

β. Γηα x θπ,θ R   έρνπκε: 

(α)εκx εκx 4 2 4 3
4εκx 2 3 εκx

1 ζπλx 1 ζπλx εκx 23 3
        

 
 

π π π
εκx εκ x 2θπ   ή  x 2θπ π

3 3 3
          

π 2π
x 2θπ   ή  x 2θπ ,  θ

3 3
      . 

226. α. Έρνπκε 

Οη νξίδνπζεο  
x yD,  D ,  D  ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη: 

 
1 2

D ι 2
1 ι


     

 
x

1 2
D ι 2ι ι

ι ι
       

 
y

1 1
D ι 1

1 ι


     

i. Αλ D 0 ι 2 0 ι 2       , ην ζύζηεκα  έρεη κνλαδηθή ιύζε ηελ :  

 
yx

DD ι ι 1 ι ι 1
x, y , , ,

D D ι 2 ι 2 ι 2 ι 2

        
       

         
 

ii. Αλ D 0 ι 2 0 ι 2       , ηόηε ην ζύζηεκα γίλεηαη:  

x 2y 1 x 2y 1

x 2y 2  x 2

 

 2y

       
 

      
 , πξνθαλώο αδύλαην. 

β. Αλ ι 1  , ηόηε ε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη:    o o

1 1 1
x , y , 1, 0

1 2 1 2

   
   

    
. 

Αιιά  π 0,2π  θαη επεηδή  
oζπλπ 1 x    θαη  oεκπ 0 y  , ε δεηνύκελε γσλία  είλαη  

ζ=π. 
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γ. Αλ ι 1 , ηόηε ε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο  είλαη:  1 1

1 1 1 1 2
x , y , ,

1 2 1 2 3 3

   
    

    
 

Έζησ όηη ππάξρεη γσλία σ  ηέηνηα ώζηε ,
1

1
ζπλσ x

3
  θαη 

1

2
εκσ y

3
  ,  

νπόηε : 2 2 4 1 5
εκ σ ζπλ σ 1 1 1

9 9 9
       , πνπ είλαη άηνπν.  

Δπνκέλσο δελ ππάξρεη δελ ππάξρεη γσλία σ , ηέηνηα ώζηε 
1x ζπλσ  θαη 

1y εκσ . 

227. α. Ζ ζπλάξηεζε f έρεη ηύπν ηεο κνξθήο ξεκ(σx),  κε  

ξ α 1   θαη σ βπ 0  , νπόηε είλαη: 

  ma ή x f (x) α 1 3 α 1 α 1 3 α 1 3   ή  αα 42              .  

Δπίζεο είλαη 
2π 1

T 4 4 4β 2 β
βπ 2

       . 

β. Γηα   α 2   θαη   
1

β
2

   είλαη  
π

f (x) 3εκ x
2

 
  

 
, νπόηε είλαη: 

i.  
π π π π

f (x) 3 3εκ x 3 εκ x 1 εκ x εκ
2 2 2 2

     
            

     
 

π π
x 2θπ

2 2
       ή    

π π
x 2θπ π

2 2
   πx 4θπ π x 4θ 1, θ R       . 

ii. Σην δηάζηεκα  0,8 , έρνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα ηηκώλ: 

x  0  1 2 3 4 5 6 7 8 

 f x  0 3 0  –3 0 3 0 –3 0 

θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 

 

 

 

 

 

 

228. α. Δίλαη :  
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  f 0 ζπλ0 1   ,     
π π

4 4

2
f ζπλ

2



 







,     f ζπ

π
0

2
λ

π

2

 
  





 

3π 3π π 2
f ζπλ ζπλ    

4 4 24
   

 






,    
5π 5π π 2

f ζπλ ζπλ    
4 4 24

   
 







, 

f ζπλ
3

0
π 3π

2 2

 
  





,       

2
f ζπλ  ζπ

7π 7π π π

4 4 4
λ π

24
ζ λ

   
     

 


 
  

θαη    f ζπλ(2π 1) 2π  . 

  g 0 ζπλ0 1   ,     ζπλ
π π

g 0
4 2

 
  

 
,   ζπg

2
1

π
λπ

 
  


 


 

ζπλ
3π 3

0
π

g
4 2

 
  





,    

5π 5π
g

4 2

π
ζπλ ζπλ    0

2
 

 






, 

ζπλ
3π

3π ζπλπ 1g
2

 
 


  


,       ζπλ
7π 7π 3π

g  ζπλ 0
4 2 2

 
 

 
 

 

θαη    ζπg( λ 12π) 4π  . 

x   0    
π

4
    

2


   

3

4


   

5

4


   

3

2


  

7

4


  2  

f (x)  1 
2

2
 0  

2

2
  

2

2
  0  

2

2
 1  

g(x)  1 0  1  0  0  1  0  1  
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β. Τν πιήζνο ησλ ιύζεσλ ηεο εμίζσζεο ζπλ2x ζπλx  ζην δηάζηεκα  0,  2π  είλαη ην 

πιήζνο ησλ θνηλώλ ζεκείσλ ησλ 
fC  θαη 

gC   ζην  0,  2π . Από ηε γξαθηθή παξάζηαζε 

πξνθύπηεη όηη ην πιήζνο ησλ θνηλώλ ζεκείσλ  είλαη  4 ,  

άξα ε εμίζσζε (1) έρεη  4  ιύζεηο ζην  0,  2π . 

γ. Δίλαη  ζπλ2x ζπλx 2x 2θπ x        ή   2x 2θπ x    

x 2θπ     ή  3x 2θπ  x 2θπ      ή   
2θπ

x
3

 ,  θ R . 

 Αιιά νη ιύζεηο 2θπ   θαη 
2θπ

3
  λα αλήθνπλ ζην δηάζηεκα  0,  2π , άξα: 

 0 2θπ 2π 0 θ 1       κε  θ Ε , νπόηε θ 0  ή  θ 1       

Δπνκέλσο  γηα   θ 0   είλαη x 0  θαη γηα θ 1   είλαη x 2π  

                    

 
2θπ

0 2 π 0 2θ 6 0 θ 3
3

          κε θ Ε , νπόηε   

θ 0   ή   θ 1   ή   θ 2   ή   θ 3       

            Δπνκέλσο  είλαη x 0 , 
2π

x
3

 , 
4π

x
3

 , x 2π  

Άξα ε εμίζσζε  (1)  ζην δηάζηεκα  0,  2π  έρεη 4  ιύζεηο, ηηο : 

x 0 ,      
2π

x
3

 ,      
4π

x
3

 ,     x 2π  

νη νπνίεο είλαη νη ηεηκεκέλεο ησλ θνηλώλ ζεκείσλ ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ  f   θαη  g. 

Tα θνηλά  ζεκεία , όπσο θαίλνληαη θαη ζηελ παξαπάλσ γξαθηθή παξάζηαζε είλαη ηα :  

   
2π 1 4π 1

0,1 ,  , ,  , ,  2π,1
3 2 3 2

   
    

   
 

229. α. Ζ ζπλάξηεζε  

πt
f (t) 12εκ 13

4
   είλαη ηεο κνξθήο  f t ξεκσt , 

άξα 
2π 2π 8π

Τ 8
πσ π

4

     ώξεο. 

β. H απόζηαζε ηνπ ζώκαηνο από ην έδαθνο ηηο ρξνληθέο ζηηγκέο t 5 θαη t 8   
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είλαη αληίζηνηρα : 

 

 

 
5π π π

f 5 12εκ 13 12εκ π 13 12 εκ 13
4 4 4

   
          

   
  

                                             
2

12 13 6 2 13 cm
2

 
        

 
 

  
8π

f 8 12εκ 13 12εκ2π 13 12 0 13 13 cm
4

         

γ.  Καηά ην ρξνληθό δηάζηεκα από t 0  έσο t 8 ,  δειαδή θαηά ηελ δηάξθεηα κηαο 

πεξηόδνπ, ε ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη ειάρηζην  όηαλ 
πt 3π

πt 6π t 6
4 2
      ώξεο 

θαη  ε ειάρηζηε απόζηαζε  ηνπ ζώκαηνο από ην έδαθνο  είλαη   minf x 12 13 1cm    . 

 

 

 

 

 

 

 

 

230. α. Ζ ζπλάξηεζε  

 
πt

h t 8ζπλ
12

  είλαη ηεο κνξθήο ξ εκσx  κε ξ 8 0   θαη 
π

σ 0
12

  , άξα ε κέγηζηε 

ηηκή ηεο είλαη  max h t 8  θαη ε ειάρηζηε ηηκή ηεο  min h t 8  . Άξα θαη ε κέγηζηε θαη 

ε ειάρηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο  
πt

g t 8ζπλ
12

   είλαη  

 maxg t 8 8    θαη  ming t 8 8      αληίζηνηρα. 

Τέινο, ε κέγηζηε θαη ε ειάρηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο  
πt

f t 8ζπλ 4
12

    είλαη 

 maxf t 8 4 12    θαη  minf t 8 4 4      αληίζηνηρα. 

Δπνκέλσο ε κέγηζηε ζεξκνθξαζία θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ εηθνζηηεηξαώξνπ είλαη: 
012 C  θαη 

ε  ειάρηζηε 
04 C . 

β. Οη ρξνληθέο ζηηγκέο πνπ ε ζεξκνθξαζία είλαη ίζε κε 
00 C  είλαη νη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο  

   f t 0,  t 0,24  .Άξα είλαη:   



98 

 
πt πt 1 πt π

f t 0 8ζπλ 4 0 ζπλ ζπλ ζπλ
12 12 2 12 3

           

πt π
2θπ

12 3
      ή  

πt π
2θπ

12 3
    

                            πt 24θπ 4π      ή  πt 24θπ 4π    

                           t 24θ 4      ή  t 24θ 4   , θ   . 

Αιιά  0 t 24  .   Δπνκέλσο:  

4 20
0 24θ 4 24 4 24θ 20 θ , κε θ Ε

24 24


            

Άξα   θ=0 νπόηε  t=4  ώξεο. 

4 28
0 24θ 4 24 4 24θ 28 θ κε θ Ε

24 24
           

Άξα   θ 1 t 24 4 20      ώξεο . 

γ. Ζ ζπλάξηεζε   f  έρεη πεξίνδν  
2π 24π

T 24
π π

12

    ώξεο, 

επνκέλσο ε δεηνύκελε γξαθηθή παξάζηαζε αλαθέξεηαη ζε κία πεξίνδν ηεο f . 

Δπίζεο επεηδή  
πt

h t 8ζπλ
12

  θαη  
πt

g t 8ζπλ
12

   ε 
gC  είλαη ζπκκεηξηθή ηεο 

hC , σο 

πξνο ηνλ άμνλα x x  . Τέινο  ε γξαθηθή  παξάζηαζε ηεο  
πt

f t 8ζπλ 4
12

    

πξνθύπηεη από θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε ηεο 
gC   θαηά 4  κνλάδεο πξνο ηα πάλσ.  

Δπνκέλσο  πξνθύπηεη ε παξαθάησ γξαθηθή παξάζηαζε:  

 

 

 

 

 

 

 

δ. Από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε πξνθύπηεη όηη ε ζεξκνθξαζία είλαη πάλσ    από 
00 C  όιν 

ην ρξνληθό δηάζηεκα  4,20  . 

231. α. Με βάζε ηε γξαθηθή παξάζηαζε, ε κέγηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f είλαη 4  

θαη ε ειάρηζηε ηηκή είλαη 8.  

β. Ζ πεξίνδνο είλαη:  



99 

     i.  Αιγεβξηθά: 
2π 2π

T π
σ 2

   . 

    ii.  Γεσκεηξηθά: Από ηε γξαθηθή παξάζηαζε T π.  

γ. Α΄ ηρόπος  

Ζ ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην 
π

0,
2

 
 
 

 θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην 
π

, π
2

 
 
 

, 

άξα είλαη β 0 , νπόηε:           
 β 0

1 ζπλ2x 1,x   β βζπλ2x β,x


           

                      α β α βζπλ2x α β      , γηα θάζε x . 

Άξα  
max f α β α β 4

α 2  θαη  β 6
min f α β α β 8

    
     

     
. 

Β΄ ηρόπος 

Ζ ζπλάξηεζε  f  παξνπζηάδεη ζην x 0  κέγηζην, ην  f 0 4  θαη ζην 
π

x
2

  παξνπζηάδεη 

ειάρηζην, ην 
π

f 8
2

 
  

 
.  Οπόηε είλαη:

 f 0 4
α β 4

α 2  θαη  β 6π
α β 8f 8

2

 
 

      
     

 

. 

δ. Γηα α 2 θαη β 6    είλαη  f (x) 2 6ζπλ2x   .  

Οη ηεηκεκέλεο ησλ θνηλώλ ζεκείσλ ηεο 
fC  θαη ηεο επζείαο y 1  είλαη νη ιύζεηο ηεο 

εμίζσζεο 

1
f (x) 1 2 6ζπλ2x 1 6ζπλ2x 3 ζπλ2x

2
         

π
ζπλ2x ζπλ

3
 

 

π
2x 2kπ

3

ή ,κε k

π
2x 2kπ

3


 





  


 x 0,2π

π
x kπ

6

ή ,κε k

π
x kπ

6




 


  


  


 

              

π π
x        ή     x π

6 6
 

π π
x π     ή     x 2π

6 6


  

 
    


π 7π
x  ή x

6 6
 

5π 11π
x  ή x

6 6


 

 
  


 

Δπνκέλσο ηα θνηλά ζεκεία ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο   f  κε ηελ επζεία y 1  ζην 

δηάζηεκα  0,2π  είλαη ηα ζεκεία:
π

Α ,1 ,
6

 
 
 

   
5π

B ,1 ,
6

 
 
 

   
7π

Γ ,1
6

 
 
 

  θαη   
11π

Γ ,1
6

 
 
 

. 

232. α. i. Από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f , πξνθύπηεη όηη ε 

κέγηζηε ηηκή ηεο είλαη ην 5   θαη ε ειάρηζηε ηηκή ηεο ην 1 . 

ii. Ζ πεξίνδν ηεο ζπλάξηεζεο είλαη 4T   . 
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β. Ζ κέγηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f  είλαη ην 5  θαη πξαγκαηνπνηείηαη όηαλ  εκ σx 1 . 

Ζ ειάρηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f  είλαη ην 1  θαη πξαγκαηνπνηείηαη όηαλ  εκ σx 1   

Κάλνληαο αληηθαηάζηαζε ηα παξαπάλσ δεδνκέλα ζηελ ζπλάξηεζε     f x ξ εκ σx k   ,  

έρνπκε: 

 

5 ξ 1 k ξ k 5 ξ k 5 ξ k 5
k 2, ξ 3

1 ξ 1 k ξ k 1 2k 4 k 2

           
        

             
. 

Από ηνλ ηύπν 
2π

T
σ

  έρνπκε 
2π 2π 1

4π σ σ
σ 4π 2

     . 

Άξα ε ζπλάξηεζε    f x ξ εκ σx k    είλαη ε  
1

f x 3 εκ x 2
2

 
   

 
. 

γ. Αλ ξ 3 , 
1

σ
2

  θαη k 2  ε ζπλάξηεζε είλαη ε  
1

f x 3 εκ x 2
2

 
   

 
. Τν ζεκείν 

0

7
A x ,

2

 
 
 

 αλήθεη ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f , άξα νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ 

επαιεζεύνπλ ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο κε  0x 5π, 6π . 

0 0 0 0

0 0 0

7 1 7 1 3 1 1 1
3 εκ x 2 2 3 εκ x 3 εκ x εκ x

2 2 2 2 2 2 2 2

1 π 1 π 1 π
εκ x εκ x 2θπ , θ Ε ε x 2θπ π , θ Ε

2 6 2 6 2 6

       
                  

       

 
          

 

0 0

1 π 1 5π
x 2θπ , θ Ε ε x 2θπ , θ Ε

2 6 2 6
       

0 0

π 5π
x 4θπ , θ Ε ε x 4θπ , θ Ε

3 3
       

Δπεηδή  0x 5π, 6π  από ην δεύηεξν ζύλνιν ιύζεσλ γηα θ=1 πξνθύπηεη  

0 0

5π 17π
x 4π x

3 3
    . 

233. α. Ζ ζπλάξηεζε 

f(x) = 2εκ(3x) + 1 
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έρεη πεξίνδν  
2π

Τ = 
3

  θαη κέγηζηε ηηκή  2 + 1 = 3 

β. i. Αθνύ ε ζπλάξηεζε 

g(x) = αεκ(βx) + γ 

δηέξρεηαη αόπό ην ζεκείν  (0, 1)  ηζρύεη 

f(0) = 1  αεκ0 + γ = 1  γ = 1 

Παξαηεξνύκε όηη ε ζπλάξηεζε έρεη πεξίνδν 

2π
Τ = 2π = 2π β = 1

β
   

Δπίζεο παξαηεξνύκε όηη ε ζπλάξηεζε έρεη αληίζεην είδνο κνλνηνλίαο από ηε ζπλάξηεζε  

εκx.  Σπλεπώο  α < 0. 

Αθνύ ε ζπλάξηεζε έρεη κέγηζηε ηηκή  3  ηζρύεη 

α  + 1 = 3  α  = 2  α = – 2   (αθνύ  α < 0)   

Άξα  g(x) = –2εκx + 1. 

ii. Δίλαη 

f(x) = g(x)  2εκ(3x) + 1 = –2εκx + 1  εκ(3x) = –εκx  εκ(3x) = εκ(–x) 

θπ
x = 

3x = 2θπ – x 4x = 2θπ θπ2
       x =  , θ Ε

3x = 2θπ + π + x 2x = 2θπ + π π 2
x = θπ + 

2


  

      
  



 

Δίλαη 

θπ θ
0 x < π 0  < π 0 < 1 0 θ < 2

2 2
        

Άξα   θ = 0  ή  θ = 1   νπόηε    
π

x = 0  ή  x = 
2

 

234. Έρνπκε 

π π π π
3εθ 4x 3 εθ 4x 3 εθ 4x εθ

3 3 3 3

       
                 

       
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π π θπ
4x θπ 4x θπ x ,  θ Ε

3 3 4
          

Δπεηδή 
π 3π

x ,  
2 2

 
 
 

 έρνπκε  
π θπ 3π 1 θ 3

2 θ 6
2 4 2 2 4 2
         θαη επεηδή θ Ε  

έρνπκε θ=2, 3, 4, 5, νπόηε νη αληίζηνηρεο ηηκέο γηα ην x είλαη 
π 3π 5π

,  ,  π, 
2 4 4

 πνπ είλαη θαη 

νη δεηνύκελεο. 

235. Έρνπκε 

π π
εκx 3ζπλx εθx 3 εθ x θπ ,  θ Ε

3 3

 
           

 
. 

(ζπλx≠0 δηόηη αλ ζπλx=0, ηόηε θαη εκx=0 άηνπν). 

236. ΠΠεξηνξηζκνί   

π θπ π
x θπ , x , x θπ

2 2 2
     .  

Έρνπκε 

1 π π
εθxεθ2x 1 εθ2x εθ2x ζθx εθ2x εθ x 2x θπ x

εθx 2 2

π θπ π
3x θπ x ,  θ Ε

2 3 6

 
             

 

      

 

237. Έρνπκε 

2 2εκ x ζπλ x 0 (εκx ζπλx)(εκx ζπλx) 0      . Οπόηε: 

 

εκx π
εκx ζπλx 0 εκx ζπλx 1 εθx 1 εθx εθ

ζπλx 4

π
x θπ ,  θ Ε

4

         

   

 

(ζπλx≠0 δηόηη αλ ζπλx=0, ηόηε θαη εκx=0 άηνπν)  ή 

 
εκx π π

εκx ζπλx 0 εκx ζπλx 1 εθx εθ x θπ ,  θ Ε
ζπλx 4 4

             

 

238. Έρνπκε 

2 2 2 2 2

2

1 π
εθ x ζθ x 0 εθ x 0 (εθ x 1)(εθ 1) 0 εθx 1 εθ

4εθ x
             

ή  
π π π

εθx 1 εθ x θπ  ή x θπ
4 4 4

 
         

 
 κε θ Ε . 
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Τειηθά  
π

x θπ
4

   κε θ Ε . 

239. Έρνπκε 

2(ζπλ x 1)(ζπλx 1) 0 ζπλx 1      ή   

ζπλx 1 x 2θπ ή x 2θπ π,  θ Ε       . 

240. Έρνπκε

2 3 2 3 2 3εκ xεκx ζπλ x 1 (1 ζπλ x)εκx ζπλ x 1 0 εκx εκxζπλ x ζπλ x 1 0             

2 2

2

2

ζπλ x(ζπλx εκx) (1 εκx) 0 (1 εκ x)(ζπλx εκx) (1 εκx) 0

(1 εκx)(ζπλx εκx εκxζπλx εκ x 1) 0

(1 εκx)[(ζπλx 1) εκx(ζπλx 1) (ζπλ x 1) 0

(1 εκx)(ζπλx 1)(1 εκx ζπλx 1) 0 εκx 1 ή ζπλx 1 ή εκx ζπλx 2,

           

       

        

            

 

αδύλαηε άξα  
π

x 2θπ   ή  x 2θπ,  θ Ε
2

     

241. Έρνπκε 

π
εκ x 0

3

 
  

 
 θαη 

π
εκ 2x 0

3

 
  

 
 

π π
εκ x 0 x θπ ,  θ Ε

3 3

 
      

 
, όκσο  x [0,2π] , άξα 

2π 5π
x   ή  x

3 3
   

π θπ π
εκ 2x 0 x ,  θ Ε

3 2 6

 
      

 
,  όκσο x [0,2π] , 

άξα 
π 2π 7π 5π

x  ή x  ή x  ή x
6 3 6 3

    . Οη θνηλέο ιύζεηο είλαη:  
2π 5π

x  ή x
3 3

  . 

242.   
4 2 4 22ζπλ x 1 ζπλ x 2 2ζπλ x ζπλ x 1 0         (1) 

Θέηνπκε 
2ζπλ x σ  νπόηε ε (1) γξάθεηαη:  2 1

2σ σ 1 0 σ 1 ή σ  απνξ.
2

        άξα 

2ζπλ x 1 ζπλx 1 x 2θπ  ή  x 2θπ π        .  Τειηθά  x θπ,  θ Ε  . 

243.   εκx≠0.  

2ζθx 3ζπλx ζπλxζθx 2 3 0 ζθx(2 ζπλx) 3(2 ζπλx) 0          

π
(ζθx 3)(2 ζπλx) 0 ζθx 3 x θπ ,  θ Ε

6
          

  

(ζπλx=2 άηνπν) 

244. Έρνπκε 
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εκx≠0, ζπλx≠0. Έρνπκε  
π

εθxεθxζθx 1 εθx 1 x θπ ,  θ Ε
4

        

245. Έρνπκε 

… 
1

ζπλ(2x 20 ) ζπλ60 ζπλ120 2x 20 θ 360 120
2

            

x θ 180 50   ή  x θ 180 70 ,  θ Ε         

246. Έρνπκε 

2 2ζπλ 2x ζπλ x ζπλ2x ζπλx  ή  ζπλ2x ζπλx      

2θπ 2θπ π
x 2θπ ή x  ή x 2θπ π ή x

3 3 3
        

θαη επεηδή  x (π,3π)  βξίζθνπκε ηειηθά  
4π 5π 7π 8π

x  ή  ή 2π ή  ή 
3 3 3 3

 . 

247.   Πεξηνξηζκόο: ζπλx≠0 

…
2 2εκx ζπλ x 1 εκx εκ x εκx 0 ή εκx 1 απνξ.        

Άξα  εκx 0 x θπ,  θ Ε    . 

248.   Ζ f έρεη κέγηζην 3+2=5 άξα  

π π
f (x) 5 ζπλ 2x 1 ζπλπ ... x θπ ,  θ Ε

3 3

 
            

 
. 

Όκσο  x [0,2π] , άξα 
2π 5π

x   ή  
3 3

 . 

249. .Πξέπεη εκx 1   

1 εκx 1
1 εκx εκx 1 εκx

1 εκx (1 εκx)(1 εκx) 1 εκx

εκx 0 x θπ,  θ Ε

      
   

    

 

250. .  ζπλx≠0.     2 22εκ x 4ζπλx 4ζπλ x ζπλx    

2 1
... 2ζπλ x 5ζπλx 2 0 ζπλx  ή ζπλx 2 απνξ.

2
         

Άξα  
1 π

ζπλx ... x 2θπ ,  θ Ε
2 3

      . 

251. Έρνπκε 

… 2 24εκ x 4εκx 1 4(2εκx 1 2εκ x εκx) 0         
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2 2 2 2 1
4εκ x 4εκx 1 8εκx 4 8εκ x 4εκx 0 12εκ x 3 0 εκ x

4

1 1
εκx   ή  εκx

2 2

             

   

 

Οπόηε: 

 

π
x 2θπ

6
1 π

εκx εκx εκ ή   θ Ε
2 6

π 5π
x 2θπ π x 2θπ

6 6


 


    


      


 

π
x 2θπ

6
1 π π

εκx εκx εκ εκx εκ ή  θ Ε
2 6 6

π 7π
x 2θπ π x 2θπ

6 6


 

 
          

  
      


 

 

252.  α. Δίλαη   

   0 0 0 0εθ εθ135 εθ 180 45 εθ45 1σ ζ        . 

β. Δίλαη ζπλσ 0 θαη ζπλζ 0  , άξα νξίδνληαη νη εθσ  θαη εθζ , νπόηε έρνπκε:   

 
εθσ εθζ

εθ σ ζ 1 1
1 εθσ εθζ


      

 
 

                εθσ εθζ 1 εθσ εθζ εθσ εθζ 1 εθσ εθζ           . 

253. α. Σύκθσλα κε ηνλ ηύπν  εκ α β εκα ζπλβ ζπλα εκβ      έρνπκε: 

π π π 1 3
εκ x εκx ζπλ ζπλx εκ εκx ζπλx

3 3 3 2 2

 
          

 

3 1
ζπλx εκx

2 2
 . 

β. 
(α)3 1 π π

ζπλx εκx 0 εκ x 0 εκ x εκ0
2 2 3 3

   
           

   
 

π π π
x 2θπ,  θ Ε  ή   x 2θπ π,  θ Z x ιπ,  ι Ε

3 3 3
                     

                                                                              
π

x ιπ ,  ι Z
3

    .  

Αιιά  x 0, π , άξα είλαη: 

π π 4π 1 4
0 x π 0 ιπ π ιπ ι

3 3 3 3 3
             θαη 
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επεηδή ι Ε  είλαη ι 1 ,  άξα 
π 2π

x π
3 3

   . 

254. α. Έρνπκε 

π π π π π π
εκ x + + εκ x – = εκx ζπλ + εκ ζπλx + εκx ζπλ – εκ ζπλx

4 4 4 4 4 4

2 2 2
= εκx  + εκx  = 2εκx  = 2 εκx

2 2 2

   
    

   
 

β)  Από το ερώτημα  α)  έχουμε  f(x) = 2 εκx .   

Για κάθε  x  R  ιςχφει, 

–1 εκx 1 – 2 2 εκx 2

– 2 f(x) 2

    

  
 

Άρα η ςυνάρτηςη  f  έχει μέγιςτη τιμή το  2   και ελάχιςτη τιμή το  – 2 .   

255. α. Πξνβάιινπκε ζηνλ άμνλα y y  ηα ζεκεία κε ηεηκεκέλεο 
1 2 3x ,x ,x θαη 

παξαηεξνύκε όηη :      1 3 2f x f x f x  . 

 

 

 

 

 

β. Ζ ζπλάξηεζε f  δελ είλαη νύηε γλεζίσο αύμνπζα νύηε γλεζίσο θζίλνπζα ζε όιν ην 

πεδίν νξηζκνύ ηεο, άξα δελ είλαη γλεζίσο κνλόηνλε.    

Αλ ήηαλ γλεζίσο αύμνπζα, ηόηε:
 
γηα   

1 2 3x x x 
 
ζα ίζρπε      1 2 3f x f x f x   , ελώ 

αλ ήηαλ γλεζίσο θζίλνπζα, ηόηε: γηα 
1 2 3x x x  ζα ίζρπε      1 2 3f x f x f x  . 

Aιιά  από ην εξώηεκα α) έρνπκε      1 3 2f x f x f x  , άξα ε ζπλάξηεζε δελ είλαη 

γλεζίσο κνλόηνλε. 

γ. Αλ θέξνπκε ηελ νξηδόληηα επζεία πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν   2 2x ,f x

παξαηεξνύκε όηη ε ζπλάξηεζε παίξλεη θαη ηηκέο κεγαιύηεξεο ηνπ  2f x , γηα παξάδεηγκα 

   4 2f x f x . Άξα ην 
2x  δελ είλαη ζέζε κεγίζηνπ. 
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256. ζπλ(α β)ζπλ(α β) (ζπλαζπλβ εκαεκβ)(ζπλαζπλβ εκαεκβ)      

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

ζπλ αζπλ β εκ αεκ β ζπλ αζπλ β (1 ζπλ α)(1 ζπλ β)

ζπλ αζπλ β 1 ζπλ β ζπλ α ζπλ αζπλ β ζπλ α ζπλ β 1

1 εκ α 1 εκ β 1 1 εκ α εκ β

      

        

       

 

257. Έρνπκε 

2 2

2 2 2 2

(εκαζπλβ ζπλαεκβ)(εκαζπλβ ζπλαεκβ) (εκαζπλβ) (ζπλαεκβ)
Α΄

ζπλ αζπλ β ζπλ αζπλ β

  
 

 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2

εκ αζπλ β ζπλ αεκ β εκ αζπλ β ζπλ αεκ β
εθ α εθ β

ζπλ αζπλ β ζπλ αζπλ β ζπλ αζπλ β


      

258. εκ(120 α)ζπλα ζπλ(120 α)εκα εκ780 εκ(120 α α) εκ780       

 
εκ120 εκ(2 360 60 )  πνπ ηζρύεη.     

259. 2Α΄ ζπλ x ζπλ(α x)[2ζπλαζπλx ζπλ(α x)]      

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

ζπλ x ζπλ(α x)(ζπλαζπλx εκαεκx)

ζπλ x (ζπλ αζπλ x εκ αεκ x) ζπλ x (1 εκ α)ζπλ x εκ αεκ x

εκ α(ζπλ x εκ x) εκ α

   

       

  

 

260. Έρνπκε 

…
ζπλ(19 11 ) εκ(9 39 ) ζπλ30 εκ30

3 2 3 2 ... 2
5π 3π πεκ(10 20 ) εκ30

ζπλ ζπλ
28 7 4

 
    

    
    

   

. 

261.   Δίλαη:  ζπλ(α β) ζπλαζπλβ   νπόηε   

ζπλαζπλβ εκαεκβ ζπλαζπλβ εκαεκβ 0     άξα 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

εκ (α β) (εκαζπλβ ζπλαεκβ) εκ αζπλ β ζπλ αεκ β 2εκαζπλβζπλαεκβ

εκ α(1 εκ β) (1 εκ α)εκ β 2 0 εκ α εκ αεκ β εκ β εκ αεκ β

εκ α εκ β 2(εκαεκβ) εκ α εκ β

      

          

    

 

262. Έρνπκε 

  
3

4ζπλ2x 3εκ2x 4 ζπλ2x εκ2x 4(ζπλ2x εθxεκ2x)
4

 
     

 

 εκx ζπλ(2x x)
4 ζπλ2x εκ2x ... 4 4

ζπλx ζπλx

 
     

 
 

263.   Έρνπκε:   
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π
εθx εθ

1 εθx 1 1 π4 1 1 εθx 1 x θπ ,  θ Ε
π εθx 1 εθx εθx 4

1 εθxεθ
4




          




 

264. Έρνπκε 

εκα εκ2α
1

ζπλ(2α α) ζπλ3αζπλα ζπλ2αΑ΄
εκα εκ2α ζπλ(2α α) ζπλα

1
ζπλα ζπλ2α

 


  


 

 

265. Έρνπκε 

ζπλα ζπλα ζπλα εκα

εκα εκα 1 1Α΄ ...
ζπλα ζπλ3α εκα εκ3α εκ(3α α) εκ(α 3α)

εκα εκ3α ζπλα ζπλ3α εκ3α ζπλ3α

    
 

 

 

ζπλαεκ3α εκαζπλ3α εκ(3α α)
1

εκ2α εκ2α εκ2α


   


 

266. Έρνπκε 

(εθ4α εθα)(εθ4α εθα)
Α΄ εθ(4α α)εθ(4α α) εθ5αεθ3α

(1 εθ4αεθα)(1 εθ4αεθα)

 
    

 
 

267. Έρνπκε 

1 1 1 εθ3αεθα 1 εθ3αεθα
A΄

1 1εθ3α εθα εθ3α εθα εθ3α εθα εθ3α εθα

εθ3α εθα


    

   


 

1
ζθ4α

εθ(3α α)
 


 

268. Έρνπκε 

εκxπ
1εθx εθ

ζπλx4Α΄ (ζπλx εκx) (ζπλx εκx)
π εκx

1 εθxεθ 1
4 ζπλx



   

 

 

εκx ζπλx
(ζπλx εκx) εκx ζπλx

ζπλx εκx


   


 

269. Έρνπκε 

εθ4α εθ3α
εθ7α εθ(4α 3α)

1 εθ4αεθ3α


  


  ή  εθ7α εθ7αεθ4αεθ3α εθ4α εθ3α     ή 

εθ7α εθ4α εθ3α εθ7αεθ4αεθ3α   . 
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270. Έρνπκε 

2 2

2 2

2 2

2 2

ζπλ α ζπλ β
1

ζθαζθβ 1 ζθαζθβ 1 εκ α εκ β
Α΄ ... ...

ζθβ ζθα ζθβ ζθα ζπλ β ζπλ α

εκ β εκ α

 
 

    
 



 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

ζπλ α(1 εκ β) (1 ζπλ α)εκ β ζπλ α εκ β
...

εκ α(1 εκ β) (1 εκ α)εκ β εκ α εκ β

   
  

   
 

271. Έρνπκε 

ζπλα εκαπ
ζθαζθ 1

ζπλα εκαεκα4Β΄
π εκα ζπλα εκα ζπλα

ζθ ζθα
4 εκα





  

 


 

272. Έρνπκε 

1 εκx 2 2 1 εκx 2 2
Α΄ ζπλx εκx εκx ζπλx

εκx ζπλx 2 2 εκx ζπλx 2 2

    
             

 

2 2
(1 εκx) (1 εκx) 2

2 2
      

273. Έρνπκε 

εκ(α β) εκαζπλβ ζπλαζπλβ
ζθβ ζθα

εκαεκβ εκαεκβ εκαεκβ


    . 

Όκνηα  
εκ(β γ) εκ(γ α)

ζθγ ζθβ,  ζθα ζθγ
εκβεκγ εκαεκγ

 
    . 

Άξα  Α΄ ζθβ ζθα ζθγ ζθβ ζθα ζθγ 0       . 

274. Έρνπκε 

1 1 ζπλ3αζπλα εκ3αεκα ζπλ2α
Α΄ ζθ2α

εκ3α εκα ζπλ3α ζπλα εκ2α εκ( 2α) εκ2α

ζπλ3α ζπλα εκ3α εκα

     


 

 

275. Έρνπκε 

2εκxζπλy 2ζπλxεκy
Α΄

εκxζπλy ζπλxεκy εκxζπλy ζπλxεκy




  
 

2εκxζπλy 2ζπλxεκy
1 ζθxεθy

2εκxζπλy 2εκxζπλy
     

276.  Έρνπκε 
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1 ζπλxζπλ2x ζπλxζπλ2x
Β΄ ζπλ2x

εκx εκ2x ζπλxζπλ2x εκxεκ2x ζπλ(x 2x)
1

ζπλy ζπλ2x

   
 

 

 

277. Έρνπκε 

(ζθ7α ζθ4α)(ζθ7α ζθ4α) 1 1
Α΄

(1 ζθ7αζθ4α)(1 ζθ7αζθ4α) ζθ(4α 7α) ζθ(7α 4α)

   
    

    
 

εθ( 3α)[ εθ(11α)] εθ3αεθ11α     

278. Έρνπκε 

2 2 2 2
ζπλα εκα ζπλα εκα

2 2 2 2 2εκα
Α΄ ... εθα

2ζπλα2 2 2 2
ζπλα εκα ζπλα εκα

2 2 2 2

 
    

 
   

 
    

 

 

279. Έρνπκε 

2

2

2 2

2 2 2 2 2

π
εθ εθα

4 1 1 εθαπ 11 εθ εθα
1 εθα (1 εθα) (1 εθα) 2εθα4

Α΄ ...
(1 εθα) (1 εθα) 1 εθ απ 1 εθα

εθ εθα 1
4 1 εθα1

π
1 εθ εθα

4

 
 

   
   

      
    

      
    

  
 
 

 

280. Έρνπκε 

5π 2π 9π π
Α 3x 2x εθ x εθ x ζθx

18 9 18 2

        
                 

        
 

5π π 3π π
B εθ x x εθ εθ 1

12 6 12 4

    
          

    
 

281. i. Έρνπκε 

εκ40 εκ40 εκ10
... εθ40 εθ40 εκ10 ζπλ10 ζπλ10

ζπλ40 ζπλ40
     

εκ40 εκ40 εκ10 ζπλ40 ζπλ10 εκ40 ζπλ40 ζπλ10 εκ40 εκ10

εκ40 ζπλ50  πνπ ηζρύεη.

      

 
 

ii. 

2

2 22

2 2 2

2

εκ 40
1

ζπλ 40 εκ 40ζπλ 40Α΄ ζπλ40 ζπλ40 εκ40 εκ40
εκ 40 ζπλ 40 εκ 40

1
ζπλ 40




   



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ζπλ(40 40 ) εκ10    

282. Έρνπκε 

1 2

εθθ εθζ 113 5εθ(θ ζ)
1 21 εθθεθζ 13

1
3 5




   


 

. 

Οκνίσο  
π 11

εθ σ
4 13

 
  

 
. Καη επεηδή θ, ζ, σ νμείεο  

π π
θ ζ σ θ ζ σ

4 4
       . 

283. Έρνπκε 

εθα εθβ
εθ(α β) εθ135 1 εθα εθβ 1 εθαεθβ

1 εθαεθβ


         


 

εθα εθβ εθαεθβ 1 2εθαεθβ (εθα 1) εθβ(εθα 1) 2εθαεθβ

(εθα 1)(εθβ 1) 2εθαεθβ

         

   
 

284. Έρνπκε 

π
ζθ(α β) ζθ

6
    νπόηε 

ζθαζθβ 1
3 ζθαζθβ 1 3ζθβ 3ζθα

ζθβ ζθα


    


 

ζθαζθβ 3ζθβ 3ζθα 1 4 4 (ζθβ 3)(ζθα 3) 4             

285. Έρνπκε 

ζθΑζθΓ 1
ζθ(Α Γ) ζθ135 1 ζθΑζθΓ 1 ζθΑ ζθΓ

ζθΓ ζθΑ


         


 

ζθΑ ζθΓ ζθΑζθΓ 1 1 ζθΑ ζθΓ ζθΑζθΓ 1 1 (1 ζθΑ)(1 ζθΓ) 2               

286.   Δίλαη   

1 εθΒ 2
1 ζθ(45 Β) 1 εθ(45 Β) 1

1 εθΒ 1 εθΒ


       

 
. 

Οπόηε ε αξρηθή ζρέζε γξάθεηαη: 
2

(1 ζθΓ) 2 1 ζθΓ 1 εθΒ εθΒ ζθΓ
1 εθΒ

       


. 

Άξα Β Γ 90  , νπόηε Α 90 . 

287. Έρνπκε 

π ζθαζθβ 1 ζθαζθβ 1 1
ζθ(α β) ζθ γ εθγ

2 ζθβ ζθα ζθβ ζθα ζθγ

  
       

  
 

ζθα ζθβ ζθγ ζθαζθβζθγ     

288.   Ζ πξνο απόδεημε ζρέζε γξάθεηαη: 
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2ζθΑζθΒ (1 ζθΑ)(1 ζθΒ) 2ζθΑζθΒ 1 ζθΒ ζθΑ ζθΒζθΑ

ζθΑζθΒ 1 ζθΑ ζθΒ

        

   
 

πνπ ηζρύεη δηόηη  Α Β 225  , νπόηε 

ζθΑζθΒ 1
ζθ(Α Β) ζθ(180 45 ) 1 ζθΑζθΒ 1 ζθΒ ζθΑ

ζθΒ ζθΑ


        


 

289.   Δπεηδή   

π
0 α

2
   άξα 0<ζπλα<1, νκνίσο 

π
0 β

2
   άξα 0<ζπλβ<1. Δπνκέλσο 

εκ(α β) εκαζπλβ εκβζπλα εκα 1 εκβ 1 εκα εκβ         . 

Άξα  εκ(α β) εκα εκβ   . 

290. Έρνπκε 

  εκαζπλβ ζπλαεκβ 0 εκαζπλβ ζπλαεκβ      (1). 

2

(1)
2 2 2

ζπλ(α α β) ζπλαζπλ(α β) εκαεκ(α β) ζπλ αζπλβ ζπλαεκαεκβ

ζπλ αζπλβ εκαεκαζπλβ ζπλβ(ζπλ α εκ α) ζπλβ

        

    

 

291.  εκ(x α) ζπλ(x α)     

εκx ζπλx
... ζπλα(εκx ζπλx) εκα(εκx ζπλx) εθα

εκx ζπλx


     


 

Δπίζεο  
π εθx 1 εκx ζπλx

εθ x ...
4 1 εθx εκx ζπλx

  
    

  
 

292.   ζπλ(α β) 0  ,   

ζπλ(2α β) ζπλ[(2α 2β) β] ζπλ(2α 2β)ζπλβ εκ(2α 2β)εκβ        . 

Αιιά  ζπλ(2α 2β) ζπλ(α β)ζπλ(α β) εκ(α β)εκ(α β) 1           θαη 

εκ(2α 2β) εκ(α β)ζπλ(α β) εκ(α β)ζπλ(α β) 0         

Οπόηε  ζπλ(2α β) 1ζπλβ 0 εκβ ζπλβ ζπλ(2α β) ζπλβ 0            

293. Έρνπκε 

π εθα εθβ
εθ(α β) εθ 1 εθα εθβ 1 εθαεθβ

4 1 εθαεθβ

 
           

 
 

εθα εθβ εθαεθβ 1 2 (εθβ 1)(1 εθα) 2           

294. Έρνπκε 
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ζθΒζθΓ 1
ζθ(Β Γ) ..... 0

ζθΓ ζθΒ


   


  Άξα  

π
ζθ(π Α) 0 ζθΑ 0 Α

2
      . 

295. Έρνπκε 

εθΑ εθΒ 38
εθ(Α Β) εθ(π Γ) εθΓ εθΓ

1 εθΑεθΒ 9


        


 

296. Έρνπκε 

2 3 1
ζθ(Α Β) 1

3 2

 
  


.  Άξα  

3π
ζθ(π Γ) 1 Γ

4
    . 

297. Έρνπκε 

εθΑ εθΒ
εθ(Α Β) ... 1

1 εθΑεθΒ


    


.  Άξα  εθ(π Γ) 1 εθΓ 1 Γ 45        

298. Έρνπκε 

3 1 εκζ
2ζπλζ εκζζπλ30 ζπλζεκ30 2ζπλζ εκζ ζπλζ 3

2 2 ζπλζ
        

π π
εθζ εθ ζ θπ ,  θ Ε

3 3
       

299. Έρνπκε 

εκαζπλx ζπλαεκx 2εκαζπλx 2ζπλαεκx εκαζπλx 3ζπλαεκx      

εκx 1 π
εθα εθx 1 x θπ ,  θ Ε.

ζπλx 3 4
       

 
Αιιά  x [ π,π]   νπόηε  

3π π
x   ή  x

4 4
   . 

300. Έρνπκε 

2ζθx 1
εθx 1 2ζθx εθx 1 0 2 εθ x εθx 0

1 ζθx


         


 πνπ είλαη αδύλαηε δηόηη Γ<0. 

301. Έρνπκε 

1 εθx 1 εθx π
4 εθx 3 x θπ ,  θ Ε

1 εθx 1 εθx 3

 
         

 
. 

Αιιά  x [0,π] , νπόηε  
π 2π

x   ή  x
3 3

  . 

302. Έρνπκε 
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23 εθx
3 εθx 2 3 0 ... 3εθ x 2εθx 5 3 0

1 3εθx


       


.  Θέηνπκε εθx=σ νπόηε 

έρνπκε:  
2 5

3σ 2σ 5 3 0 σ  απνξ. ή σ 3
3

       .  

Άξα  
π

εθx 3 x θπ ,  θ Ε
3

     .   Σην [0,π/2), 
π

x
3

 . 

303. Έρνπκε 

 

Α Β
ζθ ζθ 1

Α Β π Γ Γ 12 2ζθ ζθ εθ
Β Α Γ2 2 2 2 2

ζθ ζθ ζθ
2 2 2


   

        
    

 

Α Β Γ Α Β Γ
ζθ ζθ ζθ ζθ ζθ ζθ

2 2 2 2 2 2
     

 

 

304.  α. Σύκθσλα κε ηνλ ηύπν  2ζπλ2α 1 2εκ α 1   έρνπκε:  

(1)
2ζπλ2σ 5εκσ 2 0 1 2εκ σ 5εκσ 2 0          22εκ σ 5εκσ 3 0   . 

β. Θέηνληαο  x εκσ  ζηελ εμίζσζε  22εκ σ 5εκσ 3 0    έρνπκε:  

2 1
2x 5x 3 0 x 3   ή   x

2
       . Άξα  εκσ 3   (αδύλαηε επεηδή 1 εκσ 1   )   ή   

1
εκσ

2
 (δεθηή). Δπνκέλσο 

1
εκσ

2
 . 

305. α. Γηα θάζε x  είλαη :  

 
2 2 2f (x) εκx ζπλx εκ x 2εκx ζπλx ζπλ x      

 2 2εκ x ζπλ x 2εκx ζπλx 1 εκ2x      . 

β. Ζ ζπλάξηεζε g(x) εκ2x  είλαη ηεο κνξθήο ξ εκσx  κε ξ 1 0  θαη σ 2 0  , 

άξα ε  κέγηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο g  είλαη   max g x 1 , 

ε  ειάρηζηε ηηκή ηεο είλαη  min g x 1   θαη ε πεξίνδόο ηεο είλαη 
2π 2π

Τ π
σ 2

   .  

Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε  f (x) 1 εκ2x 1 g(x)    έρεη: 

 κέγηζηε ηηκή:    maxf x 1 maxg x 1 1 2      

 ειάρηζηε ηηκή:     minf x 1 ming x 1 1 0      θαη  πεξίνδν Τ π . 

306. α. Γηα ηελ γσλία   ηζρύεη όηη 5ζπλ2σ 28ζπλσ 21 0    (1). 
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Αιιά 
2ζπλ2σ 2ζπλ σ 1   (2), νπόηε ε ζρέζε (1) ιόγσ ηεο  (2)  γξάθεηαη: 

 2 25 2ζπλ σ 1 28ζπλσ 21 0 10ζπλ σ 5 28ζπλσ 21 0           

2 210ζπλ σ 28ζπλσ 16 0 5ζπλ σ 14ζπλσ 8 0         (3) 

Θέηνπκε  ζπλσ y  κε  y 1,1  , νπόηε ε ζρέζε  (3)  γξάθεηαη: 25y 14y 8 0    

Δίλαη 2 2Γ β 4αγ 14 4·5·8 196 160 36 0        , άξα ην ηξηώλπκν έρεη δπν άληζεο θαη 

πξαγκαηηθέο ξίδεο, ηηο :
1,2

14 6
y

10

 
 , νπόηε 

1

14 6 4
y

10 5

 
    ( δεθηή )  θαη 

2

14 6
y 2 1

10

 
      (απνξξίπηεηαη). Δπνκέλσο: 

4
ζπλσ

5
  . 

β. Γηα ηελ γσλία σ  ηζρύεη 
π

σ π π 2σ 2π
2
     θαη επνκέλσο ε γσλία σ  είλαη ζην 

2ν ηεηαξηεκόξην, ελώ ε δηπιάζηα ηεο 2σ βξίζθεηαη ζην 3ν ή ζην 4ν ηεηαξηεκόξην. 

i. Δίλαη :  

2

2 2 2 2 2 24 9
ζπλ σ εκ σ 1 εκ σ 1 ζπλ σ εκ σ 1 εκ σ

5 25

 
           

 
.  

Άξα 
3

εκσ
5

  . Δπεηδή   
π

σ π
2
    έρνπκε 

3
εκσ

5
 . 

Δπίζεο είλαη: 

2

2 4 16 32 25 7
ζπλ2σ 2ζπλ 1 2 1 2· 1

5 25 25 25 2
σ

5

 
          

 
 

θαη  
3 4 24

εκ2σ 2εκσ·ζπλσ 2·
5 5 25

 
     

 
. 

ii. 
 

2 213· εκ 2σ ζπλ 2σ 12 13·1 12
Π

7 2418·εθ2σ·ζθ2σ 25 εκ2σ ζπλ2σ
18·1 25

25 25

    
  

   
  

 

 

25 25
25

17 18 17
18 25

25

  
 

  
 

 

307. Έρνπκε 

εκ3αζπλα ζπλ3αεκα εκ(3α α)
Α΄ 2

εκαζπλα εκαζπλα

 
    

308.   

2

εκx ζπλ2x εκ2xζπλx ζπλ2xεκx εκx 1
Α΄ 2 1 2 2

ζπλx εκ2x ζπλxεκ2x ζπλx2εκxζπλx ζπλ x

  
      

 
 

309. Έρνπκε 

2 22ζπλ x 1 4ζπλx 3 2ζπλ x 1 4ζπλx 3
Α΄

1 ζπλx 1 ζπλx

     
 

 
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2 2(ζπλx 1) (ζπλx 1)
2 2 2(ζπλx 1) 2(1 ζπλx) 4

1 ζπλx 1 ζπλx

 
      

 
 

310. Έρνπκε 

2

2 2εκαζπλα εκ2α
Β΄ ...

1 εκ2α(ζπλα εκα)εκα ζπλα
1 1

ζπλα εκα

   
  

   
  

. 

311. Έρνπκε 

2 2 2

2 2 2

ζπλ α εκ α 2εκαζπλα (1 2εκ α) 2εκα(ζπλα εκα)
Α΄ εθα

2ζπλα(εκα ζπλα)εκ α ζπλ α 2εκαζπλα 2ζπλ α 1

    
  

   
 

312. Έρνπκε 

2 2 2Α 3 (1 2εκ x)[4 (1 2εκ x)] (2εκxζπλx)       

2 2 4 2 2 2 4 2 2

2 2 4 4 4 4

3 3 2εκ x 6εκ x 4εκ x 4εκ xζπλ x 4εκ x 4εκ x 4εκ xζπλ x

4εκ x(1 ζπλ x) 4εκ x 4εκ x 4εκ x 8εκ x

         

     
 

313. Έρνπκε 

2

2

α α α α
εθ45 εθ 1 εθ 1 εθ 1 εθ

α 22 2 2 2A΄ εθ 45 ... 2
α α α α2 ζπλα

1 εθ45 εθ 1 εθ 1 εθ 1 εθ
2 2 2 2

   
 

        
    

 

314. Έρνπκε 

1 π π
... ζπλx(2ζπλx 1) 0 ζπλx 0  ή  ζπλx x   ή  x

2 2 3
         . 

315. Έρνπκε 

2... 2ζπλ 2x 3ζπλx 5 0    .  Θέηνπκε ζπλx=y νπόηε έρνπκε 

22y 3y 5 0 y 1  ή  y 2,5 απνξ.         Άξα  ζπλx 1 x 2θπ,  θ Ε    . 

316.  Έρνπκε 

2 x
... 2εκ εκ2x 1 2ζπλx

2
     

1 ζπλx 2εκxζπλx 1 2ζπλx ζπλx(1 2εκx) 0

1 π π
ζπλx 0  ή  εκx ζπλx ζπλ   ή  εκx εκ

2 2 6

π π 5π
x θπ   ή  x 2θπ   ή  x 2θπ ,  θ Ε

2 6 6

       

      

 
        

 

 

317.   
3 2... 3ζπλ 2x 2 2ζπλ 2x 1    .  Θέηνπκε ζπλ2x=y νπόηε έρνπκε: 
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3 23y 2y 1 0 y 1       ή  
2y y 1 0    αδύλαηε.  Άξα  ζπλ2x 1 x 0   . 

318. ΄Δρνπκε 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 4 4 2

... εκ x 5(1 2εκ x) (2εκxζπλx) 4 εκ x 5 10εκ x 4εκ xζπλ x 4 ...

9εκ x 9 4εκ x 4εκ x 4εκ x 13εκ x 9 0

          

        
 

Θέηνπκε  
2εκ x y  νπόηε ιύλνληαο ηελ αληίζηνηρε εμίζσζε έρνπκε: y=1  ή  

9
y

4
  απνξ. 

Άξα  
π π

εκx 1 x 2θπ   ή  εκx 1 x 2θπ ,  θ Ε
2 2

           

319. Έρνπκε 

2 2 4
ζπλ α 1 εκ α ... ζπλα

5
      .   ζπλα=1 

2 α α 3 10
2εκ εκ

2 2 10
     

π 3π
α

2 4

 
  

 
. 

320. Έρνπκε 

2α α 7
ζπλ 2ζπλ 1 ...

2 4 8
       θαη  2 α 17

ζπλα 2ζπλ 1 ...
2 32

    . 

321. Έρνπκε 

2

2εθα 6
εκ2α

101 εθ α
 


     

2

2

1 εθ α 8
ζπλ2α

101 εθ α


  


 

2 2 2

0,6 0,8 2
Α΄

1 9
εκ α ζπλ α 2ζπλ α εκ2α

2


  

  

. 

322.  Από ηελ  

2 2εκ α ζπλ α 1   έρνπκε  
12

ζπλα
13

   θαη από ηελ 2 α
ζπλα 1 2ζπλ

2
   

έρνπκε  
α 26

ζπλ
2 26
  . 

323. Έρνπκε 

2 2 2 2 2 2(εκ α ζπλ α)(εκ α ζπλ α) εκ2α (ζπλ α εκ α) εκ2α
Α΄

εκ2α εκ2α ζπλ2α
1

ζπλ2α ζπλ2α

     
 




 

εκ2α ζπλ2α
ζπλ2α

εκ2α ζπλ2α

ζπλ2α


 


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324. Έρνπκε 

2 2

2 2

εκx
1

ζπλx εκx ζπλ x εκ x 2εκxζπλx 1 εκ2xζπλxΒ΄
εκx ζπλx εκx ζπλ2xζπλ x εκ x

1
ζπλx


   

   
 



 

325. Έρνπκε 

3 3εκ xζπλx εκ3xζπλx εκxζπλ x εκxζπλ3x
A΄

εκxζπλx

  
  

2 2εκxζπλx(εκ x ζπλ x) (εκ3xζπλx ζπλ3xεκx)

εκxζπλx

εκxζπλx εκ(3x x) εκxζπλx εκ2x
3

εκxζπλx εκxζπλx

  
 

  
  

 

326. Έρνπκε 

2 2

2

2 2

2

α α
ζπλ εκ

2 2
α

ζπλ
1 εκ2α 1 εκ2α2Α΄ ζπλα

α αεκα ζπλα εκα ζπλα
ζπλ εκ

2 2
α

ζπλ
2



 
   

 


 

2 21 εκ2α εκαζπλα ζπλ α εκ α εκαζπλα
... ... εκα.

εκα ζπλα εκα ζπλα

   
    

 
 

327. Έρνπκε 

2

1 εθα 1 εθα 4εθα
Α΄ ... 2εθ2α

1 εθα 1 εθα 1 εθ α

 
    

  
 

328. Έρνπκε 

2 2Α΄ (2ζπλ 2α 1) 4ζπλ2α 3 2ζπλ 2α 4ζπλ2α 2        

2 2 2 42(ζπλ2α 1) 2(1 2εκ α 1) 8εκ α       

329. Έρνπκε 

2 2

2
2 2

2 2

2

ζπλ (45 α) εκ (45 α)

ζπλ (45 α)
Α΄ ζπλ (45 α) εκ (45 α)

ζπλ (45 α) εκ (45 α)

ζπλ (45 α)

  


    

  



 

ζπλ[2(45 α)] εκ2α  

 
330. Έρνπκε 
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2 2

4εκαζπλα 2εκ2α
Α΄ ... 2εθ2α

ζπλ2αζπλ α εκ α
   


 

331. Έρνπκε 

Α΄ ... 1 1 2(ζπλαζπλβ εκαεκβ) 2 2ζπλ(α β) 2[1 ζπλ(α β)]            

2 2α β α β
2 2εκ 4εκ

2 2

  
   

 
 

332. Έρνπκε 

π 7π
εκ εκ

8 8
   θαη  

3π 5π
εκ εκ

8 8
 .  Άξα  4 4π 3π

Α΄ 2εκ 2εκ
8 8

   

2 2

2 2

2 2

π 3π
1 ζπλ 1 ζπλ

π 3π 34 42 εκ 2 εκ 2 2 ...
8 8 2 2 2

   
       

           
          

   

 

333. Έρνπκε 

7π π
ζπλ ζπλ

8 8
      

5π 3π
ζπλ ζπλ

8 8
      

3π π
ζπλ εκ

8 8
  

4 4 4 4 4 4 4 4

22

2 2 2 2 2

π 3π 3π π π 3π π π
Α΄ ζπλ ζπλ ζπλ ζπλ 2ζπλ 2ζπλ 2ζπλ 2εκ

8 8 8 8 8 8 8 8

π π π π 1 π 2 3
2 ζπλ εκ 2ζπλ εκ 2 1 εκ 2

8 8 8 8 2 4 2 2

        

      
                      

 

334. Έρνπκε 

2

2

α α α
1 εκ ζπλ 1 2εκ

α2 2 2
Α΄ ... εθ

α α α 2
1 2εκ ζπλ 2ζπλ 1

2 2 2

 
   

 
  

  

 

335. Έρνπκε 

2

2

2εκ2αζπλ2α 1 ζπλ2α 1 ζπλ2α 2εκ α
Α΄ εθα

ζπλ2α εκ2α 2εκαζπλα2εκ 2α

 
      

336. Έρνπκε 

2

2 2

α α α α α α
1 εθ 2εθ 1 εθ 1 εθ 2εθ 1 εθ

2 2 2 2 2 2Α΄ (1 εκα) 1
α α α α α

1 εθ 1 εθ 1 εθ 1 εθ 1 εθ
2 2 2 2 2

 
     

       
      
 
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2

2

2 2 2

α α αα α1 εθ 1 εθ 1 εθ1 εθ 1 εθ
2α2 2 22 2 ζπλ ζπλα

α α α α 2
1 εθ 1 εθ 1 εθ 1 εθ

2 2 2 2

    
       

    
     

   

 

337. Έρνπκε 

2 2 2 2 4 4

2 2 2 2 2 2

1 1 ζπλ α εκ α ζπλ α εκ α ζπλ α εκ α
7 7

εκ α ζπλ α εκ α ζπλ α εκ αζπλ α

  
       

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 (ζπλ α εκ α) 2εκ αζπλ α 7εκ αζπλ α 2 9εκ αζπλ α

2 1 8
4εκ αζπλ α (εκ2α)

9 4 9

       

   
 

338. Έρνπκε 

2 2 2 4 2 2 2Α΄ (2ζπλ α 1) (1 ζπλ α) ... 4ζπλ α 3ζπλ α ζπλ α(4ζπλ α 3).          

339. Έρνπκε 

5π π
ζπλ εκ

12 12
 , νπόηε ε ζρέζε γίλεηαη  2 4π π 1

εκ εκ
12 12 16

    αιιά 

2

2 4 2 2 2 2

2

π π π π π π 1 π π
εκ εκ εκ 1 εκ εκ ζπλ 2εκ ζπλ

12 12 12 12 12 12 2 12 12

1 π 1
εκ

2 6 16

   
       

   

 
  
 

 

340. Έρνπκε 

5π π
ζπλ εκ

12 12
 , νπόηε 

2

4 4 4 4 2 2 2 2

2

π 5π π π π π π π
ζπλ ζπλ ζπλ εκ ζπλ εκ 2ζπλ εκ

12 12 12 12 12 12 12 12

1 π 7
1 εκ

2 6 8

 
       

 

  

 

341. Έρνπκε 

2
2 2

2 2

2εθx 1 εθ x
4 3 3 8εθx 3 3εθ x 3 3εθ x

1 εθ x 1 εθ x


       

 
 

4
εθx 0  ή  εθx

3
    

342. Έρνπκε 

2 2 1
εκ2x ζπλ x 2εκxζπλx εκ x εκ2x

2
      
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π 5π
x θπ   ή  x θπ ,  θ Ε

12 12
       

343. Έρνπκε 

2 2 π
... 4εκ x (1 2εκ x) 5 ... εκx 1 x θπ ,  θ Ε

2
             

344. Έρνπκε 

2 2 22εκxζπλx 3εκx 3ζπλx εκ x ζπλ x 0 (εκx ζπλx) 3(εκx ζπλx) 0

(εκx ζπλx)(εκx ζπλx 3) 0 εκx ζπλx 3 (άηνπν)  ή  

π
εκx ζπλx εθx 1 x θπ ,  θ Ε

4

          

       

        

 

345. Έρνπκε 

2 2 2 2 2 1 π
... (εκ x ζπλ x) 2εκ xζπλ x ... εκ2x 1 x θπ ,  θ Ε

2 4
             

θαη ηειηθά  
π 3π

x   ή  x
4 4

  . 

346. Έρνπκε 

... εθx 3       
2

2εθx 3
εκ2x

51 εθ x
 


,     

2

2

1 εθ x 4
ζπλ2x

51 εθ x


 


 

347. Έρνπκε 

2

2

1 εθ β 1 εθαεθγ ζπλαζπλγ εκαεκγ ζπλ(α γ)
ζπλ2β

1 εθαεθγ ζπλαζπλγ εκαεκγ ζπλ(α γ)1 εθ β

   
   

  
 

348. Ζ ζπλάξηεζε είλαη ηεο κνξθήο: f (x) αεκx βζπλx   όπνπ  α 3, β 1    

Άξα:  2 2ξ α β 3 1 4 2       

 

Θ Ε Μ Α Σ Α  Π Α Ν Ε Λ Λ Η Ν Ι Ω Ν  2 0 0 0 - 2 0 0 4  

349. α. 2ζπλ3α(ζπλαεκ2α εκαζπλ2α) 2ζπλ3αεκ(α 2α)     

                                                           2ζπλ3αεκ3α εκ(2 3α) εκ6α     

β. Από (α) εξώηεκα έρνπκε: 

π π π π
εκ6x 1 0 εκ6x εκ 6x 2θπ x  θ Ε

2 2 3 12
           . 

350. α. Έρνπκε 
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εθα εθβ 1
εθ(α β) ...

1 εθαεθβ 7


   


 

β. 
εθα εθβ

εθ(α β) ... 1
1 εθαεθβ


   


 

γ. α β 45   νπόηε 2α 2β 90   άξα 2α θαη 2β ζπκπιεξσκαηηθέο. 

351. α. Έρνπκε:   

6x 4x
εκ6x εκ4x 2εκ

2

 
   

 
 

6x 2x
ζπλ 2εκ5xζπλx

3

 
 

 
 

β. Έρνπκε:  εκ6x εκ4x 4εκ5x 0 2εκ5xζπλx 4εκ5x 0      

 

                                                                

2εκ5x(ζπλx 2) 0     (1)    

Από ηελ ηζόηεηα (1) πξνθύπηεη όηη:   ζπλx 2 0 ζπλx 2       (αδύλαηε) 

θπ
εκ5x 0 εκ5x εκ0 5x θπ x  θ Ε

5
        . 

352. α. Έρνπκε:  

2 25(2ζπλ α 1) 14ζπλα 7 0 5ζπλ α 7ζπλα 6 0          (1) 

Θέηνπκε ζπλα=x νπόηε ε (1) γξάθεηαη: 

25x 7ρ 6 0 x 2      απνξ.  
3

x
5

  .  Άξα 
3

ζπλα
5

  . 

β. Έρνπκε 
3

ζπλα
5

   νπόηε:  2 2 9 16
εκ α 1 ζπλ α 1

25 25
      δειαδή 

4
εκα

5
    

θαη επεηδή  
3π

π α
2

    έρνπκε 
4

εκα
5

   

4 3 24
εκ2α 2εκαζπλα 2

5 5 25

  
      

  

2 9 18 7
ζπλ2α 2ζπλ α 1 2 1 1

25 25 25
         

24

εκ2α 2425εθ2α
7ζπλ2α 7

25

   



 

353. ζπλx(εκ2x 4εκx) (ζπλ2x 4ζπλx 1)εκx     
2ζπλx(2εκxζπλx 4εκx) (2ζπλ x 1 4ζπλx 1)εκx      

2 22εκxζπλ x 4εκxζπλx 2ζπλ xεκx 4ζπλxεκx    που ιςχφει 

Δίλαη:  

ζπλ2x 4ζπλx 1 0     ή  
22ζπλ x 1 4ζπλx 1 0      ή  2ζπλx(ζπλx 2) 0    (1). 

Από ηελ (1) έρνπκε: ζπλx=0  ή  ζπλx 2   άηνπν 
π

x θπ ,  θ Ε
2

     



123 

354. α. εκ2x 3ζπλx 0 2εκxζπλx 3ζπλx 0       

                               ζπλx(2εκx 3) 0 ζπλx 0  ή  2εκx 3 0        

Έρνπκε:  
π π π

ζπλx 0 ζπλx ζπλ x 2θπ   ή  2θπ ,  θ Ε
2 2 2

         

3 π π 2π
2εκx 3 0 εκx εκx εκ x 2θπ   ή  x 2θπ ,  θ Ε

2 3 3 3
             

β. 
2 21 ζπλ2α 1 (1 2εκ α) 2εκ α

2εκα εκ2α 2εκα 2εκαζπλα 2εκα(1 ζπλα)

  
  

  
 

                             
2

α α α
2εκ ζπλ εκ

εκα α2 2 2 εθ
2α1 ζπλα 2

ζπλ1 2ζπλ 1
22

   
  

  
 

 

355. α. Ζ f έρεη κέγηζην 3 άξα α=2 θαη πεξίνδν  

2π 2 1
Τ 4 β

βπ β 2
     . 

β. 
πx 3 πx π πx π

3ζπλ ζπλ ζπλ 2θπ
2 2 2 3 2 3
        θαη 

2
x 4θ

3
   κε θ Ε  

356. α. Έρνπκε 

π
0 α

2
   θαη 

2 π
ζπλα α

2 4
    νπόηε 

π
2α

2
  θαη άξα εκ2α=1. 

Οκνίσο 
π

β
6

  νπόηε 
1

ζπλ2β
2

 . 

β. 
6 2

ζπλ(α β) ζπλαζπλβ εκαεκβ ...
4


    

6
ζπλ(α β) εκ(α β) ...

2
    

 
γ.  

357. α.  Έρνπκε 

2 x x
2ζπλ 1 ζπλ2 1 ζπλx

2 2
      

β. 
2 x

2ζπλ (2 ζπλx)=(1 ζπλx)(2 ζπλx)
2

    

2 22 ζπλx 2ζπλx ζπλ x 1 1 ζπλx ζπλ x 1 ζπλx εκx            

γ. 
2 2 x x π

1 ζπλx εκ x 0 2ζπλ (2 ζπλx) 0 ζπλ 0 ζπλ
2 2 2

        
 

x 4θπ π θ Ε.   
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358. B1.  Έρνπκε 

2 2 2

1 εκ2ζ 1 εκ2ζ 1 εκ2ζ
A 1

1 εκ2ζ(ζπλζ εκζ) ζπλ ζ εκ ζ 2εκζζπλζ

  
   

  
 

B2. 
3 2 3 2x x

2εκ x 4εκ ζπλ ζπλ x 0 2εκ x 2εκx 1 εκ x 0
2 2

          

3 22εκ x εκ x 2εκx 1 0      

Θέηνπκε εκx=σ θαη έρνπκε ηελ εμίζσζε: 
3 22σ σ 2σ 1 0     

Με ζρήκα Horner (γηα ξ=1) έρνπκε:  2 1
(σ 1)(2σ σ 1) 0 σ 1,  σ 1,  σ=

2
         

Άξα εκx=1 ή εκx 1   ή 
1

εκx
2

  θαη επεηδή  x 0, π , έρνπκε ηειηθά: 
π

x
2

  ή 
π

x
6

  

 
359. α. Ζ εμίζσζε (1) γίλεηαη: 

εκ2x 2ζπλx 0 2εκxζπλx 2ζπλx 0

2
ζπλx(2εκx 2) 0 ζπλx 0  ή  εκx

2

     

     
 

Οη ιύζεηο είλαη:   
π

ζπλx 0 x 2θπ ,  θ Ε
2

      

2 π π π 3π
εκx x 2θπ   ή  x 2θπ π x 2θπ   ή  x 2θπ ,  θ Ε

2 4 4 4 4
              

β. Γηα θάζε  x 0, π  έρνπκε: 

π π π 1 1
0 x π 0 2θπ π 2θπ π θ

2 2 2 4 4
                

Άξα θ=0. Τόηε 
π

x
2

  

π π π 1 3
0 x π 0 2θπ π 2θπ π θ

2 2 2 4 4
              

Άξα ν θ δελ νξίδεηαη. 

π π π 1 3
0 x π 0 2θπ π 2θπ π θ

4 4 4 8 8
                

Άξα θ=0. Τόηε 
π

x
4

 . 

3π 3π 3π 3 1
0 x π 0 2θπ π 2θπ π θ

4 4 4 8 8
                

Άξα θ=0. Τόηε 
3π

x
4

  
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Γειαδή νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο (1) είλαη: 
1

π
x

4
 , 

2

π
x

2
  θαη   

3

3π
x

4
  

Αθόκα 
1 3 2

π 3π π
x x π 2 2x

4 4 2
       πνπ είλαη δηαδνρηθνί όξνη αξηζκεηηθήο πξνόδνπ. 

2

2

2 2 2 2

2 2 2 2

4 2 2

4 2 2

3 4ζπλ2α ζπλ4α 3 4ζπλ2α 2ζπλ 2α 1

3 4ζπλ2α ζπλ4α 3 4ζπλ2α 2ζπλ 2α 1

2ζπλ 2α 4ζπλ2α 2 (2ζπλ α 1) 2(2ζπλ α 1) 1

2ζπλ 2α 4ζπλ2α 2 (2ζπλ α 1) 2(2ζπλ α 1) 1

4ζπλ α 4ζπλ α 1 4ζπλ α 2 1

4ζπλ α 4ζπλ α 1 4ζπλ α

    
 

    

     
  

     

    


  

2 2

4

2 2 2 2 4
4

4 4 4

(2ζπλ α 2)

2 1 4ζπλ α

[ 2(1 ζπλ α)] ( 2εκ α) 4εκ α
εθ α

4ζπλ α 4ζπλ α 4ζπλ α


 

 

  
   

 

360. Β.1. Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο f είλαη 
fA R . 

Δπεηδή ηα ζεκεία Α(0, β+5), θαη 24π
B ,4β

β

 
 
 

 αλήθνπλ ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο f έρνπκε: f (0) β 5 α ζπλ0 β 5 α β 5           (1) 

2 2 24π β 4π
f 4β α ζπλ 4β α 4β

β 2 β

   
         

   
  (2) 

Από ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) έρνπκε: 
2 24β β 5 4β β 5 0       θαη 2Γ ( 1) 4 4 ( 5) 81        

Άξα  

β 1 δεθηή (β 0)
1 81 1 9

β 5
8 8 β  (απνξ.)

4

  
  

   




 

Δπνκέλσο από ηε ζρέζε (1) έρνπκε α=4 

Άξα ην ζύζηεκα ησλ ζρέζεσλ (1) θαη (2) έρεη ιύζε α=4 θαη β 1  . 

Άξα ν ηύπνο ηεο ζπλάξηεζεο f είλαη  
x x

f (x) 4ζπλ f (x) 4ζπλ
2 2

   
      

   
 

Β.2. Έρνπκε: 
x x x

f (x) 4 4 ζπλ 4 ζπλ 1 2θπ x 4θπ,  θ Z
2 2 2

            

Αιιά 0 x 12π 0 4kπ 12π 0 θ 3        . Άξα θ=0, 1, 2, 3 

Γηα θ=0  
1x 0      Γηα θ=1  

2x 4π      Γηα θ=2  
3x 8π      Γηα θ=3  

4x 12π  

Άξα ηα ζεκεία ηνκήο ηεο f κε ηελ επζεία y=3 είλαη: (0,4), (4π,4), (8π,4), (12π,4). 

Β.3. Δπεηδή ν ηύπνο ηεο ζπλάξηεζεο f είλαη 
1

f (x) 4ζπλ x
2

 
  

 
 θαη είλαη ηεο κνξθήο 

f(x)=ξζπλ(σx) νπόηε ε κέγηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ην 4 θαη ε ειάρηζηε ηηκή ηεο ην 4 . 

Ζ πεξίνδόο ηεο είλαη  
2π 2π

T 4π
1σ

2

   . 
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Β.4. Έρνπκε: 
2π 1 2π 1

A f (4π) f 4 ζπλ(2π) 4 ζπλ 4 4 2
3 2 3 2

   
             

   
 

Αθόκα f (0) 4 ζπλ0 4    νπόηε:  

2010 2010 2010
2010 2011f (0) 1 4 1 4 1

B 3 f (0) 4 3 4 4 3 4 4 4(4 1) 4 4
f (0) 1 4 1 3

  
               

 
 

361. Γ1. Απινπνηνύκε ηνπο ζπληειεζηέο ησλ αγλώζησλ ηνπ ζπζηήκαηνο, κε αλαγσγή 

ηνπο ζην 1ν ηεηαξηεκόξην: 

εκ(π ζ) εκζ   ,  ζπλ( ζ) ζπλζ  ,  
π

εκ ζ ζπλζ
2

 
  

 
 

εκ(ζ π) εκ[ (π ζ)] εκ(π ζ) εκζ          

Τόηε ην αξρηθό ζύζηεκα γίλεηαη:  
εκζx ζπλζy 1

ζπλζx εκζy 1

  


 
 

Υπνινγίδνπκε ηηο νξίδνπζεο ηνπ ζπζηήκαηνο: 

2 2 2 2
εκζ         ζπλζ

D εκ ζ ζπλ ζ (εκ ζ ζπλ ζ) 1 0
ζπλζ            εκζ


           

x

1      ζπλζ
D εκζ ζπλζ

1       εκζ
               

y

εκζ     1
D εκζ ζπλζ

ζπλζ      1


     

Αθνύ D≠0 ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε 

yx
DD εκζ ζπλζ εκζ ζπλζ

(x, y) , (x, y) ,
D D 1 1

(x, y) (ζπλζ εκζ,ζπλζ εκζ)

     
      

   

   

 

Γ2. i. Ζ αf (x) (10 3)ζπλx 4    είλαη ηεο κνξθήο f(x)=ξζπλx+c κε αξ 10 3   θαη 

c 4  . Ζ κέγηζηε ηηκή ηεο f(x) είλαη αξ c 10 3 4    , νπόηε: 

α α α

α α α

α 1

α α

10 3 4 3 10 3 3 4 10 3 7

10 3 7 10 4 (αδύλαηε αθνύ 10 0)

ή ή 10 10 α 1

10 3 7 10 10

          

      
 

      
 

   

 

ii. Έρνπκε: 

2 2 2 2

2 2 2

xy f (ζ) xy 7ζπλζ 4 (ζπλζ εκζ)(ζπλζ εκζ) 7ζπλζ 4

ζπλ ζ εκ ζ 7ζπλζ 4 ζπλ ζ (1 ζπλ ζ) 7ζπλζ 4

ζπλ ζ 1 ζπλ ζ 7ζπλζ 4 0 2ζπλ ζ 7ζπλζ 3 0

         

         

         

 

Θέηνπκε ζπλζ=σ κε 1 σ 1   , νπόηε ε εμίζσζε γίλεηαη 
22σ 7σ 3 0   .  

Οη ξίδεο ηεο είλαη σ=3 (απνξξίπηεηαη) θαη 
1

σ
2

 . 
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Τόηε:     

π
ζ 2θπ

3
1 1 π

σ ζπλζ ζπλζ ζπλ ή   θ Ε
2 2 3

π
ζ 2θπ

3


 


      


  


 

362. Γ1. Δπεηδή  

3π
βx ζπλ(βx)

2

 
   

 
 ηόηε f (x) αζπλ(βx)  . 

Πξέπεη f (0) 2   θαη f (π) 1  .  

Άξα αζπλ0 2 α 2      θαη 
1

αζπλ(βπ) 1 ζπλ(βπ)
α

    
 

δει. 
1 π

ζπλ(βπ) βπ 2θπ
2 3

     ή  
π

βπ 2θπ   (θ Ε)
3

    

Έηζη 
1

β 2θ
3

    ή  
1

β 2θ   (θ Ε)
3

   . 

Έζησ 
1

β 2θ
3

  , πξέπεη 
1 1 2 1 1

0 2θ 1 2θ θ
3 3 3 6 3

            

Άξα θ=0, νπόηε 
1

β
3

 . 

Έζησ 
1

β 2θ
3

  , πξέπεη 
1 1 4 1 2

0 2θ 1 2θ θ
3 3 3 6 3

          πνπ είλαη αδύλαηε 

γηαηί θ Ε . Έρνπκε ινηπόλ α=2 θαη 
1

β
3

 .  Άξα  
x

f (x) 2ζπλ
3

 
   

 
. 

Γ2. α. Δπεηδή γηα θάζε x R  ηζρύεη 

x x
1 ζπλ 1 2 2ζπλ 2 2 f (x) 2

3 3

   
             

   
 

θαη αθνύ είλαη f (0) 2   θαη f(3π)=2 έρνπκε f (0) f (x) f (3π)   γηα θάζε x R  

Έηζη, ε f παξνπζηάδεη ειάρηζην γηα x=0 ην f (0) 2   κέγηζην γηα x=3π ην f(3π)=2 

Δλαιιαθηηθά: 

Δπεηδή 
x

f (x) 2ζπλ
3

 
   

 
, ην ειάρηζην ηεο f είλαη ην 2  θαη ην κέγηζην ην 2. 

Ζ πεξίνδνο ηεο f είλαη  
2π

T 6π
1

3

   

β. Έλαο πίλαθαο ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο f ζην δηάζηεκα [0,6π] είλαη ν εμήο: 

x 0 
3π

2
 3π 

9π

2
 6π 

f(x) 2  0 2 0 2  
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Με ηε βνήζεηα ηνπ παξαπάλσ πίλαθα ζρεδηάδνπκε ηε γξαθηθή παξάζηαζε. 

Παξαηεξνύκε όηη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην [0,3π] θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην [3π,6π]. 

Γ3. Δίλαη: 
π 2π

f (0) 2,  f ( π) 2ζπλ 1,  f (2π) 2ζπλ 1
3 3

   
            

   
 θαη 

2014π 671 3π π π
f (2014π) 2ζπλ 2ζπλ 2ζπλ 671π

3 3 3

π π π
2ζπλ 670π π 2ζπλ π 2ζπλ 1

3 3 3

      
            

     

   
           

   

 

Έηζη ην ζύζηεκα γίλεηαη:  
2ιx y 4ι

ιx ιy 0

  

  

 

Έρνπκε  
2

2ι      1
D 2ι ι ι(2ι 1)

ι        ι


      


. Πξέπεη  D 0 ι 0     ή  
1

ι
2

 . 

Γηα ι=0 ην ζύζηεκα γίλεηαη 
y 0

0 0





 πνπ είλαη αόξηζην. 

Γηα 
1

ι
2

  ην ζύζηεκα γίλεηαη  

x y 2
x y 2

1 1
x y 0x y 0

2 2

  
  

 
     



 πνπ είλαη αδύλαην. 

Άξα ην (Σ) γηα ι=0 έρεη άπεηξεο ιύζεηο ηεο κνξθήο (x,y)=(θ,0) γηα θάζε θ R . 

363. Γ1. Έρνπκε

 
2 21 ζπλx 1 εκx ζπλ x εκx εκ x εκx(1 εκx)

f (x) εθx
ζπλx 1 εκx ζπλx(1 εκx) ζπλx(1 εκx) ζπλx(1 εκx)

   
     

   
 

Γ2. 
π 35π π 3π 32π

12εθ π 2009εθ 12εθ 2009εθ
3 4 3 4 4

     
          

     
 

π 3π π 3π π π
12εθ 2009εθ 8π 12εθ 2009εθ 12εθ 2009εθ π

3 4 3 4 3 4

π π
12εθ 2009εθ 12 3 2009 1 6 2009 2015

3 4

     
            

     

 
        

 

 

Γ3. 
π π

f (x) εθ x εθx εθ x
4 4

   
         

   
 

π π π θπ
x x θπ 2x θπ x ,  θ Ε

4 4 8 2
            

364. Γ1. α. 

2 2
ι 1       8

D (ι 1)(ι 3) 8ι ι 3ι ι 3 8ι ι 4ι 3 (ι 1)(ι 3)
ι         ι+3


                 
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x

4       8
D 4ι 12 16 4ι 4 4(ι 1)

2     ι+3
         

y

ι 1     4
D 2ι 2 4ι 2 2ι 2(ι 1)

ι          2


          

β. Τν ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε αλ D 0 ι 1    θαη ι≠3. Τόηε ε ιύζε είλαη: 

yx

0 0

DD 4(ι 1) 2(ι 1) 4 2
(x , y ) , , ,

D D (ι 1)(ι 3) (ι 1)(ι 3) ι 3 ι 3

       
       

        
. 

Γ2. Ζ ιύζε επαιεζεύεη ηελ εμίζσζε: 

0 0

4 2
x y 2 2 4 2 2(ι 3) 2 2ι 6 2ι 8 ι 4

ι 3 ι 3


               

 
 

Τόηε 0 0

4 2
(x , y ) , (4, 2)

4 3 4 3

 
   

  
 

Γ3. Ζ ζπλάξηεζε γηα ι=4, 
0 0x 4,  y 2    γξάθεηαη: 

2π π
g(t) 4εκ t 4 4εκ t 4

6( 2) 6

   
      

   
 

πνπ έρεη πεξίνδν 
2π

T 12
π

6

   θαη  

κέγηζηε ηηκή M 4 1 4 8     θαη ειάρηζηε ηηκή ε 4( 1) 4 0    . 

 

Θ Ε Μ Α Σ Α  Π Ρ Ο Α Γ Ω Γ Ι Κ Ω Ν  Ε Ξ Ε Σ Α ΢ Ε Ω Ν  2 8

365. α. εκ2x ζπλx 0 2εκxζπλx ζπλx 0 ζπλx(2εκx 1) 0         

π π
ζπλx 0 ζπλx ζπλ x 2θπ ,  θ Ε

2 2
        

ή  
1 π π 7π

2εκx 1 0 εκx εκx εκ x 2θπ   ή  x 2θπ ,  θ Z
2 6 6 6

 
              

 
 

β. 
2

εκ2α εκα 2εκαζπλα εκα εκα(2ζπλα 1)
εθα

1 ζπλ2α ζπλα ζπλα(2ζπλα 1)1 2ζπλ α 1 ζπλα

  
  

    
 

366. α. Έρνπκε 

2 2

εκ2α 2εκαζπλα 2εκαζπλα εκα
εθα

1 ζπλ2α ζπλα1 2ζπλ α 1 2ζπλ α
   

  
 

β. i. Πξέπεη  

π
ζπλ2x 1 0 ζπλ2x 1 ζπλ2x ζπλπ 2x 2θπ π x θπ

2
              

νπόηε ε εμίζσζε κε ηε βνήζεηα ηνπ (α) γίλεηαη 
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π π
εθx 1 εθx εθ x θπ

4 4
       δεθηή. 

ii. 0 x 2π       
π 1 1 7

0 θπ 2π 0 θ 2 θ θ 0  ή  θ 1
4 4 4 4

               

άξα  
π 5π

x ,  x
4 4

  . 

367. α. Έρνπκε 

2 2

2 2

1 ζπλ2α εκ2α 1 (1 2εκ α) 2εκαζπλα 1 1 2εκ α 2εκαζπλα

1 ζπλ2α εκ2α 1 2ζπλ α 1 2εκαζπλα 2ζπλ α 2εκαζπλα

       
  

     
 

2εκα(εκα ζπλα)
εθα

2ζπλα(ζπλα εκα)


 


 

β. 
2 2 2 2 2 1

ζπλ2x 2εκ x 0 1 2εκ x 2εκ x 0 4εκ x 1 εκ x
4

           

1 π π 5π
εκx εκx εκ x 2θπ   ή  x 2θπ ,  θ Ε

2 6 6 6
          

ή  
1 π π 7π

εκx εκx εκ x 2θπ   ή  x 2θπ ,  θ Ε
2 6 6 6

 
           

 
 

368. α. Έρνπκε

 
εκ3x ζπλ3x εκ3xζπλx εκxζπλ3x εκ(3x x) εκ2x 2εκxζπλx

2
εκx ζπλx εκxζπλx εκxζπλx εκxζπλx εκxζπλx

 
       

β. 
2

2

εκ2x ζπλx 2εκxζπλx ζπλx

x1 ζπλ2x 1 ζπλx 1 2ζπλ x 1
1 2ζπλ 1

2

  
   

 

 

2
2 2 2

x x
2εκ ζπλ

2εκxζπλx ζπλx εκx x2 2 εθ
x x x 22ζπλ x

2ζπλ 2ζπλ 2ζπλ
2 2 2

      

369. α. Έρνπκε 

2εκ(α β) 2(εκαζπλβ εκβζπλα)

ζπλ(α β) ζπλ(α β) ζπλαζπλβ εκαεκβ ζπλαζπλβ εκαεκβ

 
 

     
 

2εκαζπλβ 2εκβζπλα 2εκαζπλβ 2εκβζπλα
εθα εθβ

2ζπλαζπλβ 2ζπλαζπλβ 2ζπλαζπλβ


      

β. 
2

εκ2α εκα 2εκαζπλα εκα εκα(2ζπλα 1)
εθα

1 ζπλ2α ζπλα ζπλα(2ζπλα 1)1 2ζπλ α 1 ζπλα

  
  

    
 

370. α. Έρνπκε 
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2 2

π π
1 ζπλ 1 ζπλ

π π 6 6Α 2ζπλ 2εκ 2 2
12 12 2 2

 

      

π π π
1 ζπλ 1 ζπλ 2ζπλ 3

6 6 6
       

β. 
2

2

1 ζπλ2α εκ2α 1 (1 2εκ α) 2εκαζπλα
Β

1 ζπλ2α εκ2α 1 2ζπλ α 1 2εκαζπλα

    
  

    
 

2

2

2εκ α 2εκαζπλα 2εκα(εκα ζπλα)
εθα

2ζπλα(ζπλα εκα)2ζπλ α 2εκαζπλα

 
  


 

γ. 
π π

Α Β 0 3 εθα 0 εθα 3 εθα εθ α θπ
3 3

 
              

 
 δεθηή. 

371. α. Έρνπκε 

2

εκ4α εκ2α 2εκ2αζπλ2α εκ2α εκ2α(2ζπλ2α 1)
εθ2α

1 ζπλ4α ζπλ2α ζπλ2α(2ζπλ2α 1)1 2ζπλ 2α 1 ζπλ2α

  
  

    
 

β. 2 2ζπλ2x εκx 1 0 1 2εκ x εκx 1 0 2εκ x εκx 0            

εκx(2εκx 1) 0 εκx 0 εκx εκ0 x θπ          

ή  
1 π π 7π

εκx εκx εκ x 2θπ   ή  x 2θπ ,  θ Ε
2 6 6 6

 
           

 
 

372. α. Έρνπκε 

π π π π π π
εκ x ζπλ x ζπλ x εκ x εκ x x εκ2x

6 6 6 6 6 6

            
                     

            
 

ελώ  
2

εκ2x εκx 2εκxζπλx εκx εκx(2ζπλx 1)
εθx

1 ζπλ2x ζπλx ζπλx(2ζπλx 1)1 2ζπλ x 1 ζπλx

  
  

    
 

β. Ζ εμίζσζε κε ηε βνήζεηα ηνπ (α) γίλεηαη γηα ζπλx≠0: 

2 2εκx
εκ2x εθx 2εκxζπλx 2εκxζπλ x εκx 0 εκx(2ζπλ x 1) 0

ζπλx
          

εκx 0 εκx εκ0 x θπ,  θ Ε      ή  2 1
ζπλ x

2
  

2 2 π 3π
ζπλx   ή  ζπλx x 2θπ   ή   x 2θπ , θ Ε 

2 2 4 4
          δεθηέο. 

373.  Ηζρύεη όηη:   

2
2 2 2

εκζ 0

1 1 1 2εκ ζ
(2εκζ) (1 ζπλ2ζ) 4εκ ζ 4εκ ζ 2εκζ

εκζ εκζ

1 π π 5π
2εκζ 1 εκζ εκζ εκ ζ 2θπ   ή  ζ 2θπ

2 6 6 6



 
      

          
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θαη επεηδή ζ (0,π)  άξα 
π 5π

ζ   ή  ζ
6 6

  . 

374. α. ζπλθ>0 

2 2 2 216 9 3
ζπλ θ εκ θ 1 ζπλ θ 1 ζπλ θ ζπλθ

25 25 5
          

ζπλζ>0 

2 2 2 225 144 12
ζπλ ζ εκ ζ 1 ζπλ ζ 1 ζπλ ζ ζπλζ

169 169 13
          

β. i. 
4 3 24

εκ2θ 2εκθζπλθ 2
5 5 25

     

2 144 188 169 119
ζπλ2ζ 2ζπλ ζ 1 2 1

169 169 169


       

ii. 
4 12 5 3 48 15 63

εκ(θ ζ) εκθζπλζ εκζζπλθ
5 13 13 5 65 65 65

           

4 5 11 11

εθθ εθζ 333 12 12 1εθ(θ ζ)
4 5 36 20 561 εθθεθζ 56

1
3 12 36 3




     


 

 

375. Έρνπκε 

α π
εκα   0 α

5 2
     άξα ζπλα>0 θαη 

2 2 2 216 9 3
ζπλ α εκ α 1 ζπλ α 1 ζπλ α ζπλα

25 25 5
          

Οκνίσο  
5 3π

ζπλβ   π β
13 2

     άξα εκβ<0 θαη 

2 2 2 225 144 12
ζπλ β εκ β 1 εκ β 1 εκ β εκβ

169 169 13
           

Δπνκέλσο  
4 5 12 3 20 36 16

εκ(α β) εκαζπλβ εκβζπλα
5 13 13 5 65 65 65

   
            

   
 

3 5 4 12 15 48 63
ζπλ(α β) ζπλαζπλβ εκαεκβ

5 13 5 13 65 65 65

   
               

   
 

376. α. Έρνπκε 

2 2

2 2

1 ζπλ2x εκ2x 1 (1 2εκ x) 2εκxζπλx 2εκ x 2εκxζπλx
Α

1 ζπλ2x εκ2x 1 2ζπλ x 1 2εκxζπλx 2ζπλ x 2εκxζπλx

     
   

     
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2εκx(εκx ζπλx)
εθx

2ζπλx(ζπλx εκx)


 


 

β. 

π
εθx εθ

π εθx 14A εθ x 1 εθx 1 εθx 1
π4 1 εθx

1 εθx εθ
4


 

         
   

 

Γηα  
π

x θπ
2

   θαη 
π

x θπ
4

   ε εμίζσζε γίλεηαη: 

2 2εθx εθ x εθx 1 1 εθx εθ x εθx 0 εθx(εθx 1) 0            

εθx 0 x θπ     ή  
π

εθx 1 0 x θπ ,  θ Ε
4

        δεθηέο. 

377. α. Έρνπκε 

2 2

εκ2x 2εκxζπλx 2εκxζπλx
Κ εθx

1 ζπλ2x 1 2ζπλ x 1 2ζπλ x
   

  
 

β. 
3 π

K 3 1 0 3εθx 1 0 εθx x θπ ,  θ Ε
3 6

             δεθηή. 

378. α. Έρνπκε 

2 2 2 2 2f (x) 2 8εκ xζπλ x 2 2(2εκxζπλx) 2 2εκ 2x 1 1 2εκ 2x 1 ζπλ4x            

β. 
x 1

2f 1 0 2(1 ζπλ2x) 1 0 2ζπλ2x 1 0 ζπλ2x
2 2

 
             

 

 2π 2π π
ζπλ2x ζπλ 2x 2θπ x θπ

3 3 3
         

379. Έρνπκε 

1
εθβ

π π εθα εθβ 2α β εθ(α β) εθ 1 1
14 4 1 εθαεθβ

1 εθβ
2


 

          
  

 1
1 2εθβ 2 εθβ 3εθβ 1 εθβ

3
         

380. α. Έρνπκε 

π
x π

2
   άξα ζπλx<0. 

2 2

2

5ζπλ2x 18ζπλx 1 0 5(2ζπλ x 1) 18ζπλx 1 0 10ζπλ x 18ζπλx 4 0

5ζπλ x 9ζπλx 2 0

            

   
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Γ=81+40=121     

2 Απνξ.
9 11

ζπλx 1
10

5


 

  



  Άξα  
1

ζπλx
5

   

β. 
εκx 0

2 2 2 21 24 24
εκ x ζπλ x 1 εκ x 1 εκ x εκx

25 25 25



          

Άξα  
24 1 2 24 4 6

εκ2x 2εκxζπλx 2
5 5 25 25

  
       

 
 

2

2 1 2 23
ζπλ2x 2ζπλ x 1 2 1 1

5 25 25

 
         

 
 

εκ2x 2 24 2 24 4 6
εθ2x

ζπλ2x 23 23 23


   


 

381. α. Έρνπκε 

2 2

2

ζπλ2x 1 ζπλ x εκ x ζπλx
A

εκx 2ζπλx(εκx ζπλx) εκx ζπλx2εκxζπλx 2ζπλ x 1 1
1

ζπλx


    

   


 
(εκx ζπλx)(εκx ζπλx)ζπλx 1

2ζπλx(εκx ζπλx)(εκx ζπλx) 2

 
  

 

 
β. 2 2 1 2 3π

εκ x ζπλ x 2 ζπλ2x ζπλ2x ζπλ
2 2 4

 
           

 
 

3π 3π
2x 2θπ x θπ   δεθηέο

4 8
       

382. α. Έρνπκε 

215εκ Α 2εκΑ 1 0   Γ=4+60=64     

6 1

2 8 30 5
εκΑ

10 130
 Απνξ.

30 3


  

  
  


 

δηόηη 0<Α<180  άξα  
1

εκΑ
5

  

β. 
2 2 2 21 24 2 6

εκ α ζπλ Α 1 ζπλ Α 1 ζπλ Α ζπλΑ
25 25 5

          δηόηη ζπλΑ>0. 

γ. 
1 2 6 4 6

εκ2Α 2εκΑζπλΑ 2
5 5 25

      

2 24 48 25 23
ζπλ2Α 2ζπλ Α 1 2 1

25 25 25


       
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δ. 2

2 6
1

Α 1 ζπλΑ 5 2 65εθ
2 1 ζπλΑ 2 6 5 2 6

1
5


 

  
 



 

383. α. Έρνπκε 

2 1
3εκ x 5εκx 2 0 εκx 2 απνξ. ή εκx

3
        

Όκσο  
ζπλx 0

2 2 2 21 8 2 2
εκ x ζπλ x 1 ζπλ x 1 ζπλ x ζπλx

9 9 3



          

β. 
1 2 2 4 2

εκ2x 2εκxζπλx 2
3 3 9

  
          

 

2 8 16 9 7
ζπλ2x 2ζπλ x 1 2 1

9 9 9


       

γ. 2

2 2
1

x 1 ζπλx 3 2 23εθ
2 1 ζπλx 2 2 3 2 2

1
3


 

  
 



 

384. α. Έρνπκε 

ζπλαζπλβ εκαεκβ ζπλαζπλβ εκαεκβ 2εκαεκβ
A εθαεθβ

ζπλαζπλβ εκαεκβ ζπλαζπλβ εκαεκβ 2ζπλαζπλβ

  
  

  
 

β. Αλ 
π

β
3

 , 
π

εθβ εθ 3
3

   

Άξα  
π π

Α 3 εθα 3 3 εθα 1 εθα εθ α θπ
4 4

           δεθηή. 

385. α. Έρνπκε 

π π π π 1
f (x) ζπλxζπλ εκxεκ ζπλxζπλ εκxεκ 2εκx εκx

6 6 6 6 2

 
        

 
 

β. 

2 2ζπλ2x ζπλ x εκ x (ζπλx εκx)(ζπλx εκx)
g(x) ζπλx εκx

ζπλx εκx ζπλx εκx ζπλx εκx

  
    

  
 

γ. 
2g(x) 1 f (x) ζπλ2x ζπλx εκx 1 εκx 2ζπλ x 1          

 22ζπλ x ζπλx 0 ζπλx(2ζπλx 1) 0       

π
ζπλx 0 x 2θπ

2
     δεθηέο  ή  

1 π
ζπλx x 2θπ

2 3
     δεθηέο. 

386. A. Έρνπκε 
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2

2

1 ζπλ2α εκ2α 1 2ζπλ α 1 2εκαζπλα 2ζπλα(ζπλα εκα)
ζθα

1 ζπλ2α εκ2α 2εκα(εκα ζπλα)1 1 2εκ α 2εκαζπλα

     
  

    
 

B. i. Άξα  
3 2P(x) x 2x xζθα ζθα 3      θαη επεηδή x 2  παξάγνληαο ζα έρνπκε: 

3
P(2) 0 8 8 2ζθα ζθα 3 0 3ζθα 3 ζθα

3

π π
ζθα ζθ α θπ , θ Ε  δεθηή

3 3

           

     

 

ii. Αλ α (0,3π)
   

π 1 1 1
0 θπ 3π 0 θ 3 θ 3

3 3 3 3
             

άξα θ=0, θ=1, θ=2  δειαδή  
π 4π 7π

α ,  α ,  α
3 3 3

   . 

387. α. Έρνπκε 

2 2x 1 ζπλx
ζπλ2x εκ 1 2ζπλ x 1 2 1

2 2


     

 
2 22ζπλ x 1 1 ζπλx 1 0 2ζπλ x ζπλx 1 0           

Γ=1+8=9     

4
1

1 3 4
ζπλx

14

2


 

  



 

Άξα  ζπλx 1 ζπλx ζπλ0 x 2θπ,  θ Ε       

ή  
1 2π 2π

ζπλx ζπλx ζπλ x 2θπ ,  θ Ε
2 3 3

         

β. Αλ 
π π 1 1 1

x π 2θπ π 2θ 1 θ
2 2 2 4 2
            δελ ηζρύεη γηα θακία ηηκή 

θ Ε . 

Αλ 
π π 2π 1 2

x π 2θπ π 2θ 1 3 12θ 4 6
2 2 3 2 3
              

 1 2
1 12θ 2 θ

12 12
            άξα θ=0 δειαδή  

2π
x

3
  

Οκνίσο αλ 
2π

x 2θπ
3

  ,  
π

x , π
2

 
 
 

. Άξα ε κνλαδηθή ιύζε είλαη 
2π

x
3

  

νπόηε  
2π 2π π π 3 3 3

Α εκ ζθ εκ ζθ
3 3 3 3 2 3 6

       . 

388. Έρνπκε 
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α. 
π π π π π π

εκ x εκ x 1 εκ ζπλx ζπλ εκx εκ ζπλx εκxζπλ 1
4 4 4 4 4 4

   
             

   
 

2 1 3π 3π
2 ζπλx 1 ζπλx ζπλx ζπλ x 2θπ ,  θ Ε

2 4 42
             

β. 
π π π π π π

εκ x εκ x εκ ζπλx εκxζπλ εκ ζπλx εκxζπλ
6 6 6 6 6 6

   
          

   

 1
2 ζπλx ζπλx

2
 

 

γ. 
3 π 5π 5π

ζπλx ζπλx ζπλ(π ) ζπλx ζπλ( ) x 2θπ θ Ε
2 6 6 6

            

 

389. α. Έρνπκε ζπλx<0 

2 25ζπλ2x ζπλx 2 0 5(2ζπλ x 1) ζπλx 2 0 10ζπλ x ζπλx 3 0             

Γ=1+120=121     

10 1
 Απνξ.

1 11 20 2
ζπλx

12 320

20 5


  

  
  


 

Άξα  
3

ζπλx
5

   

β. Έρνπκε  
εθx 0

2 2 2

2

1 25 10 4
1 εθ x 1 εθ x εθ x εθx

9 9 3ζπλ x



          

γ. 2 2 2 2

3
1

x 1 ζπλx x x 8 x 4 x 2 55εκ εκ εκ εκ εκ
2 2 2 2 2 10 2 5 2 5




          

δηόηη  
3π

π x
2

    θαη  
π 3π

x
2 4
    άξα  

x
εκ 0

2
 . 

390. α. i Έρνπκε

 εκ(α β) εκ(α β) εκαζπλβ εκβζπλα εκαζπλβ εκβζπλα 2εκβζπλα         

β. Σηε ζρέζε (i) ζέηνπκε 
π

α
4

  θαη β=2x νπόηε 

π π π
εκ 2x εκ 2x 2εκ2xζπλ 2εκ2x

4 4 4

   
       

   
 

Άξα ε εμίζσζε γίλεηαη 

2εκ2x 2εκx 2 2εκxζπλx 2εκx 0 2εκx( 2ζπλx 1) 0

2 π
εκx 0 x 2θπ π ή ζπλx x 2θπ

2 4

       

        
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γ. 

2

2

1 εκ2x ζπλ2x 1 2εκxζπλx 1 2εκ x 2εκx(ζπλx εκx)
εθx

1 εκ2x ζπλ2x 2ζπλx(εκx ζπλx)1 2εκxζπλx 2ζπλ x 1

     
  

    
 

δ. 
(i)1 ζπλ2x εκ2x 3 π

3 3 3εθx 3 εθx x θπ , θ Ε
1 εκ2x ζπλ2x 3 6

 
        

 
 

391. Έρνπκε 

εκ2x εκx εκ2x εκx εκ2x εκx
f (x)

1 ζπλx ζπλx 1 ζπλx 2ζπλx 1
ζπλx 2

2

  
  

   


 

α. Ζ f νξίδεηαη όηαλ  2ζπλx 1 0  ,  
1

ζπλx
2

 ,  
π

x 2θπ ,  θ Ε
3

   . 

β. 
2εκxζπλx εκx εκx(2ζπλx 1)

f (x) εκx
2ζπλx 1 2ζπλx 1

 
  

 
 

γ. 

2

2

π 2
1 ζπλ 1

π π 2 24 2f εκ
8 8 2 2 4

 
   

     
  

 

392. α. Έρνπκε 

π π π π π π
εκ Α εκ Α εκ ζπλΑ εκΑζπλ εκ ζπλΑ εκΑζπλ

4 4 4 4 4 4

   
          

   
 

2
2 ζπλΑ 2ζπλΑ

2
   

β. 
(α)

2 2π π
εκ 2x εκ 2x 2ζπλ x 2ζπλ2x 2ζπλ x

4 4

   
         

   
 2 2 2ζπλ x 2ζπλ x 1 ζπλ x 1 ζπλx 1 x 2θπ,  θ Ε           

ή  ζπλx 1 x 2θπ π,  θ Ε      . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


