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ΛΤ΢ΕΙ΢   42  ΘΕΜΑΣΩΝ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΣΑ΢ΕΩΝ 

1o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Ζ ζπλάξηεζε f είλαη ηεο κνξθήο ξεκ(αx) άξα ην κέγηζηό ηεο max είλαη ξ 2  θαη ην 

ειάρηζην min είλαη 2 . Δπίζεο ε πεξίνδνο είλαη 
2π 2π

T 6π
1α

3

   . 

Β2. 
x x 1 x π

f (x) 1 2εκ 1 εκ εκ εκ
3 3 2 3 6

       
                 

       
 

x π π
2θπ x 6θπ ,  θ Ε

3 6 2

x π x 5π 5π
2θπ π 2θπ x 6θπ ,  θ Ε

3 6 3 6 2


     

 
          


 


π π 3π 1 3

0 6θπ 2π 6θπ θ
2 2 2 12 12

           
π

θ 0 x
2

    


5π 5π π 5 1

0 6θπ 2π 6θπ θ   Αδύλ.
2 2 2 12 12

              

Θ έ μ α  Γ  

Γ1.Έρνπκε Ρ(1)=0, θαη αθνύ ε δηαίξεζε ηνπ P(x) κε ην x+1 αθήλεη ππόινηπν 2, έρνπκε:  

Ρ( 1) 2  . Οπόηε: 

Ρ(1) 0 α (β 1) 3 2β 6 0 α β 2 α 2

Ρ( 1) 2 α (β 1) 3 2β 6 2 α β 6 β 4

             
     

                
 

Γ2.Γηα ηηο ηηκέο α=2 θαη β=4 ην πνιπώλπκν P(x) γξάθεηαη: 
3 2P(x) 2x 3x 3x 2    . 

3 2 3

2 2

2

P(x) 0 2x 3x 3x 2 0 2(x 1) 3x(x 1) 0

2(x 1)(x x 1) 3x(x 1) 0 (x 1)(2x 2x 2 3x) 0

1
(x 1)(2x 5x 2) 0 x 1  ή  x 2  ή  x

2

          

            

 
          

 

 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Πξέπεη: 
x x x 01 e 0 e 1 e e x 0           θαη   x 2 0 x 2      

Άξα  A ( 2,0)   

Γ2. Πξέπεη:  
x xf (x) g(x) ln(1 e ) ln(x 2) 1 ln(x 2) ln(1 e ) 1            

x x x xln(1 e ) lne 1 e e e 1 e lne ln(1 e) x ln(1 e)                

Όκωο  1 e 0   επνκέλωο ν ινγάξηζκνο ln(1 e)  δελ νξίδεηαη. 
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Δπνκέλωο ε αξρηθή εμίζωζε δελ έρεη ιύζε, άξα ε f θαη ε g δελ έρνπλ θνηλά ζεκεία. 

Γ3.                  
x1 1

f (x) x ln ln(1 e ) ln(x 2) x ln
x 2 x 2

        
 

 

x x x x

1 1

x x x x x x 2 2

ln(1 e ) ln(x 2) x ln1 ln(x 2) ln(1 e ) x ln(1 e ) ln e

1 1
1 e e 2e 1 e e ln e e ln e x e x e

2 2

             

              
 

2o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Ηζρύεη: 

 3 2P( 1) 0 ( 1) α( 1) β( 1) 6 0 1 α β 6 0 α β 7  (1)                   

 3 2P(1) 8 1 α 1 β 1 6 8 1 α β 6 8 α β 3  (2)                     

Με πξόζζεζε ηωλ (1) θαη (2) έρνπκε: 2α 4 α 2   .  (1) 2 β 7 β 5      

Β2. 
3 2P(x) 0 x 2x 5x 6 0       

Δθηεινύκε ην ζρήκα Horner κε ην 1 : 

1 2 5  6  1  

 1  1  6  

1 1 6  0  

 

Άξα ε εμίζωζε γίλεηαη:  
2(x 1)(x x 6) 0      

 x 1 0 x 1         ή 

 
1 1

2

1,2

2 2

1 5
x x 2

1 25 2
x x 6 0 x

1 52
x x 3

2

 
    

      
    



 

Β3. Γηα x≠2 έρνπκε: 

2

22 2

P(x) (x 1)(x x 6) (x 1)(x 2)(x 3)
4x 7 4x 7 4x 7

x 2 x 2 (x 2)

x 4x 3 4x 7 x 4 x 4 x 2 2 x 2

     
       

  

              

 

Δπεηδή x≠2 ηειηθά:  x ( 2,2]   

Θ έ μ α  Γ  

Γ1.  Έρνπκε: 
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2
ι           4

D ι ι 20
5        ι 1

   


    x

1            4
D ι 1 4 ι 5

 1          ι 1


       


 

y

ι        1
D ι 5

5           1


    

Αλ 
1

2

1,2

2

1 9
ι 4

1 9 2
D 0 ι ι 20 0 ι

1 92
ι 5

2

 
   

        
    



 

 Αλ ι=4 ηόηε ην ζύζηεκα γίλεηαη:  
4x 4y 1 1 1

x y ,   x y
5x 5y 1 4 5

   
    

  
 

Άξα ην ζύζηεκα είλαη αδύλαην. 

 Αλ ι 5   ηόηε ην ζύζηεκα γίλεηαη: 
5x 4y 1

5x 4y 1,   5x 4y 1
5x 4y 1

    
   

  
 

Άξα ην ζύζηεκα είλαη ηαπηόηεηα. 

Αλ D≠0 ηόηε ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε: 

x

2

D ι 5 ι 5 1
x

D (ι 5)(ι 4) ι 4ι ι 20

  
     

     

y

2

D ι 5 1
y

D ι 4ι ι 20


  

 
 

Γ2. Γηα ι=2 έρνπκε:   

1 1
x

1 12 2
(α,β) ,

1 1 2 2
y

2 4 2


     

    
   

 

 

Γ3. Έρνπκε: 

2 2

2 2

1
εκθ

1 1 1 1 12
( ) εκ θ ζπλ θ

1 2 2 4 4 2
ζπλθ

2


     

            
    



 

Όκωο  
2 2εκ θ ζπλ θ 1   άξα νδεγνύκαζηε ζε άηνπν.  

Άξα δελ ππάξρεη ηέηνηα γωλία θ πνπ λα ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε καο. 

Γ4. 
2x x 2x x 2x x1 1

αe βe 3 0 e e 3 0 e e 6 0
2 2

            

Θέηνπκε  
xe ω :  2ω ω 6 0 ω 3 ή ω 2        θαζόζνλ 

2

2ω ω 6 0 ω 2 ή ω 3       . 

 Άξα  
x xω 3 e 3  αδύλ.  ή  ω 2 e 2 x ln 2           
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Γ5.  2 2 21 1 1 1
αζπλt β εκ t ζπλt 1 ζπλ t ζπλt ζπλ t

2 2 2 2
            

                              

2 2ζπλt 1 2ζπλ t 2ζπλ t ζπλt 1 0        

Θέηνπκε  ζπλt ω :  νπόηε έρνπκε 2 1
2ω ω 1 0 ω ή ω 1

2
        

 
1

1 1 π π
ω ζπλt ζπλt ζπλ t 2θπ ,  θ Ε

2 2 3 3
          

i. 
π π 2π 1 2 π

0 t π 0 2θπ π 2θπ θ θ 0 t
3 3 3 6 6 3

                   

ii. 
π π 4π 1 4

0 t π 0 2θπ π 2θπ θ   αδύλ.
3 3 3 6 6

             

 
2ω 1 ζπλt 1 ζπλt ζπλπ t 2θπ π,  θ Ε            

i. 
1

0 t π 0 2θπ π π π 2θπ 0 θ 0  αδύλ.
2

               

ii. 
1

0 t π 0 2θπ π π π 2θπ 2π θ 1  αδύλ.
2

             

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Έρνπκε 

3 2
2x 5x 12x 5    2x 1  

   
3 22x x   2

x 2x 5   

        

   

2

2

4x 12x

4x 2x

 


 

 

                   
10x 5

10x 5



 
 

 

                         0  

Άξα:  
3 2 22x 5x 12x 5 (2x 1)(x 2x 5)        

Γ2. Πξέπεη: 

 2 2x 1
0 (x 1)(x 1) 0 x 1 0 x 1 x 1 x 1  ή  x 1

x 1


               


 

 x 1 0 x 1      

Άξα  A ( , 1) (1, )      
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Γ3. 
2

2

2

x 1 x 1
f (x ) f (x) ln(2ex) ln5 1 ln ln ln(2ex) ln5 ln e

x 1x 1

 
         


 

2

2 2

2 3 3 2 2

(x 1)(x 1)(x 1) 2ex (x 1) 2x
ln ln

5e 5(x 1)(x 1) x 1

5x 10x 5 2x 2x 2x 5x 12x 5 0 (2x 1)(x 2x 5) 0

    
     

   

              

 

νπόηε  
1

2x 1 0 x
2

       ή  2x 2x 5 0  αδύλ.    

Γ4. Πξέπεη: 

x 1 x 1
f (x) 1 ln ln3 3 x 1 3x 3 2x 4 x 2

x 1 x 1

 
              

 
 

3o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Ηζρύεη: 

 4 3 2P( 1) ( 1) α( 1) β( 1) 16( 1) 12 0             

1 α β 16 12 0 α β 5 α β 5  (1)              

 P(1) 24 1 α β 16 12 24 α β 3  (2)             

Με πξόζζεζε ηωλ (1) θαη (2) έρνπκε:  2α 8 α 4       (1) 4 β 5 β 1       

Β2. i.  

4 3 2
x 4x x 16x 12     

2
x x 2   

4 3 2x x 2x    2
x 5x 6   

        
3 2

3 2

5x x 16x

5x 5x 10x

 

  
 

 

               
2

2

6x 6x 12

6x 6x 12

 

  
 

 

                                0  

 

ii. 
4 3 2 2 2P(x) 0 x 4x x 16x 12 0 (x 5x 6)(x x 2) 0              

 
1

2

1,2

2

5 1
x 2

5 1 2
x 5x 6 0 x

5 12
x 3

2

 
    

      
    


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 
1

2

1,2

2

1 3
x 2

1 3 2
x x 2 0 x

1 32
x 1

2


  

      
   



 

Άξα  x [ 3, 2] [ 1,2]      

 

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Πξνθαλώο ην πεδίν νξηζκνύ είλαη ην R.  

Δπίζεο ηζρύεη όηη ην κέγηζην max είλαη 5+3=8 θαη ην min  5 3 2  . 

Γ2. Έρνπκε: 
π 1

10εκ 10 5
6 2
    

π
2εκ 2x ζπλ(π 2x) 2ζπλ(2x) ζπλ(2x) 3ζπλ(2x)

2

 
      

   

Άξα  
π π

f (x) 10εκ 2εκ 2x ζπλ(π 2x) 5 3ζπλ(2x)
6 2

 
       

 
 πνπ ηζρύεη. 

Γ3. f (x) 5 5 3ζπλ(2x) 5 3ζπλ(2x) 0 ζπλ(2x) 0          

                    
π π θπ π

ζπλ(2x) ζπλ 2x θπ x ,   θ Z
2 2 2 4

          

 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Γηα ηελ f έρνπκε:  
2x xe 5e 14 0   .  Θέηνπκε  

xe ω   άξα 
2ω 5ω 14 0    

1
2

1,2

2

5 9
ω 2

5 9 2
ω 5ω 14 0 ω

5 92
ω 7

2

 
   

      
    



 

Άξα  
xω 7 e 7      αδύλ.  ή  

xω 2 e 2 x ln 2     . Άξα  
fA (ln 2, )   

Γηα ηελ g έρνπκε: 

x x x 1 1
1 2e 0 2e 1 e x ln x ln1 ln 2 x ln 2

2 2

                
 

Άξα  gA (ln 2, )   

Γ2.Έρνπκε

x x x x x x x x xg(x) ln(1 2e ) x ln(1 2e ) lne ln[e (1 2e )] ln(e 2e e ) ln(e 2)                 

2x x x x(Γ1)
2x x x

x x

x

e 5e 14 (e 7)(e 2)
f (x) g(x) ln(e 5e 14) ln(e 2) ln ln

e 2 e 2

ln(e 7)

      
          

    

 
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Γ3. 2 xf (x) g(x) 2ln3 f (x) g(x) ln3 ln(e 7) ln9          
x xe 7 9 e 2 x ln 2  αδύλ.        

Γ4. 
x x xf (x) g(x) f (x) g(x) 0 ln(e 7) ln1 e 7 1 e 6              πνπ ηζρύεη 

γηα θάζε f gx A ,A . Δπνκέλωο ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f είλαη πάληνηε πάλω απ’ απηήλ ηεο g. 

4o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Αθνύ είλαη ίζα ηα πνιπώλπκα έρνπλ ίζνπο ηνπο νκνηνβάζκηνπο ζπληειεζηέο ηνπο. Άξα: 

2α 1 1 2α 2 α 1         θαη 

(5 β) 2β 4 5 β 2β 4 3β 9 β 3             
 

Άξα  
3 2P(x) x 2x 4x 3     

Β2. Κάλνπκε Horner κε ην 1: 

1 2  4 3  1 

 1 1  3  

1 1  3 0  

 

Άξα  
2P(x) (x 1)(x x 3)    . 

Τπνινγίδνπκε ηε δηαθξίλνπζα ηνπ  
2x x 3  :   

2Γ ( 1) 4 1 3 1 12 11 0           

Δπνκέλωο ην P(x) δελ έρεη άιιε ξίδα. 

Β3. 
2(B2)

2

2

P(x) (x 1)(x x 3)
0 0 (x x 3)(x 1) 0

(x 1)(x 1)x 1

  
       

 
 κε x 1  . 

2x x 3 0    γηα θάζε x R  αθνύ Γ<0      νπόηε    x 1 0 x 1       ( x 1  ) 

Άξα  x ( 1, )    

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Γηα ηελ πεξίνδν έρνπκε:  
2π 2π

T
α 3

   

max 2 1 1    ην κέγηζην ηεο f.     min 2 1 3      ην ειάρηζην ηεο f. 

Γ2. Έρνπκε 

 
π 3π π 2

f 2ζπλ 1 2ζπλ 1 2 1 2 1
12 12 4 2

 
        

 
 

 
π 3π π 1

f 2ζπλ 1 2ζπλ 1 2 1 0
9 9 3 2

 
        

 
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 
π 3π π

f 2ζπλ 1 2ζπλ 1 1
6 6 2

 
      

 
 

Άξα  
π π π

f f f 2 1 0 1 2
12 9 6

     
           

     
 

Γ1. Έρνπκε: 

x x 3 2 x 4 x 3 2x 4 x 34 16 2 (2 ) 2 2 2 2 2x 4 x 3 x 1                  

Άξα  ξ 1  . Έηζη: 

f (x) ξ 0 2ζπλ3x 1 1 0 2ζπλ3x 2 ζπλ3x 1

2θπ 2θπ 2π
ζπλ3x ζπλ0 3x 2θπ x 0 0 θ 1 θ 0 x 0

3 3 3

          

               
 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Πξέπεη: 

 
2 ln x ω

2 2 2ln x 1
0 ln x 1 0 ω 1 0 ω 1

3


           

2

1

ω 1 ln x 1 ln x ln e x e

ω 1 ω 1 1
ω 1 ln x 1 ln x ln e x

e



      


     
        



 

 x>0.                        Άξα  f

1
A 0, (e, )

e

 
   
 

 

Γ2.

2
3 23

3

1
ln 1

1 (ln1 ln e ) 1ef ln ln
3 3e

 
     

      
     

 

2
3(0 3) 1 8

ln ln ln8 ln3 ln 2 ln3 3ln 2 ln3
3 3

  
        

 
 

Γ3. 
2 2

3

1 ln x 1 8 ln x 1 8
f (x) f ln ln

3 3 3 3e

   
       

   
 

3 3

2 2

3

ln x 3 ln x 3ln e ln x ln e x e
ln x 1 8 ln x 9

ln x 3 ln x 3ln e x e

       
      

      

 

5o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Ηζρύεη: 
3 2P( 1) 0 ( 1) ( 1) α( 1) 3 0 1 1 α 3 0 α 3                   

Β2. 3 2P(x) x x 3x 3     
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i. 3 2 2 2P(x) 0 x x 3x 3 x (x 1) 3(x 1) 0 (x 1)(x 3) 0                

x 1 0 x 1        ή   2 2x 3 0 x 3 x 3        

ii. 2P(x) 0 (x 1)(x 3) 0        πηλαθαθη λα γηλεη
 

Άξα  x [ 3, 1] [ 3, )      

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Θέηνπκε ζπλx=ω: 

1
2

1,2

2

7 13
ω 2 ζπλx 2 αηνπν.

7 13 10
5ω 7ω 6 0 ω

7 13 6 3 310
ω ζπλx

10 10 5 5


    

      
        



 

Γ2. Ηζρύεη: 

 
2

2 2 2 23 9
εκ x ζπλ x 1 εκ x 1 εκ x 1

5 25

 
          

 
 

2 2

16 4
εκx

9 16 25 5
εκ x 1 εκ x

25 25 16 4
εκx

25 5


 


      


  

 

Δπεηδή  
π

x π
2
   ζα πξέπεη εκx>0. Άξα  

4
εκx

5
  

 

4

εκx 45εθx
3ζπλx 3

5

   



 

Γ3. 
ζπλ(π x) εκ(7π x) ζπλx εκ(π x) ζπλx εκx

A
εθ(π x) εθx εθx

       
   


 

4 3 1

ζπλx εκx 35 5 5
4 4εθx 20

3 3




      

 

 Θ έ μ α  Δ  

Γ1. i.  Γηα θάζε x>0 έρνπκε: 

log x log5 log x log5f (x) g(x) 5 x log5 log x log x log5 log5log x        

ii. Γηα θάζε x, y>0 έρνπκε:  
log(xy) log x log y log x log yf (x y) 5 5 5 5 f (x) f (y)       . 
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iii. Γηα θάζε x, y>0 έρνπκε:    

x log xlog
log x log yy

log y

x 5 f (x)
f 5 5

y f (y)5

 
    

 
. 

iv. Γηα θάζε λ Ν  έρνπκε:  
λλ log x λ log x log x λ λf (x ) 5 5 (5 ) [f (x)]    . 

Γ2. 
2 log x 2 log5f (x) 5 4g(x) (5 ) 5 4x     .  

Από ην Α.1. ε πξνεγνύκελε ζρέζε γξάθεηαη: 
log x 2 log x(5 ) 5 4 5   . Θέηνπκε: 

log x5 ω 0  . 

Άξα: 
2ω 4ω 5 0 ω 5 ή ω 1 απνξ.        

Έρνπκε: 
log x5 5 . Ζ εθζεηηθή ζπλάξηεζε είλαη 1 1 , άξα: log x 1 log x log10   . 

Ζ ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε είλαη 1 1 , άξα ηειηθά: x=10. 

Γ3. Πξέπεη: x>0 θαη 
2x 4 0  . Άξα x>0 θαη x 2   ή x>2.  

Δπνκέλωο: x>2.     
22 log3x log(x 4)f (3x) f (x 4) 5 5     . 

Ζ εθζεηηθή ζπλάξηεζε κε βάζε 5 είλαη γλεζίωο αύμνπζα, άξα: 
2log3x log(x 4)  .  

Ζ ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε κε βάζε 10 είλαη γλεζίωο αύμνπζα, άξα:   

2 23x x 4 x 3x 4 0 1 x 4         . 

Δπεηδή, x>2, ηειηθά έρνπκε: 2<x<4. 

6o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. 
4 4 2 4 2 2ζπλ x εκ x εκ x ζπλ x εκ x(1 εκ x)

K
1 εκx 1 εκx

   
  

 
 

4 2 2 2 2 2 2 2

2

ζπλ x εκ x ζπλ x ζπλ x(ζπλ x εκ x) ζπλ x 1 ζπλ x

1 εκx 1 εκx 1 εκx 1 εκx

1 εκ x (1 εκx)(1 εκx)
1 εκx

1 εκx 1 εκx

   
    

   

  
   

 

 

Β2. 
4

ζπλx
5

      
3π

x 2π
2
   

2

2 2 2 2 24 16 9 3
εκ x ζπλ x 1 εκ x 1 εκ x 1 εκ x εκx

5 25 25 5

 
             

 
 

Όκωο, επεηδή  
3π

x 2π
2
   είλαη  

3
εκx

5
  .  Άξα  

3 2
K 1 εκx 1 K

5 5
       

Β3. K εκ3x 1 1 εκx εκ3x 1 εκ3x εκx 0           (1) 

Έρνπκε: 
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2 2 3

2 3 3 3 3

εκ3x εκ(2x x) εκ2x ζπλx ζπλ2x εκx

2εκxζπλxζπλx (1 2εκ x)εκx 2εκxζπλ x εκx 2εκ x

2εκx(1 εκ x) εκx 2εκ x 2εκx 2εκ x εκx 2εκ x 3εκx 4εκ x

     

     

         

 

Οπόηε: 

3 3 2 2(1) 3εκx 4εκ x εκx 0 4εκx 4εκ x 0 4εκx(1 εκ x) 0 4εκxζπλ x 0

εκx 0 εκx εκ0 x 2θπ 0 2θπ  ή  x 2θπ π 0 2θπ π,  θ Ε

          

             
 

ή  2 π π
ζπλ x 0 ζπλx 0 ζπλx ζπλ x 2θπ ,  θ Ε

2 2
          

Σειηθά  εκx 0 x θπ,  θ Ε      ή  
π

ζπλx 0 x θπ ,  θ Z
2

      

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Αθνύ ην P(x) είλαη 3νπ βαζκνύ, ηόηε: 

2 2α 1 0 α 1 α 1  ή 1         θαη  α 1 0 α 1      

Σειηθά α=1. Αθνύ ην 1 είλαη ξίδα ηνπ P(x), ηόηε: 

α 1
2 4 3 21

P(1) 0 (1 1) 1 (1 1) 1 2 1 5 1 2 1 β 0
2

1
2 2 5 2 β 0 1 5 β 0 β 4

2



               

            

 

Άξα  α=1 θαη β=4. 

Γ2. i. Γηα α=1 θαη β=4 ην P(x) γίλεηαη: 
3 2 3 2P(x) x 2x 5x 2 4 x 2x 5x 6          

Κάλνπκε ηε δηαίξεζε:  P(x):(x+1) 

3 2x 2x 5x 6    x+1 

3 2x x   
2x 3x 2   

       

2

2

3x 5x 6

3x 3x

  

 
 

 

      
2x 6

2x 2

 

 
 

 

                8  

 

Άξα, ε ηαπηόηεηα ηεο δηαίξεζεο είλαη: 
3 2 2x 2x 5x 6 (x 1)(x 3x 2) 8         

ii. 
3 2P(x) 0 x 2x 5x 6 0       
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Δθαξκόδνπκε Horner γηα x=1. 

1 2  5  6 1 

 1 1  6   

1 1  6  0  

 

Άξα  
3 2 2x 2x 5x 6 (x 1)(x x 6) (x 1)(x 3)(x 2)            

(x 1)(x 3)(x 2) 0     

x 1 0 x 1      ή  x 3 0 x 3      ή  x 2 0 x 2      

iii. 
3 2P(x) x 2x 5x 6

0 0 (x 1)(x 3)(x 2)(x 1) 0
x 1 x 1

  
         

 
 

2(x 1) (x 3)(x 2) 0  κε  x 1 0 x 1          

Καηαζθεπάδνπκε ηνλ πίλαθα πξνζήκνπ. Σειηθά,  
P(x)

0 x [ 2,1) (1,3]
x 1

    


 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Πξέπεη  
2x xe 2e 3 0   . Θέηνπκε  

xe y 0   νπόηε ε παξαπάλω εμίζωζε γξάθεηαη: 

2y 2y 3 0    θαη επεηδή Γ 8 0    ηζρύεη γηα θάζε y R  Πεδίν Οξηζκνύ f=R 

Πξέπεη  
xe 1 0    ή  xe 1   ή  x 0e e   ή  x>0. Πεδίν Οξηζκνύ g=(0,+∞) 

Γ2. Ζ εμίζωζε f(x)=g(x), x (0, )   γξάθεηαη: 

2x x xln(e 2e 3) lm3 ln(e 1)      ή 2x x xln(e 2e 3) ln(3e 3)     ή  

2x x xe 2e 3 3e 3      ή  2x xe 5e 6 0   . Θέηνπκε 
xe y 0   νπόηε:  

2y 5y 6 0 y 2  ή  y 3     
    

άρα x xe 2 x ln 2  ή  e 3 x ln3       

Γ3. Ζ αλίζωζε  f(x)>2g(x), x (0, )   γξάθεηαη: 

2x x xln(e 2e 3) 2ln(3e 3)      ή  2x x 2x xe 2e 3 9e 18e 9       ή 

2x x8e 16e 6 0     ή  2x x4e 8e 3 0    

Θέηνπκε 
xe y 0   νπόηε έρνπκε:  

2 1 3
4y 8y 3 0 y

2 2
       

Άξα 
x1 3

e
2 2
    ή  

1 3
ln x ln

2 2
   ή 

3
ln 2 x ln

2
    θαη επεηδή x (0, ) 

3
0 x ln

2
   

7o 

Θ έ μ α  Β  
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Β1. Αθνύ ην P(x) έρεη παξάγνληα ηνλ x, δειαδή ην x 0 , ηόηε: 

3 2 2 2P(0) 0 0 2α 0 β 1 0 β 1 0 β 1 β 1                

Αθνύ ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο ηνπ P(x) κε ην x+1 είλαη 3, ηόηε : 

3 2

2

P( 1) 3 ( 1) 2 α( 1) β 1 3

1 2α ( 1) 1 3 1 2α 1 1 3 2α 4 α 2

          

                
 

Β2. Γηα α=2 θαη β 1  , ην P(x) γίλεηαη:  
3P(x) x 4x   

Κάλνπκε ηε δηαίξεζε  P(x):(x+1) 

3 2x 0x 4x   x+1 

3 2x x   
2x x 3   

       
2

2

x 4x

x x

 

 
 

 

             
3x

3x 3



 
 

 

                  3  

Άξα  
2π(x) x x 3    

Καη ε ηαπηόηεηα ηεο δηαίξεζεο είλαη:  
3 2x 4x (x 1)(x x 3) 3       

Β3. 
3 2P(x) 0 x 4x 0 x(x 4) 0 x 0        

  
ή  2 2x 4 0 x 4 x 2        

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Έρνπκε        
2

x y ι

x 2y ι ι

   


   
            

1           1
D 2 1 1 0

1          2


    


 

Άξα, αθνύ D≠0, ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε γηα θάζε ι R . 

Γ2. Βξίζθνπκε 
xD  θαη yD : 

2 2

x 2

ι 1
D 2ι ι ι 3ι ι

ι ι 2
       

 
   2 2

y 2

1 ι
D ι ι ι ι 2ι

1 ι ι


       


 

Δπνκέλωο    
2

2x

0

D 3ι ι
x 3ι ι

D 1

 
         

2
y 2

0

D ι 2ι
y ι 2ι

D 1

 
      

Σειηθά  
2 2

0 0(x , y ) ( 3ι ι , ι 2ι)      

Γ3. 2 2 3 2 4 3

0 0x y 0 ( 3ι ι )( ι 2ι) 0 3ι 6ι ι 2ι 0               

4 3 2 2 2 2ι 5ι 6ι 0 ι (ι 5ι 6) 0 ι (ι 2)(ι 3) 0 P(ι) 0               
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ι=0  ή  ι 2    ή  ι 3   

Καηαζθεπάδνπκε ηνλ πίλαθα πξνζήκνπ.  

Σειηθά  P(ι) 0 ι ( , 3] [ 2, )         

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. 
2x

x

e 1
f (x) ln

e 1

 
  

 
. Πξέπεη 

x x2x e 1 0 e 1 0
2x x 2x

x

e 1
0 (e 1)(e 1) 0 e 1 0

e 1

   
        



2x 2x 0e 1 e e 2x 0 x 0        . Άξα  
fD (0, )  . 

Γ2. 
2x 2x

2

x x

e 1 e 1
f (x) 2ln 2 ln ln 2 4

e 1 e 1

  
      

  
 

                           
2x x 2x xe 1 4e 4 e 4e 5 0         

Θέηνπκε  
x 2e ω ω 4ω 5 0 (ω 5)(ω 1) 0 ω 5  ή  ω 1              

Άξα  
xe 5 x ln5     ή  

xe 1   αδύλαηε. 

Γ3.  
2x 2x

2x x 2x x

x x

e 1 e 1
f (x) 0 ln ln1 1 e 1 e 1 e e 2 0

e 1 e 1

  
             

  
 

Θέηνπκε 
x 2e ω ω ω 2 0 (ω 2)(ω 1) 0 ω 2  ή  ω 1              

Άξα  
xe 2 x ln 2     ή  

xe 1   αδύλαηε. Σειηθά  
2x xe e 2 0 x ln 2     . 

8o 

Θ έ μ α  B  

Β1. Αθνύ ην P(x) έρεη παξάγνληεο ην x+1 θαη ην x 2  άξα: 

P( 1) 0  (1)

P(2) 0   (2)

 


 δειαδή  

α β 3

2α β 6

   


   

α 3

β 0

 


 

Β2. Ζ εμίζωζε P(x)=0 δειαδή 
3 2x 3x 4 0    έρεη παξάγνληεο ην x+1 (άξα ξίδα ην 1 ) 

θαη x 2  (άξα ξίδα ην 2) νπόηε κε ζρήκα Horner έρνπκε: 

1 3  0 4 1  

 1  4 4   

1 4  4 0  

 

3 2 2 2x 3x 4 0 (x 1)(x 4x 4) 0 (x 1)(x 2) 0 x 1  ή  x 2                 

Β3. i. Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 
3 2P(x) x 3x 4    ηέκλεη ηνλ άμνλα y΄y 

όηαλ x=0 δειαδή P(0)=4 δειαδή ζην ζεκείν (0,4). 
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ii. Οη ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο ε C είλαη θάηω από ηνλ άμνλα x΄x είλαη νη ιύζεηο ηεο 

αλίζωζεο P(x)<0 δειαδή:  
3 2 2x 3x 4 0 (x 1)(x 2) 0 x 1           

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Πξέπεη 2x 0 x 0    θαη 
2x 0  ηζρύεη. Άξα  

fD (0, )   

Γ2. 
21 1

f (x) ln 2x ln x ln 2 ln 2x 2ln x ln 2 ln 2x ln x ln 2
2 2

           

f (x) 0 ln 2x ln x ln 2 0 ln(2x x ) ln 2 0

2x x
ln 0 ln(x x ) ln1 x x 1

2

         

  
        

 

 

Αλ  2x 0 x 1 x 1  ή  x 1        απνξξίπηεηαη 

Αλ  
2 2x 0 x 1 x 1       αδύλαηε.      Άξα  x=1. 

Γ3. f (x) 2f ( x) ln 2x ln x ln 2 2(ln 2 x ln x ln 2)         

2

1

2

ln 2x ln x ln 2 2ln 2 x 2ln x 2ln 2

ln 2x ln x ln(2 x) 2ln x ln 2

1
ln 2x ln x ln(4x) 2ln x ln 2 ln 2x ln x ln 4x 2 ln x ln 2

2

4x
ln 2x ln x ln 4x ln x ln 2 ln 2x ln ln 2x ln 2x  ηζρύεη

2

     

    

          

 
         

 

 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Πξέπεη  1 x 0 x 1       θαη  1 x 0 x 1     

Άξα ην πεδίν νξηζκνύ είλαη:   fD R 1,1   . 

Γ2. Γηα λα είλαη άξηηα ή πεξηηηή πξέπεη γηα θάζε 
fx D  θαη ην fx D  , ην νπνίν ηζρύεη 

θαη ζα βξνύκε ην 
1 εκ( x) 1 εκ( x) 1 εκx 1 εκx

f ( x) f ( x) f (x)
1 x 1 x 1 x 1 x

     
       

   
 

Δπνκέλωο f άξηηα. 

Γ3. Γηα λα δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α(0,2) πξέπεη: f(0)=2. 

1 εκ0 1 εκ0 1 0 1 0
f (0) 2 2 2 1 1 2 2 2

1 0 1 0 1 1

   
           

 
 ηζρύεη. 

Γ4. Πξέπεη  1 x 0 x 1       θαη  1 x 0 x 1     

2 1 εκx 1 εκx 2
f (x)

1 x 1 x 1 x 1 x

 
    

   
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(1 εκx) (1 εκx) 2
(1 x)(1 x) (1 x)(1 x) (1 x)(1 x)

1 x 1 x 1 x

1 εκx x xεκx 1 εκx x xεκx 2 2x 0 2xεκx 2x 0

2x(εκx 1) 0 x 0 ή εκx 1

 
         

  

              

     

 

π π π π
εκx 1 εκx εκ x 2θπ ή  x 2θπ π x 2θπ ,  θ Z

2 2 2 2
              

9o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Γηα λα είλαη ην 1 ξίδα ηνπ P(x) πξέπεη: 

3 2 2 2 2P(1) 0 1 1 4 1 θ 0 1 1 4 θ 0 θ 4 θ 2  ή  θ 2                   

Β2. i. Γηα θ=2 ην P(x) γίλεηαη:  3 2P(x) x x 4x 4     

Δθαξκόδνπκε Horner γηα  x 1  : 

1 1  4  4 1  

 1  2 2  

1 2  2  6  

 

Άξα π=6 θαη  2π(x) x 2x 2    

ii. 
3 2P(ζπλζ) 0 ζπλ ζ ζπλ ζ 4ζπλζ 4 0        

2 2

2 2

ζπλ ζ(ζπλζ 1) 4(ζπλζ 1) 0 (ζπλζ 1)(ζπλ ζ 4) 0

ζπλζ 1 0 ζπλζ 1  ή  ζπλ ζ 4 0 ζπλ ζ 4

         

        
 

Άξα  ζπλζ ζπλ0 ζ=2θπ 0 ζ=2θπ, θ Ε      

ή  ζπλζ 2  αδύλαηε  ή  ζπλζ 2   αδύλαηε δηόηη  ζπλζ 1 . 

 

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Γηα λα είλαη ε f γλεζίωο θζίλνπζα πξέπεη γηα 
1 2x x  ην 

1 2f (x ) f (x )  

Έρνπκε: 

1 2 1 2

1 2

x x x x

x x

1 2 1 2

1 1 1 3 1 3
x x 3 3 f (x ) f (x )

3 3 3 4 3 4

       
                 

       
 

Άξα  f   

Γ2. 
x x 2x 2x x

2x1 3 1 1 1 1
4f (x) g(x) 4 4 3 4 3 4 3 0

3 4 3 3 3 3

         
                    

         
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Θέηνπκε   

x
1

ω
3

 
 

 
 θη έρνπκε: 2ω 4ω 3 0 (ω 3)(ω 1) 0 ω 3  ή  ω 1           

Άξα  

x x 1
1 1 1

3 x 1
3 3 3



     
          

     
  θαη  

x x 0
1 1 1

1 x 0
3 3 3

     
         

     
 

Γ3. 
x x

5 1 3 5 1 3 5
f (x)

12 3 4 12 3 4 12

   
            

   
 

x x x 1
f1 4 1 1 1 1

x 1
3 12 3 3 3 3

       
              

       
 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Πξέπεη  
3 x

0 3 x 0 x 3
3 x


     


  θαη  3 x 0 x 3       Άξα  

fD ( 3,3)   

Γ2. 

1 8
3

1 8 43 3f ln ln ln ln ln 4 ln 5 0
1 103 10 5

3
3 3

   
        

              
           

   

   (αθνύ ln4<ln5)  

Γ3. 
3 0

f (0) ln ln1 0
3 0

 
   

 
 

3 2 1
f (2) ln ln ln1 ln5 ln5

3 2 5

   
        

   
      

3 2
f ( 2) ln ln5

3 2

 
   

 
 

Γ4. 
x x1 4

f (3 ) f (0) f (2) f ( 2) f f (3 ) 0 ln5 ln5 ln
3 5

   
              

   
 

x x
x x x

x x

x x x x 1 x

4 3 3 4 3 3 4
f (3 ) ln ln ln 5(3 3 ) 4(3 3 )

5 5 53 3 3 3

1
15 5 3 12 4 3 3 9 3 3 3 3 x 1

3





     
             

     

               

 

Κη επεηδή  
fD ( 3,3)  , ηειηθά  x ( 3, 1)    

10o 

Θ έ μ α  Β  

Β1.  Γηα λα έρεη παξάγνληα ην x 1 , πξέπεη: 

3 2P(1) 0 2 1 (θ 1) 1 4θ 1 3 0 2 θ 1 4θ 3 0 3θ 6 θ 2                     

Β2. i. Γηα θ=2, ην P(x) γίλεηαη:  
3 2P(x) 2x 3x 8x 3     

3 2P(x) 0 2x 3x 8x 3 0     
 

Δθαξκόδνπκε Horner γηα x=1: 

2 3 8  3 1 
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 2 5 3   

2 5 3  0  

Άξα : 
3 2 22x 3x 8x 3 0 (x 1)(2x 5x 3) 0 x 1 0 x 1               

ή  
1

2

1,2

2

2 1
x

5 7 4 2
2x 5x 3 0 x

124
x 3

4


   

     
    


 Άξα x=1, ή 
1

2
, ή 3  

ii. Πξέπεη: 
3 2 2P(x) 0 2x 3x 8x 3 0 (x 1)(2x 5x 3) 0            

Καηαζθεπάδνπκε ηνλ πίλαθα πξνζήκνπ. 

Σειηθά, 
1

P(x) 0 x 3, (1, )
2

 
      

 
 

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Πξέπεη  x 1 0 x 1      θαη  x 3 0 x 3    .     Σειηθά,  
fD (3, )  . 

Γ2. Πξέπεη: 

1

f (5) log5 log(5 1) log(5 3) 1 log5 log 4 log 2 1 log5

4 2
log log10 log5 log 2 log10 log5 log log5

2 10

1
log log5 log5 log5 log5 log5 ηζρύεη.

5



             

   
             

   

 
          

 

 

Γ3. 
x 1

f (x) 0 log(x 1) log(x 3) 1 0 log 1
x 3

 
          

 
 

x 1 x 1 29
log log10 10 x 1 10x 30 9x 29 x

x 3 x 3 9

  
            

  
 

Γ4. f (x) log5 log(x 1) log(x 3) 1 log5           

x 3

x 1 x 1 10
log log10 log5 log log

x 3 x 3 5

x 1 x 1
log log 2 2 x 1 2x 6 x 5

x 3 x 3

 

      
         

      

  
          

  

 

 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. i. Γηα λα έρεη κνλαδηθή ιύζε, πξέπεη D≠0. 



294 

εκζ 1                  2
εκζ 1         2

D π
ζπλ ζ           3 εκζ              3

2




   
 

 
 

D 3(εκζ 1) 2εκζ 3εκζ 3 2εκζ D εκζ 3 0            1 εκζ 1    

ii. x

2        2
D 6 2 4

2        3
   

 
y

εκζ 1                  2

D εκζ 1 2εκζ εκζ 1π
ζπλ ζ           1

2



       
 

 

 

Άξα  x

0

D 4
x

D εκζ 3
 


  θαη  

y

0

D 1 εκζ
y

D εκζ 3


 


 

Γ2. 
0 0

4 1 εκζ 4 1εκζ 3 εκζ
x y 1 1 1 1 1 1

εκζ 3 εκζ 3 εκζ 3 εκζ 3

  
          

   
ηζρύεη. 

Γ3.
0 0

0 0 0 0 0 0

1 1 1x 1 y
x y 1 y y y y7 7 72 2 3 2 2 2 3 2 2 2 2 3 2

 


              

0 0 0

1 1 1

y y y7 7 7
0

1
2 (2 1) 3 2 3 2 3 2 2 2 y  

7
            θαη  

0 0

1 8
x 1 x

7 7
     

Δπνκέλωο:  
0

4 8 4 1
x 8εκζ 24 28 8εκζ 4 εκζ

εκζ 3 7 εκζ 3 2
         

 
 

π π π
εκζ εκ ζ 2θπ   ή  ζ 2θπ π ,  θ Ε

6 6 6
          

Όκωο  

π π π π π π π π
0 ζ 0 2θπ 2θπ 2θπ

2 6 2 6 2 6 6 3

1 1 π
θ θ 0. Άξα ζ

12 6 6

               

      

 

θαη  
π π 5π π 5 1

0 2θπ π 2θπ θ
6 2 6 3 12 6

              αδύλαην δηόηη θ Ε .   

Σειηθά 
π

ζ
6

 . 

11o 

Θ έ μ α  B  

Β1.  Γηα λα έρεη ξίδα ην 1 πξέπεη:  
5 4P(1) 0 1 1 θ 1 ι 0 θ ι 2            

Καη γηα λα έρεη ξίδα ην 1  πξέπεη: 

5 4P( 1) 0 ( 1) ( 1) θ ( 1) ι 0 1 1 θ ι 0 θ ι                   



295 

Λύλνπκε ην ζύζηεκα:             
θ ι 2 2θ 2

θ 1, ι 1
θ ι θ ι

     
      

  
 

Β2. Γηα θ 1   θαη ι 1   ην P(x) γίλεηαη:  
5 4P(x) x x x 1     

4 4 2 2

2 2 2

P(x) x (x 1) (x 1) (x 1)(x 1) (x 1)(x 1)(x 1)

(x 1)(x 1)(x 1)(x 1) (x 1) (x 1)(x 1)

           

        
 

Β3. Έρνπκε  
2 2

2

P(x) (3 2x) (x 1) (x 1)(x 1)(3 2x)
0 0

(x 1)(x 1)x 1

     
  

 
 

2 2Q(x) (x 1) (x 1)(x 1)(3 2x)(x 1)(x 1) 0 κε x 1 θαη x 1             

Έρνπκε  x 1  , x=1, 
3

x
2

 , x=1, x 1 
3

Q(x) 0 x ( 1,1) 1,
2

 
     


 

Θ έ μ α  Γ  

Γ1.
3x 6 3x 6 02014 1 2014 2014 3x 6 0 3x 6 x 2            

Γ2.  i. 
π

f (x) 4ζπλ 3x 2
4

 
   

 
 

Ηζρύεη: 

4 2π π
1 ζπλ 3x 1 4 4ζπλ 3x 4

4 4

π
2 4ζπλ 3x 2 6 2 f (x) 6

4

    
           

   

 
          

 

 

Γειαδή, ειάρηζηε ηηκή ην 2  θαη κέγηζηε ην 6. 

ii. 
π π

f (x) 0 4ζπλ 3x 2 0 4ζπλ 3x 2
4 4

   
            

   
 

π 1 π π
ζπλ 3x ζπλ 3x ζπλ

4 2 4 3

π π π 2π
ζπλ 3x ζπλ π ζπλ 3x ζπλ

4 3 4 3

π 2π 11π 2θπ 11π
3x 2θπ 3x 2θπ x ,  θ Ε

4 3 2 3 36

     
             

     

     
            

     

          

 

ή  
π 2π 5π 2θπ 5π

3x 2θπ 3x 2θπ x ,  θ Z
4 3 12 3 36

           

Γ3. Έρνπκε 

 i. 
2 2x 3 x x 3 2 x 2 22 4 2 2 x 3 2 x x 3 4x            

2x 4x 3 0 (x 3)(x 1) 0 x 3  ή  x 1              x ( ,1] [3, )     

i. Σν ξ=2. Όκωο  ξ ( ,1] [3, )    . 
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Άξα ην 2 δελ είλαη ιύζε αλίζωζεο. 

ii. Ζ αλίζωζε  
2x 3 x2 4  , γηα x=2014 γίλεηαη:  

22014 3 20142 4  . 

Άξα ην 
22014 32 

 είλαη κεγαιύηεξν ηνπ 20144  (2014 [3, ))   

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Πξέπεη  x 2 0 x 2    . Άξα  
fD (2, )   

Γ2. Έρνπκε 

3 2f (x) 3log 2 2log3 log(x 2) log 2 log3 log(x 2) log8 log9

8 8 8 26
log(x 2) log x 2 x 2 x

9 9 9 9

         

 
           

 

 

Γ3. 
2 2f (x) f (x) 2 f (x) f (x) 2 0      . Θέηνπκε  f(x)=ω  θη  έρνπκε  

2ω ω 2 0    

Άξα  
2ω ω 2 0 (ω 2)(ω 1) 0 ω 2  ή  ω=1           

Δπνκέλωο: f (x) 2 log(x 2) 2 log(x 2) 2log10           

2 1 1 201
log(x 2) log10 x 2 x 2 x x 2,01

100 100 100

              

θαη  log(x 2) 1 log(x 2) log10 x 2 10 x 12           

Σειηθά  
2f (x) f (x) 2 0 x (2,  2,01] [12, )        

Γ4.                       log(f (x)) 0 log(log(x 2)) 0 log(log(x 2)) log1


         

log(x 2) 1 log(x 2) log10 x 2 10 x 12


           . Σειηθά  x (2,12]  

12o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Κάλνπκε ηε δηαίξεζε: 

3 2x 3x αx 2    x 2  

3 2x 2x   2x x α 2    

      
2

2

x αx 2

x 2x

  

 
 

 

             
x(α 2) 2

x(α 2) 2α 4

 

   
 

 

                         2α 2   

Άξα  
2π(x) x x α 2      θαη  π 2α 2  . Ζ ηαπηόηεηα ηεο δηαίξεζεο είλαη: 



297 

3 2 2x 3x αx 2 (x 2)(x x α 2) 2α 2         
 

Β2.  i. Γηα λα είλαη ην 2 ξίδα ηνπ P(x) πξέπεη: 

3 2P(2) 0 2 3 2 α 2 2 0 8 12 2α 2 0 2α 2 α 1                  

ii. Γηα α=1 ην P(x) γίλεηαη:  
3 2P(x) x 3x x 2     νπόηε 

2 3 2 2

3 2 2 3 2

P(x) x 4 x 3x x 2 x 4

x 3x x 2 x 4 0 x 4x x 6 0

        

           
 

Δθαξκόδνπκε Horner γηα x 1  : 

1 4  1 6 1  

 1  5 6   

1 5  6 0  

 

Άξα: 

3 2 2x 4x x 6 0 (x 1)(x 5x 6) 0

(x 1)(x 2)(x 3) 0 x 1  ή  x 2  ή  x 3

         

         
 

Σειηθά  x ( 1,2) (3, )     

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Δθόζνλ ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο ηνπ 

3 2 2P(x) x 5εκζ x 2x 2ζπλ ζ     , κε ην (x 1)  είλαη 2 , ηζρύεη: 

3 2 2 2

2 2 2

P(1) 2 1 5εκζ 1 2 1 2ζπλ ζ 2 2ζπλ ζ 5εκζ 1 0

2(1 εκ ζ) 5εκζ 1 0 2 2εκ ζ 5εκζ 1 0 2εκ ζ 5εκζ 3 0  (1)

             

             
 

Γ2. Θέηνπκε  εκζ=ω θαη ε (1) γίλεηαη:  
22ω 5ω 3 0   , 

1

1,2

2

1
ω5 7

ω 2
4

ω 3


  

  
  

 

Άξα 
1

εκζ
2

  ή  εκζ 3   αδύλαην ( 1 εκζ 1)    

1 π π π
εκζ εκζ εκ ζ 2θπ   ή  ζ 2θπ π ,  θ Ε

2 6 6 6
         

 

Γ3. Από ηε ζρέζε: 

2

2 2 2 2 21 1 3 3
εκ ζ ζπλ ζ 1 ζπλ ζ 1 ζπλ ζ 1 ζπλ ζ ζπλζ

2 4 4 2

 
             

 
 

Όκωο, επεηδή  
π

ζ π
2
   ηόηε  

3
ζπλζ

2
  . 
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1

εκζ 2 1 32εθζ
ζπλζ 33 2 3 3

2

 
     



   θαη   
1 3 3 3

ζθζ 3
εθζ 33


       

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. 
2f (1) ln(e αe 2)    

Άξα 
2 2 2 2ln(e e 2) ln(e αe 2) e e 2 e αe 2 e αe α 1                

Γ2. Γηα α=1 ε f(x) γίλεηαη:  
2x xf (x) ln(e e 2)   . 

Πξέπεη:  
2x xe e 2 0   . Θέηω 

xe ω  θη έρνπκε  
2ω ω 2 0    

Άξα  
2ω ω 2 0 (ω 2)(ω 1) 0 ω 2  ή  ω 1            

Γειαδή  
xe 2   αδύλαην  ή  

x x 0e 1 e e x 0     . Σειηθά  
fD (0, )   

Γ3. 
2ln 2 ln 2 ln 4f (ln 2) ln(e e 2) ln(e 2 2) ln(4 0) ln 4          

22ln3 ln3 ln3f (ln3) ln(e e 2) ln(e 3 2) ln(9 1) ln10          

Γ4. Έρνπκε 

   

 

2x x 2x x

2x x 2x x 2x x

f (x) f (ln 2) f (ln3) ln e e 2 ln 4 ln10 ln e e 2 ln 4 ln10

ln e e 2 ln 40 e e 2 40 e e 42 0

           

           
 

Θέηνπκε  
xe ω  θη έρνπκε: 

2ω ω 42 0 (ω 7)(ω 6) 0 ω 7            ή ω=6. 

Άξα  
xe 7   αδύλαηε  ή  

x xe 6 lne ln6 x ln6      

13o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Έρνπκε: 
3 29 6( 1) ι( 1) 4( 1) 4 9 6 ι 4 4 ι 11                 

Β2. 
3 2P(x) 6x 11x 4x 4    . Οη πηζαλέο αθέξαηεο ξίδεο ηνπ P(x) είλαη 1,  2, 4   .  

Με ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο Horner: 

6 11  4  4 2 

 12 2 4   

6 1 2  0  

 

Άξα  
2P(x) 0 (6x x 2)(x 2) 0       

1
2

1,2

2

1
x

1 7 2
6x x 2 0 x

8 212
x

12 3


  

      
    


       x 2 0 x 2     
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Γηα ηνλ y΄y έρνπκε Ρ(0)=4. Άξα ε ζπλάξηεζε ηέκλεη ηνλ y΄y ζην ζεκείν Κ(0,4). 

Β3. Με ηε βνήζεηα ηνπ πίλαθα γηλνκέλνπ βξίζθνπκε όηη ε 
fC  ηνπ πνιπωλύκνπ βξίζθεηαη 

πάλω από ηνλ x΄x γηα  
2 1

x , (2, )
3 2

 
    
 

 

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Πξέπεη 
2x 2x 3 0        Γ 4 12 8 0     .   Άξα  2x 2x 3 0,  x R     

Δπνκέλωο ην π.ν. ηεο f είλαη Α=R. 

Γ2. 
x x 2x x xf (e ) ln(e 1) ln(e 2e 3) ln(e 1)         

                                   
2x x x 2x xe 2e 3 e 1 e 3e 2 0          

Θέηνπκε 
xe ω  θαη ε αλίζωζε γίλεηαη  

2ω 3ω 2 0    

Γ 9 8 1     κε  
1

1,2

2

ω 23 1
ω

ω 12


  


 

Άξα  
2 x xω 3ω 2 0 ω 1  ή  ω 2 e 1  ή  e 2 x 0  ή  x ln 2             

Γ3. 
2 2 27 7

f (εκx) ln ζπλ x ln(εκ x 2εκx 3) ln ζπλ x
2 2

   
          

   
 

2 2 2 27 3
εκ x 2εκx 3 1 εκ x 2εκ x 2εκx 0 4εκ x 4εκx 3 0

2 2
               

Θέηνπκε εκx=ω     Γ=16+48=64     

12
  απνξ.

4 8 8
ω

18

2


 

  



 

Δπνκέλωο  
1 π

εκx εκx εκ
2 6

 
     

 
     νπόηε   

π
x 2θπ

6
θ Ε

π
x 2θπ π

6


 


   


 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Γηα ηελ f ηζρύεη x A,  x A    δηόηη ην π.ν. ηεο f είλαη Α=R. 

Δπίζεο  
x xe e

f ( x) f (x)
2

 
    άξα f άξηηα. 

Γ2. Σν π.ν. ηεο g είλαη ην R. Γηα θάζε 
1 2x ,x R  έρνπκε:  1 2x x

1 2x x e e   (1)    

1 2 1 2x x x x

1 2 1 2x x x x e e e e   (2)
   

        
 

Από (1) θαη (2) έρνπκε  1 1 2 2x x x x
e e e e

 
    άξα 

1 1 2 2x x x x

1 2

e e e e
g(x ) g(x )

2 2

 
 

   . Άξα ε g γλεζίωο αύμνπζα. 
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Γ3. 

1ln 2 ln 2 ln 2

1 3
2

e e 2 e 32 2g(ln 2)
2 2 2 2 4

 
 

      

Δπνκέλωο ε αλίζωζε γίλεηαη  
g3

g(x) g(x) g(ln 2) x ln 2
4

     . 

Γ4. 
x x

x x x

x

e e 1
f (x) ζπλx ζπλx e e 2ζπλx e 2ζπλx

2 e




          

Όκωο  x

x

1
e 2

e
   θαη  2ζπλx 2 . Δπνκέλωο ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν αλ γηα ηελ ίδηα ηηκή 

ηνπ x  x

x

1
e 2  (1)

e
   θαη  2ζπλx=2  (2). Όκωο  x

x

1
e 2

e
   αλ θαη κόλν αλ 

xe 1 x 0   , γηα ηελ νπνία ηζρύεη θαη ε (2). Δπνκέλωο ε ξίδα ηεο εμίζωζεο είλαη x=0. 

 

14o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Σν πνιπώλπκν  Ρ(x)  έρεη παξάγνληα ην x 1  θαη ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο ηνπ κε ην 

x 1  είλαη ίζν κε 12, άξα:  

  P(1) 0 1 2 α 2β 0 α 2β 3  1              θαη  

  P( 1) 12 1 2 α 2β 12 α 2β 11  2          . 

Πξνζζέηνπκε θαηά κέιε ηηο εμηζώζεηο (1) θαη (2), νπόηε πξνθύπηεη  α 7   θαη  β 2 . 

Β2. i. Γηα α 7    θαη  β 2 είλαη:   3 2P x 0 x 2x 7x 4 0      . 

Με ζρήκα Horner έρνπκε: 

 

 

 

Άξα είλαη    3 2 2x 2x 7x 4 0 x 1 x 3x 4 0           

       
2

x 1 x 4 0 x 4,1 1,         . 

ii.  Πξέπεη:  

    
i.

P x 0 x 4,      θαη 

  2 x x 1 0 x 2      

Δίλαη         
22

P x 2 x x 1 P x 2 x x 1         

          
2 2 22 2x 1 x 4 4 4x x x 1 x 1 x 5x 0              

x 1   ή   x 0   ή   x 5    . 

1 2 7  4 1 

 1 3 4  
 

1 3 4  0 
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Αιιά επεηδή   x 4,2   νη ιύζεηο ηεο εμίζωζεο είλαη x 1   ή   x 0  . 

Θ έ μ α  Γ  

Γ1.  25ζπλ2α 14ζπλα 7 0 5 2ζπλ α 1 14ζπλα 7 0         

                                  2 210ζπλ α 14ζπλα 12 0 5ζπλ α 7ζπλα 6 0         

2Γ ( 7) 4 5( 6) 49 120 169       
    

ζπλα 2 απνξ.
7 13

ζπλα 6 3
10 ζπλα ζπλα

10 5


 

 
    



 

Γ2. Από ηελ ηαπηόηεηα  
εκα 0

2 2 2 16 4
ζπλ α εκ α 1 εκ α εκα

25 5



        

4 3 24
εκ2α 2εκαζπλα 2

5 5 25

  
      

  
 

2 9 18 7
ζπλ2α 2ζπλ α 1 2 1 1

25 25 25
                

24

2425εθ2α
7 7

25

  



 

Θέμα Δ 

Γ1. Έρνπκε 
6 6 16 α 6

f (2) log log(16 α) 1 log 16 α 12 α 4
5 5 10 5


              

Γ2. Γηα ηελ f: πξέπεη 
x 12 1 0    ηζρύεη  x R  άξα  

fA R . 

Γηα ηελ g: πξέπεη 
x4 4 0 x 1     

Γ3.  
1 2 1 1

f (0) f ( 1) log(2 1) log(2 1) log 1 log 1
2 4

     
            

   
 

3

3 5 62log log log log g(2)
52 4 5

4

      

Γ4.  Γηα x>1 έρνπκε:  x x 1log(4 4) 1 log(2 1)     

xx 2 ω 0
x x 1 x 2

2 2

2
log(4 4) 1 log(2 1) (2 ) 4 10 10

2

ω 4 5ω 10 ω 5ω 14 0 ω 7 ή ω 2 απνξ.

 
         

           

 

Άξα 
x x ln 7

2 7 ln 2 ln 7 x
ln 2

      

15o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Έρνπκε 
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4 2x 5x αx β    2x 1  

4 2x x   2x 4  

       
2

2

4x αx β

4x            4

  


 

 

                αx β 4    

Άξα 2π(x) x 4    θαη  π(x) αx β 4    

Β2. Αλ π(x) 2x 5   ηόηε     
α 2

α 2,  β 1
β 4 5

 
  

   
 

Β3. 
2 4 2 2P(x) 2x 1 x 5x 2x 1 2x 1             

4 2 3 3x 3x 2x 0 x(x 3x 2) 0 x 0  ή  x 3x 2 0              

Με ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο Horner: 

1 0 3  2 1 

 1 1 2   

1 1 2  0  

2 2(x 1)(x x 2) 0 x 1 0  ή  x x 2 0 x 1              ή  
1,2

11 3
x

22

 
  


 

Δπνκέλωο νη ξίδεο ηεο εμίζωζεο είλαη x=0, x=1 (δηπιή), x 2   

Θέμα Γ 

Γ1. max f α 1 α 1    .   Άξα  α 1 3 α 2     

2π 2π 2
T

ω πβ β
        

2 1
4 β

β 2
    

Γ2. 
3 πx 3 πx 1 πx π

f (x) 3ζπλ ζπλ ζπλ ζπλ
2 2 2 2 2 2 3

         

πx π 2
2θπ x 4θ ,  θ Ε

2 3 3
        

Θέμα Δ 

Γ1. Πξέπεη  

2x x 2x x 2x x1 1
e e 0 2e e ln 2 ln e ln e ln 2 2x x x ln 2 x ln

2 2
                
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Γ2. x x x x x 2x x1 1 1 1
x ln e ln e ln e ln e e ln e e f (x)

2 2 2 2

        
                 

        
 

Γ3. 2 1 1 1 1
f (1) ln e e ln e e ln e ln e 1 ln e

2 2 2 2

        
                 

        
 

2 1
f (2) 2 ln e

2

 
   

   
2

2

3 3

2 2

1 1 2e 1 2e 1
f (1) f (2) 1 ln e 2 ln e ln ln 1

2 2 2 2

2e 1 2e 1
ln 1 e 2e 1 2e e 2e 3e 1 0

2e 1 2e 1

    
            

   

 
           

 

 

Με ηε βνήζεηα ηνπ ζρ. Horner: 

2 0 3  1 1 

 2 2 1   

2 2 1  0  

 

2(e 1)(2e 2e 1) 0    . Όκωο e>1 θαη 2e(e+1)>1, επνκέλωο ηζρύεη. 

Γ4. 
3 2 x x 3 2 x1 1 1

f (x) x 2x ln e x ln e x 2x ln e
2 2 2

     
                

     
 

3 2 3x 2x x 0 x(x 2x 1) 0          1,2

2 2 2
x 1 2

2


    

Γηα λα δερηνύκε ηηο ξίδεο πξέπεη:  
1 1

0 ln ,  1 2 ln
2 2

    

1
1 2 ln 1 2 ln 2 1 ln 2 2

2
          ηζρύεη, άξα είλαη όιεο δεθηέο. 

Άξα  x (1 2,0) (1 2, )      

16o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. 
π

f (0) 1 1 ζπλ εκπ θ 1 0 0 θ θ 1
2

            

Άξα  f (x) εκx εκx 1 2εκx 1      

Β2. 1 εκx 1 2 2εκx 2 1 2εκx 1 3 1 f (x) 3              

Β3. f (x) f ( x) 2εκx 1 2εκ( x) 1 2εκx 1 2εκx 1 2             
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Β4. 
π

2εκx 1 1 2ζπλx εκx ζπλx εκx εκ x
2

 
         

 
 

π π
x 2θπ π  ή  x 2θπ π x (αδύλ.)

2 2
        Άξα  

π π
2x 2θπ x θπ

2 4
      

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. 
4 3P( 2) 0 (α 1)( 2) α( 2) 2 α 4 0 16α 16 8α 2 α 4 0                   

9α 18 α 2     

Γ2. Γηα α=2:  4 3P(x) x 2x x 2    .   Με ηε βνήζεηα ηνπ ζρ. Horner: 

1 2 0 1  2  2  

 2  0 0 2  

1 0 0 1  0  

Από ηνλ πίλαθα γηλνκέλνπ ε f(x) είλαη πάλω από ηνλ x΄x γηα x ( , 2) (1, )      

Γ3. 99 ( , 2)     άξα  P( 99) 0                 1,15 ( 2,1)    άξα  P( 1,15) 0   

2013 (1, )   άξα  P(2013) 0                  Άξα  P( 99) P( 1,15) P(2013) 0    
 

Γ4. Έρνπκε 

  
4 3 2x 2x 0x x 2     

2x 2x 1   

4 3 2x 2x x    2x 1  

                   2x x 2    

                2x 2x 1     

                        3x 1    

Άξα ην πειίθν ηεο δηαίξεζεο είλαη   2π x x 1   θαη ην ππόινηπν  π x 3x 1   . 

 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. i. Γηα λα είλαη ην P(x) ηξίηνπ βαζκνύ πξέπεη:   

3
ι

ι 124 12 2 1 0


       θαη ι+1≠0  

3
ι

ι 1 ι ι2
1

4 12 2 1 0 4 8 12 2 1 0
2


                Θέηνπκε   

ι2 ω 0  . 

2 1 1
8ω 6ω 1 0 ω ή ω

2 4
       

Άξα  
ι ι 11

2 2 2 ι 1
2

       Απνξ.             
ι ι 21

2 2 2 ι 2
4

       Γεθηή. 

ii. Γηα ι 2  :  3 2P(x) x (1 logα)x (2 logα)x 6       
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P(ι) 0 P( 2) 0 8 4 4logα 4 2logα 6 0

6logα 6 logα 1 α 10

            

     
 

Γ2. 2ln x ln x P(2)   γηα x≠0. Όκωο  3 2P(x) x 2x 3x 6     

Άξα: 
4

2ln x ln x 4 3ln x 4 ln x
3

       

4 4 4 4

3 3 3 3ln x ln e x e e x e   θαη  x 0          

17o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Έζηω 
3 2P(x) αx βx γx δ    ,  Ρ(0) 0 δ 0   . 

3 2 2 3 2αx βx γx (x 1)(θx ι) ... θx ιx θx ι           νπόηε  θ=α, ι=β, θ=γ, ι=0. 

Όκωο α+β+γ=0 νπόηε ηειηθά α=γ=1, β=0.  Δπνκέλωο  
2 3P(x) x(x 1) x x    . 

Β2. 3 3 3 2 3(x x 2) (x x 2) x x 2 0         , 

Θέηνπκε  
3x x 2 ω   , νπόηε έρνπκε 

3 2 2ω ω ω 0 ω(ω ω 1) 0 ω 0          δηόηη 
2ω ω 1 0   . 

Γειαδή 
3 2x x 2 0 (x 1)(x x 2) 0 x 1           δηόηη 

2x x 2 0    γηα θάζε x. 

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. max f 2      min f 2   

Γ2.
π π π π π 3

f 2 ζπλ 2 2 ζπλ π 2 ζπλ 2 3
2 2 6 6 6 2

     
                  

     
 

π
f f (π) 3 3 0

2

 
     

 
 

Γ3. π π 1 π π
2ζπλ 2x 1 ζπλ 2x ζπλ 2x ζπλ

6 6 2 6 3

     
            

     
 

π π π π π π
2x 2θπ 2x 2θπ 2x 2θπ x θπ ,  θ Z

6 3 3 6 6 12
                ή 

π π π π π π
2x 2θπ 2x 2θπ 2x 2θπ x θπ ,  θ Z

6 3 3 6 2 4
               

Θ έ μ α  Δ  

Γ1.  Πξέπεη  4 α 0 α 4     θαη 4 α 1 α 3     

Γηα α=3 ε ζπλάξηεζε είλαη ζηαζεξή f(x)=1. 

Γ2. i. Γηα 4 α 1 4 1 α 3 α        ε f είλαη θζίλνπζα. 

 ii. Γηα  4 α 1 4 1 α 3 α        ε f είλαη αύμνπζα. 
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Γ3. x 1f (x) (4 α) 2 (4 α) 2 4 α α 2           

Γ4. i. 2 2log 3 log 5

2 2f (log 3) f (log 5) 2 2 3 5 8           xf (x) 2  

ii. x 2xf (x) 2 f (2x) 2    

2x x x 2 x2 3 2 2 0 (2 ) 3 2 2 0               Θέηνπκε 
xω 2  

2

1 2ω 3ω 2 0 ω 2  ή  ω 1      
 

x x 12 2 2 2 x 1       ή  
x x 02 1 2 2 x 0      

 

18o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Ηζρύεη: 3P(2) 0 2 2α 2 0 8 2α 2 0 2α 6 α 3                

Β2. Έρνπκε 

3 2x 0x 3x 2    2x 2x 1   

3 2x 2x x    x 2  

      
2

2

2x 4x 2

2x 4x 2

  

 
 

 

                      0  

 

Άξα  3 2x 3x 2 (x 2)(x 2x 1)       

Β3. 
2(x 1) 0

2 2P(x) 0 (x 2)(x 2x 1) 0 (x 2)(x 1) 0 x 2 0 x 2
 

                

Άξα  x ( ,2)   

 

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Θα πξέπεη λα ηζρύεη: x 2 0 x 2      
x 1

0 (x 1)(x 2) 0
x 2


    


 

Δπνκέλωο  
fA ( ,1) (2, )     

Γ2. Έρνπκε 

 3 1
f (3) ln ln 2

3 2

 
  

 
              4 1 3

f (4) ln ln
4 2 2

 
  

 
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 
1 1

1
1 12 2f ln ln ln

1 32 3
2

2 2

   
     

      
         

   

 

Άξα  
1 3 1

f (3) f (4) f ln 2 ln ln ln 2 ln3 ln 2 ln1 ln3 0
2 2 3

 
           

 
 

Γ3. Έρνπκε  
ln 2 x 1

f (x) ln(x 2) e ln1 ln ln(x 2) 2
x 2

 
        

 
 

2 2 2x 1
ln (x 2) 2 ln(x 1) 2 ln(x 1) ln e x 1 e x e 1

x 2

 
                

 
 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Από ην ζρήκα θαίλεηαη όηη ε κέγηζηε ηηκή ηεο f είλαη ην 4 θαη αληίζηνηρα ε ειάρηζηε 

είλαη ην 4 . Σελ κέγηζηε ηηκή ηελ παξνπζηάδεη γηα 
π

x 2θπ
4

   θαη ηελ ειάρηζηε γηα 

3π
x 2θπ

4
  . 

Γ2. Ηζρύεη:  f (x) 4εκ(ωx)  από ην πξνεγνύκελν εξώηεκα. Δπίζεο:  

2π 2π
T π ω 2

ω ω
      Ζ πεξίνδνο Σ είλαη πξνθαλώο ίζε κε π από ην ζρήκα. 

Γ3.  
1 π

f (x) 2 4εκ(2x) 2 εκ(2x) εκ(2x) εκ
2 6

         

 π π
2x 2θπ x 2θπ

6 12
      

 π 5π 5
2x 2θπ π 2x 2θπ x θπ

6 6 12
          

π π 11π 1 11 π
0 x π 0 θπ π θπ θ θ 0 x

12 12 12 12 12 12
                   

5π 5π 7π 5 7 5π
0 x π 0 θπ π θπ θ θ 0 x

12 12 12 12 12 12
                   

Γ4. ΢ην δηάζηεκα  
π

0,
4

 
 
 

 ε ζπλάξηεζε είλαη αύμνπζα θαη ηζρύεη: 

π π π π π
f f

9 7 4 9 7

   
      

   
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19o 

Θ έ μ α  B  

Β1. Δίλαη 
2x 1 0  , νπόηε ε  f x  έρεη πεδίν νξηζκνύ ην A R . Σεο είλαη  

   
22 2

2

2x
f x 1 1 2x x 1 0 x 2x 1 x 1 0

x 1
            

 , 

 πνπ ηζρύεη γηα θάζε x R . 

Β2. Δίλαη  f x 1   θαη επεηδή  f 1 1  ε  ηζόηεηα  f x 1  ηζρύεη όηαλ x 1  

 άξα       f x 1 f x f 1   , νπόηε ε  f x  έρεη κέγηζην ην 1, όηαλ x 1 . 

Β3. Ζ ζπλάξηεζε  f x  πεδίν νξηζκνύ ην A R , νπόηε γηα θάζε x R  ζα είλαη θαη 

x R   θαη   
 

 
 

2 2

2 x 2x
f x f x

x 1x 1


     

 
, άξα ε  f x  είλαη πεξηηηή. 

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Έρνπκε: 

3 2

3 2

P(2) 0 2 α 2 β 2 2 0 8 4α 2β 2 0 4α 2β 6 0

P( 1) 0 1 α β 2 0 α β 3 0  ( 2)( 1) α( 1) β( 1) 2 0

               
     

                   

 

4α 2β 6 0
( ) 6α 0 α 0

2α 2β 6 0

   
     

   

.  Άρα  β 3 0 β 3       

Γ2. 
3x 3x 2 0   . Με ζρήκα Horner γηα ηελ ηηκή 2 ε εμίζωζε γίλεηαη: 

2 2(x 2)(x 2x 1) 0 (x 2)(x 1) 0         

άξα  x 2 0 x 2      ή  x 1 0 x 1      

Γ3. 2P(x) 0 (x 2)(x 1) 0                 P(x) 0  γηα  x [2, )   

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. 

xe 0
2x x x x x x xe 2e 0 e (e 2) 0 e 2 0 e 2 ln e ln 2 x ln 2



                θαη 

x x x x3 3 3
2e 3 0 2e 3 e ln e ln x ln

2 2 2
           

άξα  
fA (ln 2, )    θαη  g

3
A ln ,

2

 
  
 

 

Γ2. 2x x x 2x x x 2x xln(e 2e ) ln(2e 3) e 2e 2e 3 e 4e 3 0            

Θέηoπκε  
xe ω 2

1 2ω 4ω 3 0 ω 3  ή  ω 1       

άξα  
x xe 3 lne lm3 x ln3       ή  

xe 1 x 0    

Γ3. 2x x x 2x x x 2x xln(e 2e ) ln(2e 3) e 2e 2e 3 e 4e 3 0            
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Όπωο είδακε ζην Γ2 γηα ηελ ηζόηεηα  x=ln3  ή  x=0, άξα ζύκθωλα κε ην πηλαθάθη:  

x [0,ln3]  

20o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Γηα (x,y)=(0,0) ην ζύζηεκα γίλεηαη: 

2

(ι 1) 0 0 ι 0 ι ι 0
΢

0 ι 1 ι 1(ι 1) 0 2 0 ι 1

       
    

          
 ην νπνίν είλαη αδύλαην. 

Δπνκέλωο ην (x,y)=(0,0) δελ είλαη ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Β2. Γηα ι=0 έρνπκε:    
x y 0 x y x y y 1

΢
x 2y 1 x 2x 1 x 1 x 1

        
      

          
 

Β3. Έρνπκε:   
2 2 2

2

ι 1         1
D 2ι 2 (ι 1) ι 2ι 1 2ι 2 ι 1

(ι 1)     2

 
            

 
 

x

ι         1
D 2ι ι 1 ι 1

ι+1    2


       


 

2 2 2

y 2

ι 1            ι
D (ι 1) ι(ι 1) (ι 1) (1 ι)

(ι 1)     ι+1


       


 

Αλ  
2 2D 0 ι 1 0 ι 1 ι 1          

 Γηα ι=1 ην ζύζηεκα γίλεηαη:
2x y 1 2x y 1

΢
4x 2y 2 2x y 1

    
  

    
 

Άξα ην ζύζηεκα έρεη άπεηξεο ιύζεηο. 

 Γηα ι 1   ην ζύζηεκα γίλεηαη:
0x y 1 y 1

΢
0x 2y 0 y 0

    
  

   
 

Άξα ην ζύζηεκα είλαη αδύλαην. 

Αλ D≠0 ηόηε ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε: 

x

2

D 1 ι ι 1 1
x

D (ι 1)(ι 1) ι 1ι 1

 
     

  
 

2 2
y

2

D (ι 1) (1 ι) (ι 1) (ι 1)
y (ι 1)

D (ι 1)(ι 1)ι 1

   
      

 
 

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Ηζρύεη όηη: 

3 2P(1) 0 2 1 1 β 1 α 0 2 1 β α 0 α β 1 (1)                
 

3 2P(2) 9 2 2 2 2β α 9 16 4 2β α 9 α 2β 3  (2)                 

α β 1 α β 1
(1),(2) ( ) β 2 α 2 1 α 1

α 2β 3 α 2β 3

      
           

        
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Γ2. Γηα α=1 θαη β=2 έρω:  3 2P(x) 2x x 2x 1     

3 2 2 2 2P(x) 0 2x x 2x 1 0 2x(x 1) (x 1) 0 (x 1)(2x 1) 0                 

2 2x 1 0 x 1 x 1 ή       
1

2x 1 0 x
2

     

Άξα  
1

P(x) 0 x 1, (1, )
2

 
      

 
 

Γ3. 
3 2 3 22ζπλ x εκ x 2ζπλx 0 2ζπλ x 1 ζπλ x 2ζπλx 0          

  
2 2 22ζπλx(ζπλ x 1) (ζπλ x 1) 0 (ζπλ x 1)(2ζπλx 1) 0           

 
2 2ζπλ x 1 0 ζπλ x 1      ζπλx 1 ζπλx ζπλ0 x 2θπ,  θ Ε       

 ζπλx 1 ζπλx ζπλπ x 2θπ π,  θ Z         

 

1 π π
2ζπλx 1 0 ζπλx ζπλx ζπλ x 2θπ ,  θ Z

2 3 3
         

 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. 
α

α 3 logα log3 logα log3 0 log 0
3

         

β
β α logβ logα logβ logα 0 log 0

α
       

 

Γ2. Έρνπκε    
22

β 3 3β 9 3β
( ) 1

αα 3 α 9

   
  

   
 

Δπνκέλωο ε 

x

2

3β

α

 
 
 

 είλαη αύμνπζα αθνύ ε βάζε είλαη κεγαιύηεξε ηεο κνλάδαο. 

Γ3. 

x x x
log30 log3 log10 1

f (x)
log3000 log30 log100 2

     
       

     
 

Γ4.             

3 x 3 x1 1
1 x 1 x 2 1 x2 2

1 1
f (3 x) 4 4 4 (4 ) 4 (2 )

2 2

 

     
              

   
 

2 2x 2 2x1
x 3 (2 2x) x 3 x 3 22 22

6 2x

x 3 2

2 4 2 2 4 2 2 2 2

6 2x
2 2 x 3 2x 6 6 2x 4x 12 x 3

2

 

   





           


            

 

21o 

Θ έ μ α  B  

Β1. 3P(2) 2 13 2 12 8 26 12 6         . Άξα ην x 2  δελ είλαη παξάγνληαο ηνπ P(x). 

B2. Δθαξκόδνπκε Horner κε ηελ ηηκή 3 θαη πξνθύπηεη όηη: 2π(x) x 3x 4    θαη π=0. 

Β3. 
B2

3 2P(x) 0 x 13x 12 0 (x 3x 4)(x 3) 0            



311 

 x 3 0 x 3         ή     
12

1,2

2

x 13 5
x 3x 4 0 x

x 42

 
      

 
 

Β4. Θα πξέπεη  2P(x) 0 (x 3x 4)(x 3) 0      .     Άξα  x ( 4,1) (3, )     

Θ έ μ α  Γ  

Γ1.  Έρνπκε   
x 2

0 x(x 2) 0
x


      κε x≠0.  Άξα  

fA ( ,0) (2, )     

Γ2.
x 2 x 2

f (x) ln3 ln ln3 3 x 2 3x 2x 2 x 1
x x

  
              

 
 

Γ3.  
x 2 6 x 2 6

f (x) f ( 4) ln ln 4x 8 6x 2x 8 x 4
x 4 x 4

    
                 

   
 

Άξα  x ( 4,0) (0, )     

Γ4.  
4

f (6) ln
6

 
  

 
     

6
f ( 4) ln

4

 
   

 
     

1
f (4) ln

2

 
  

 
     f ( 1) ln3   

4 1 6 4 1 6 3
K f (6) f (4) f ( 4) f ( 1) ln ln ln ln3 ln 3 ln 0

6 2 4 6 2 4 2

         
                        

         

 

Δπίζεο  
e 2

f (e) ln
e

 
  

 
. Δπεηδή  

e 2 e 2
e 2 e 1 ln 0

e e

  
      

 
, άξα 

2013(f (e)) 0  αθνύ έρνπκε πεξηηηό εθζέηε. Δπνκέλωο αθνύ θ>0 ηόηε  2013θ (f (e))  

Θέμα Δ 

Γ1. Έρνπκε  
2 2π 3π

A ζπλ ζ ζπλ (π ζ) ζπλ ζ εκ(π ζ)
2 2

   
          

   
 

2 2 2 2 2 2εκζ ( ζπλζ) ( εκζ) ( εκζ) εκζ ζπλ ζ εκ ζ εκζ εκζ(ζπλ ζ εκ ζ) εκζ               

2 2εκ ζ 1 ζπλ ζ (1 ζπλζ)(1 ζπλζ)
B 1 1 1 1 1 ζπλζ ζπλζ

1 ζπλζ 1 ζπλζ 1 ζπλζ

  
         

  
 

Γ2. Σν ζύζηεκα είλαη:  

3 3

2 2

εκζ x ζπλζ y εκ ζ ζπλ ζ

ζπλζ x εκζ y εκζ ζπλ ζ εκ ζ ζπλζ

     


      
 

2 2
εκζ            ζπλζ

D εκ ζ ζπλ ζ 1 0
ζπλζ               εκζ


    
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3 3

x 2 2

2 2

2

2

εκ ζ ζπλ ζ                        ζπλζ
D

εκζζπλ ζ εκ ζζπλζ               εκζ

εκζ(εκζ ζπλζ)(εκ ζ εκζζπλζ ζπλ ζ) ζπλζεκζζπλζ(εκζ ζπλζ)

εκζ(εκζζπλζ)(εκζζπλζ 1) ζπλ ζεκζ(εκζ ζπλζ)

(εκ ζ εκζζπλζ)(εκζζπ

 
 



      

    

  2 2 3

3 2 2 2 2 2 3

2 2 2 2 2

λζ 1) ζπλ ζεκ ζ ζπλ ζεκζ

εκ ζζπλζ εκ ζ εκ ζζπλ ζ εκζζπλζ ζπλ ζεκ ζ ζπλ ζεκζ

εκζζπλζ(εκ ζ ζπλ ζ) εκ ζ εκζζπλζ εκζζπλζ εκ ζ εκζζπλζ εκ ζ

   

      

       

 

3 3

y 2 2

2 2 3 3

2 2

2

εκζ                   εκ ζ ζπλ ζ
D

ζπλζ           εκζζπλ ζ εκ ζζπλζ

εκζ(εκζζπλ ζ εκ ζζπλζ) ζπλζ(εκ ζ ζπλ ζ)

εκζεκζζπλζ(εκζ ζπλζ) ζπλζ(εκζ ζπλζ)(εκ ζ εκζζπλζ ζπλ ζ)

εκ ζζπλζ(εκζ ζπλζ) ζπλζ(εκζ ζπλζ)


 



    

      

   

3 2 2 2

3 2 2 2 2 3 2

2 2 2 2 2

(εκζζπλζ 1)

εκ ζζπλζ εκ ζζπλ ζ (εκζζπλζ ζπλ ζ)(εκζζπλζ 1)

εκ ζζπλζ εκ ζζπλ ζ εκ ζζπλ ζ εκζζπλζ ζπλ ζεκζ ζπλ ζ

εκζζπλζ(εκ ζ ζπλ ζ) εκζζπλζ ζπλ ζ εκζζπλζ εκζζπλζ ζπλ ζ ζπλ ζ

 

     

      

       

 

Άξα ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε:  
2

2xD εκ ζ
x εκ ζ

D 1
   ,  

2
y 2

D ζπλ ζ
y ζπλ ζ

D 1
    

Γ3. 
2 2 2 2 2

0 0

2

x y εκ ζ ζπλ ζ εκ ζ 1 εκ ζ εκ ζ

εκ ζ

4
4 4 5 4 4 5 4 4 5 4 5

4

            

Θέηω  
2εκ ζ4 ω :   2 24

ω 5 ω 4 5ω ω 5ω 4 0
ω

           

                         

2

2 2

εκ ζ 1 2

1

1,2
εκ ζ εκ ζ 0 2

2

ω 4 4 4 εκ ζ 1 εκζ 15 3
ω

2 ω 1 4 1 4 4 εκ ζ 0 εκζ 0

         
   

        

 

 

π
ζ 2θπ

π π2
εκζ 1 εκζ εκ ζ 2θπ ,  θ Ε

π2 2
ζ 2θπ π

2

 
   

         
   
  

 π π π 1 1 π
0 2θπ+ π 2θπ θ θ 0 νπόηε ζ

2 2 2 4 4 2
               

 

3π
ζ 2θπ

3π 2
εκζ 1 εκζ εκ

3π π2
ζ 2θπ π 2θπ

2 2

 
   

      
     
  

 π π π 3π 1 3
ζ 2θπ ,  θ Z 0 2θπ π 2θπ θ άηνπν

2 2 2 2 4 4
               
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 
ζ 2θπ

εκζ 0 εκζ εκ0 ζ θπ π,  θ Z
ζ 2θπ π

 
        

  
 0 θπ π π π θπ 0 1 θ 0 θ 1 νπόηε ζ 0               

22o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. 
2x ιy 1 2x ιy 1

ιx 8y ι 2 ιx 8y ι 2

    
 

      
. 2 2

2         ι
D 16 ι ι 16

ι         8


     


 

2 2

x

1               ι
D 8 ι 2ι ι 2ι 8

ι 2         8


       

 
    

y

2            1
D 2ι 4 ι ι 4

ι         ι 2
     


 

Β2. Έρνπκε 

 
2ι 1 D 1 16 15 0       , επνκέλωο ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε. 

 
2ι 4 D 4 16 0      θαη ην ζύζηεκα γίλεηαη: 

2x 4y 1 4x 8y 2
΢

4x 8y 2 4x 8y 2

    
  

      

Δπνκέλωο ην ζύζηεκα έρεη άπεηξεο ιύζεηο θαη είλαη αόξηζην. 

 2ι 4 D ( 4) 16 0        θαη ην ζύζηεκα γίλεηαη: 

2x 4y 1 4x 8y 2
΢

4x 8y 6 4x 8y 6

    
  

        

Δπνκέλωο ην ζύζηεκα δελ έρεη ιύζε θαη είλαη αδύλαην. 

Β3. Σν θνηλό ζεκείν ηωλ 
1(ε )  θαη 

2(ε )  είλαη ε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο:
2x 2y 1

2x 8y 0

 


 

 

Παξαηεξνύκε όηη ην ζύζηεκα απηό πξνθύπηεη απ’ ην δνζκέλν γηα ι=2 νπόηε:   

2D 2 16 12    ,     2

xD 2 2 2 8 8      ,     
yD 2 4 2    . 

Άξα:   

x

y

D 8 2
x

D 12 3

D 2 1
y

D 12 6

 
    


   

 

  Δπνκέλωο ην θνηλό ζεκείν ηωλ επζεηώλ είλαη ην:  
2 1

A ,
3 6

 
 
 

 

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. 3 2f (1) 1 α 1 β 1 2 1 α β 2 α β 3               

3 2f (2) 2 α 2 β 2 2 8 4α 2β 2 4α 2β 10             
 

Γ2. Πξέπεη: 
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f (1) 0 α β 3 0 α β 3 β 3 α

f (2) 0 4α 2β 10 0 4α 2β 10 4α 2(3 α) 10

β 3 α β 3 α β 1

4α 6 2α 10 2α 4 α 2

           
     

            

      
    

      

 

Γ3. Γηα α=2 θαη β=1 ε f γίλεηαη:  3 2f (x) x 2x x 2    . Δπίζεο πξέπεη λα ηζρύεη f(x)=0. 

Δθηεινύκε ζρήκα Horner κε ηελ ηηκή 1 θαη πξνθύπηεη όηη: 

3 2 2x 2x x 2 0 (x x 2)(x 1) 0         . 

Δθηεινύκε μαλά ζρήκα Horner ηνπ 2x x 2   κε ηελ ηηκή 2 θαη έρνπκε: 

2(x x 2)(x 1) 0 (x 1)(x 2)(x 1) 0        
. 

 Δπνκέλωο:      x 1 0 x 1 A(1,0) x 2 0 x 2 B(2,0)           

Δίλαη ηα ζεκεία ηνκήο ηεο f κε ηνλ xx΄. 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Θα πξέπεη γηα ηε ζπλάξηεζε f: 

2x x
2x x x x x x x 0

x

e e
0 e e 0 e (e 1) 0 e 1 0 e 1 e e x 0

e 2


               


 

Άξα  
fA (0, )  . Γηα ηε ζπλάξηεζε g ζα πξέπεη λα ηζρύεη:  

3 2x 4x 5x 2 0    . 

Δθηεινύκε ζρήκα Horner κε ηελ ηηκή 1 θαη πξνθύπηεη όηη:  

2 2(x 3x 2)(x 1) 0 (x 2)(x 1)(x 1) 0 (x 2)(x 1) 0 x 2                

(
12

1,2

2

x 23 1
x 3x 2 0 x

x 12


      


)   Δπνκέλωο  

gA (2, )   

Γ2. Έρνπκε 

2x x 2x x
2x x x 2x x

x x

e e e e
f (x) ln 2 ln ln 2 2 e e 2e 4 e 3e 4 0

e 2 e 2

  
             

  
 

Θέηνπκε  
xe ω : 

x x ln 4

12

1,2 x

2

ω 4 e 4 e e x ln 43 5
ω 3ω 4 0 ω

2 ω 1 e 1  αδύλ.

        
      

      

Γ3. Έρνπκε  
3 2 2g(x) ln(x 4x 5x 2) ln[(x 1)(x 3x 2)]         

ln[(x 1)(x 1)(x 2)] ln(x 1) ln(x 1) ln(x 2) 2ln(x 1) ln(x 2)               

23o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Σα δεηνύκελα ζεκεία είλαη νη ιύζεηο ηεο εμίζωζεο: 

3 2 3 2f (x) g(x) x 6 6x 11x x 6x 11x 6 0            (1) 

Θεωξνύκε  
3 2P(x) x 6x 11x 6     
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Οη πηζαλέο ξίδεο ηεο (1) είλαη νη 1, 2, 3, 6. Δύθνια πξνθύπηεη όηη: P(1)=0, νπόηε ην 1 είλαη 

κηα ξίδα. Δθαξκόδνπκε ην ζρήκα ηνπ Horner γηα x=1 θαη έρνπκε: 

Έηζη ε εμίζωζε (1) ηζνδύλακα γξάθεηαη: 

2

2

x 1 0

(x 1)(x 5x 6) 0 ή x 1  ή  x 2  ή  x 3

x 5x 6 0

  


        


  

 

Β2. Εεηάκε ηηο πξαγκαηηθέο ξίδεο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο 

3 2 3 2f (x) g(x) x 6 6x 11x x 6x 11x 6 0 (2) x ( ,1) (2,3)               

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Δίλαη maxf 2 1 1    γηα x R  ώζηε 

π π
εκ(2x π) 1 εκ2x 1 εκ2x 1 2x 2θπ x θπ ,  θ Ε

2 4
                

θαη  minf 2 1 3      γηα x R  ώζηε 

π π
εκ(2x π) 1 εκ2x 1 εκ2x 1 2ιπ x ιπ ,  ι Ε

2 4
                 

Γ2. Εεηνύληαη νη ιύζεηο ηεο εμίζωζεο f(x)=1 ζην δηάζηεκα [ π, π]  

Δίλαη  
π

f (x) 1 x θπ  (1), θ Ε
4

     .  

Με 
(1)

π 3 5
π θπ π θ

x [ π, π] π x π θ 0,  14 4 4

θ Ε θ Ε

 
       

          
   

 

θαη γηα θ=0 από ηελ (1) πξνθύπηεη όηη 
π

x
4

   θαη γηα θ=1 από ηελ (1) πξνθύπηεη όηη 

3π
x

4
  νπόηε ηα δεηνύκελα ζεκεία ηνκήο είλαη ηα 1

π
M ,1

4

 
 
 

 θαη 2

3π
M ,1

4

 
 
 

 

Γ3. Δπεηδή f (x) 1 2013   γηα θάζε x R , ε εμίζωζε f(x)=2013 είλαη αδύλαηε ζην R. 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Γηα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f (έζηω fA ) πξέπεη fx 0 A (0, )     θαη γηα ην πεδίν 

νξηζκνύ ηεο g (έζηω gA ) πξέπεη  

xe  είλαη "1-1"
x x

ge 1 0 e 1 x 0 A ( ,0) (0. )          
 

Γ2. Πξέπεη  

2x x x x
x

x x

e 4e 3 (e 1)(e 3)
g(x) 0 e 3 00 0

e 1 e 1
x 0 x 0

x 0 x 0

    
      

      
     

 



316 

x xln  γλεζίωο αύμνπζα x ln3 0e 3 ln e ln3
x ln3

x 0x 0 x 0

     
      

   
 

Γ3. Δίλαη:     

2x x

x

e 4e 3
g(x) 1 1

f (g(x)) 0 ln(g(x)) 0 e 1
x ln 3

x ln 3

  
 

      
  

 

x

2x x x 2x x

x x x xe 1 0

e 4e 3 e 1 e 5e 4 0

x ln 3 x ln 3

x ln 4 ln 3(e 1)(e 4) 0 e 4 0 e 4

x ln 3x ln 3 x ln 3 x ln 3

 

       
   

  

         
      

     

 

Άξα ε ξίδα ηεο εμίζωζεο είλαη x=ln4 θαη ην δεηνύκελν έρεη βξεζεί. 

24o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Θα πξέπεη: 
1 π π

2ζπλx 1 0 ζπλx ζπλx ζπλ x 2θπ ,  θ Ε
2 3 3

           

Β2. 
1 π 2 2

εκx(εκx 1) εκ εκx(εκx 1) εκx(εκx 1) 0
4 2 22

           

 εκx 0 εκx εκ0 x θπ π,  θ Ε        

 
3π π

εκx 1 0 εκx 1 εκx εκ x 2θπ ,  θ Ε
2 2

            

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. 2 3 2 28 1
P(1) 0 4α 1 (1 α ) 1 1 2 0 α

3 2
            . Σειηθά  

1
α

2
  (α>0) 

Γ2. Έρνπκε 
3 2P(x) x 2x x 2    , θαη κε ζρήκα Horner γηα ηελ ηηκή 1 παίξλνπκε πειίθν 

2π(x) x 3x 2    θαη ππόινηπν 0. 

Γ3. 
2P(x) 0 (x 1)(x 3x 2) 0 x 1  ή  x 1  ή  x 2             

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Έρνπκε:   
x x x ln 2020 e 0 e 20 e e x ln 20         

 
x x x ln 2e 2 0 e 2 e e x ln 2         

Με ζπλαιήζεπζε πξνθύπηεη  fA (ln 2,ln 20)  

Γ2.  
ln3 ln3f (ln3) ln17 θln(20 e ) ιln(e 2) ln17        

θln(20 3) ιln(3 2) ln17 θln17 ιln1 ln17 θln17 ln17 θ 1             
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 ln19 ln19 2f (ln19) ln17 ln 20 e ι ln(e ) ln17

ln(20 19) ι ln(19 2) ln17 ln1 ι ln17 ln17

ι ln17 ln17 ι 1 ι 1

       

          

           

Γ3.  Γηα θ=1 θαη ι=1 έρνπκε:  
x xf (x) ln(20 e ) ln(e 2)     

i. Δίλαη  
x xf (x) 2x ln5 ln(20 e ) ln(e 2) 2x ln5         

x x
x x 2x 2x

x x

x 3x 2x x 2x x

5(20 e ) 5(20 e )
ln(20 e ) ln(e 2) ln 5 2x ln ln e e

e 2 e 2

100 5e e 2e e 2e 5e 100 0

 
          

 

        

 

Θέηνπκε  
xe ω :  

3 2ω 2ω 5ω 100 0     θαη εθηεινύκε Horner κε ηελ ηηκή 5, άξα:  

2(ω 5)(ω 3ω 20) 0     x x ln5ω 5 0 ω 5 e 5 e e x ln5            ή 

 
2 2ω 3ω 20 0 Γ 3 4 20 71          Αδύλ. 

ii. 
x

x x

x

20 e
f (x) 1 ln(20 e ) ln(e 2) 1 ln ln e

e 2

 
         

 
 

x
x x x x

x

x x x

20 e
e 20 e e e 2e e e e 20 2e

e 2

2(e 10) 2(e 10) 2e 20)
e (e 1) 20 2e e ln e ln x ln

e 1 e 1 e 1


            



     
            

     

 

25o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Ζ ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα  , 2   θαη γλεζίωο αύμνπζα 

ζην δηάζηεκα 2,  . Παξνπζηάδεη ειάρηζηε ηηκή γηα x 2   ηελ  f 2 3  . 

Β2. Παξαηεξνύκε όηη ε gC πξνθύπηεη από ηελ 
fC , αλ ε 

fC κεηαηνπηζηεί θαηά 4 κνλάδεο 

δεμηά θαη 4 κνλάδεο θάηω.  

 

 

 

 

 

Άξα είλαη :       g x f x 4 4    γηα θάζε x R . 

Θ έ μ α  Γ  
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Γ1. Αθνύ ην x 1 x ( 1)     είλαη παξάγνληα ηνπ P(x), από γλωζηό ζεώξεκα ηζρύεη 

P( 1) 0  . Έρνπκε: 

3 2P( 1) 0 2( 1) (α β)( 1) (2α 5β)( 1) 3 0 2( 1) (α β) 1 2α 5β 3 0

2 α β 2α 5β 3 0 α 4β 1 0 α 4β 1  (1)

                    

               

 

Αθνύ ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο P(x) : (x 2)  ηζνύηαη κε 9 , από γλωζηό ζεώξεκα ηζρύ-

εη: P(2) 9  . Έρνπκε: 

3 2P(2) 9 2 2 (α β) 2 (2α 5β) 2 3 9

2 8 4(α β) 2(2α 5β) 3 9 16 4α 4β 4α 10β 3 9

8α 14β 9 16 3 (απινπνηνύκε κε ην 2) 4α 7β 14  (2)

             

                 

         

 

Λύλνπκε ην ζύζηεκα ηωλ (1), (2): 

α 4β 1 α 1 4β α 1 4β

4α 1β 14 4(1 4β) 7β 14 4 16β 7β 14

α 1 4β α 1 4 2 α 7

9β 18 β 2 β 2

       
    

            

        
    

        

Γ2. i. Γηα α 7   θαη β=2 ην πνιπώλπκν P(x) γξάθεηαη: 

3 2 3 2P(x) 2x ( 7 2)x [2( 7) 5 2]x 3 P(x) 2x 5x 4x 3             
 

Δίλαη 
3 2P(x) 0 2x 5x 4x 3 0       

΢ύκθωλα κε ην ζεώξεκα αθέξαηωλ ξηδώλ νη πηζαλέο αθέξαηεο ξίδεο ηεο εμίζωζεο, είλαη νη 

δηαηξέηεο ηνπ ζηαζεξνύ όξνπ 0α 3 , δειαδή νη αξηζκνί 1,  3   

Από ην εξώηεκα (Β1) ηζρύεη P( 1) 0  , δειαδή ην 1  είλαη ξίδα ηνπ P(x) νπόηε εθαξκό-

δνληαο ην ζρήκα Horner γηα ξ 1   έρνπκε: 

2 5  4  3 ξ 1   

 2  7 3   

2 7  3 0  

 

Ζ ηαπηόηεηα ηεο δηαίξεζεο είλαη: 

Γ(x) δ(x) π(x) P(x) (x ξ) π(x)        ή 
3 2 22x 5x 4x 3 (x 1)(2x 7x 3)        

Σόηε ε εμίζωζε γίλεηαη: 

2 2 1
(x 1)(2x 7x 3) 0 x 1 0  ή  2x 7x 3 0 x 1  ή  x   ή  x 3

2
                

ii. 
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3 22x 5x 4x 3    2x 1  

32x       2x  2x 5  

       25x 2x 3   

       25x        5  

 

              2x 2    

 

Ζ ηαπηόηεηα ηεο δηαίξεζεο είλαη: 
3 2 22x 5x 4x 3 (x 1)(2x 5) ( 2x 2)          

Από ην (α) εξώηεκα έρνπκε 
2P(x) (x 1)(2x 7x 3)     θαη από ην (β) εξώηεκα έρνπκε 

όηη π(x) 2x 2 2(x 1)      . 

iii. Γηα λα νξίδεηαη ε αλίζωζε 
π(x)

0
P(x)

  πξέπεη 

2P(x) 0 (x 1)(2x 7x 3) 0 x 1         θαη 
1

x
2

  θαη x≠3. 

Σόηε: 2

2 2

π(x) 2(x 1) 2
0 0 0 2x 7x 3 0

P(x) (x 1)(2x 7x 3) 2x 7x 3

  
        

    
 

Σν πξόζεκν ηνπ 
22x 7x 3   θαίλεηαη ζηνλ αθόινπζν πίλαθα. 

Άξα νη ιύζεηο ηεο αλίζωζεο είλαη  
1

x 3
2
   

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Πξέπεη: ζ>0 θαη  

ln
2 2

2

1
lnζ 2 0 lnζ 2 lnζ ln e ζ e

e

                Άξα 
2

1
ζ

e
  

Γ2. 

f (κ 1) κ 1ln
ln f (κ 1) ln f (κ) f (κ)

κ

f (κ 1) (lnζ 2)
e e lnζ 2

f (κ) (lnζ 2)

 
   

    


  (1) 

(1)ln
ln f (κ 1) ln f (κ)ζ e lnζ lne lnζ 1 lnζ 2 3 e 3            

Γ3. Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f δηέξρεηαη από ην Α(2,16) άξα: 

lnζ 2 0
2 2f (2) 16 (lnζ 2) 16 lnζ 2 4 lnζ 2 ζ e

 

          
 

Γ4. Γηα 
2ζ e , 

2 x xf (x) (lne 2) 4    

xζέηω 4 ω
x x x x 2 x 26f (x) 8 16 6 4 8 16 (4 ) 6 4 8 0 ω 6ω 8 0



                

Οη ξίδεο ην ηξηωλύκνπ είλαη ω=2 ή ω=4. Από ηνλ δηπιαλό πίλαθα ζπκπεξαίλνπκε: 
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x1 4
x x2

1
2 ω 4 2 4 4 4 4 4 x 1

2
          

 26o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Γλωξίδνπκε όηη: 
β 0

1 ζπλ2x 1 β βζπλ2x β α β α βζπλ2x α β


             

άξα  α+β=4 θαη  
π 2π β

f 5 α βζπλ 5 α 5 2α β 10
3 3 2

 
              

 
 

Λύλνπκε ην ζύζηεκα:  
α β 4

( ) 3α 6 α 2
2α β 10

  
      

   
 θαη β=6. 

Β2. i. Γηα α 2   θαη β=6:  Γ(x) 2 6ζπλ2x  
  

2π 2π
Σ π

ω 2
    

ii. ειάρηζηε ηηκή α β 2 6 8       

iii. 
π

f (x) 8 ζπλ2x 1 ζπλ2x ζπλπ 2x 2θπ π x θπ ,  θ Ε
2

               

iv. 
1

f (x) 1 2 6ζπλ2x 1 6ζπλ2x 3 ζπλ2x
2

           

π π π
ζπλ2x ζπλ 2x 2θπ x θπ  θ Ε

3 3 6
          

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Οη νξίδνπζεο  x yD,  D ,  D  ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη: 

2 2

x

y

α 1 3
D (α 1)(α 1) 3 α 1 3 α 4 (α 2)(α 2)

1 α 1

α 1 3
D 3(α 1) 3 3α 6 3(α 2)

1 3

3 3
D 3(α 1) 9 3α 6 3(α 2)

3 α 1


            




       

       


 

Αλ D 0 (α 2)(α 2) 0 α 2  θαη  α 2         , ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε ηελ : 

yx

0 0

DD 3(α 2) 3(α 2) 3 3
(x , y ) , , ,

D D (α 2)(α 2) (α 2)(α 2) (α 2) (α 2)

      
       

         
 

νπόηε άκεζα πξνθύπηεη όηη : 0 0x y . 

Γ2. i. Αλ α 2 , ην ζύζηεκα γίλεηαη : 

(2 1)x 3y 3 x 3y 3
x 3y 3 x 3 3y

x (2 1)y 3 x 3y 3

     
       

     
 

θαη επνκέλωο έρεη άπεηξεο ιύζεηο , ηεο κνξθήο : (x, y) (3 3k,k) , k R   . 
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ii. Αλ α 2  , ην ζύζηεκα γίλεηαη : 

( 2 1)x 3y 3 3x 3y 3 x y 1 0x 0y 2

x ( 2 1)y 3 x y 3 x y 3 x y 3

               
     

            
, 

ην νπνίν είλαη αδύλαην. 

Γ3. Γηα α=3 ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε θαη επνκέλωο νη αληίζηνηρεο επζείεο έρνπλ 

κνλαδηθό θνηλό ζεκείν , δειαδή ηέκλνληαη . 

Γηα  α=2 ην ζύζηεκα έρεη άπεηξεο ιύζεηο θαη επνκέλωο νη αληίζηνηρεο επζείεο έρνπλ άπεηξα 

θνηλά ζεκεία , νπόηε ζπκπίπηνπλ . 

Γηα α 2   ην ζύζηεκα είλαη αδύλαην θαη επνκέλωο νη αληίζηνηρεο επζείεο δελ έρνπλ θαλέ-

λα θνηλό ζεκείν ,νπόηε είλαη παξάιιειεο . 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Έρνπκε 

ι2 ω 0
ι ι ι 2

2 2

P(2) 0 8 (2 3) 4 2 2 24 0 8 4ω 12 2ω 2ω 0

2ω 2ω 4 0 ω ω 2 0 ω 1 απνξ. ή ω 2

 

               

           

 

Άξα 
ι2 2 ι 1    

Γ2. Πξέπεη 
ι 1

3 2P(x) 0 x 5x 2x 8 0


      . 

Με ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο Horner ε αλίζωζε γίλεηαη: 

2(x 2)(x 3x 4) 0    .     x=2  ή  
1

1,2

2

x 43 5
x

x 12


  

 
 

Με ηε βνήζεηα ηνπ πίλαθα:  P(x) 0 x ( 1,2) (4, )       

Γ3. 
3 2x 5x 2x 8

Q(x)
x 4

  



 

Δθηειώληαο ηε δηαίξεζε (ή κε ζρήκα Horner) βξίζθνπκε 
2Q(x) x x 2    

Δπνκέλωο ε εμίζωζε γίλεηαη: 

2 2 2

2 2 2

1,2

Q(εκζ) ζπλ ζ 2 εκ ζ εκζ 2 ζπλ ζ 2

1 3
εκ ζ εκζ 2 1 εκ ζ 2 2εκ ζ εκζ 1 0 εκζ

4

       


           

 

Άξα  
π π

εκζ 1 εκζ εκ ζ 2θπ ,  θ Ε
2 2

         ή 

1 π π π
εκζ εκζ εκ ζ 2θπ   ή  ζ 2θπ π ,  θ Ε

2 6 6 6

 
            

   

27o 

Θ έ μ α  B  

B1. εκ2x 3ζπλx 0 2εκxζπλx 3ζπλx 0       
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ζπλx(2εκx 3) 0 ζπλx 0  ή  2εκx 3 0        

Έρνπκε:   
π π π

ζπλx 0 ζπλx ζπλ x 2θπ   ή  2θπ ,  θ Ε
2 2 2

         

3 π π 2π
2εκx 3 0 εκx εκx εκ x 2θπ   ή  x 2θπ ,  θ Ε

2 3 3 3
           

 

B2. Έρνπκε 

2 2

2

α α
2εκ ζπλ

1 ζπλ2α 1 (1 2εκ α) 2εκ α εκα 2 2

α2εκα εκ2α 2εκα 2εκαζπλα 2εκα(1 ζπλα) 1 ζπλα
1 2ζπλ 1

2

α
εκ

α2 εθ
2 2

ζπλ
2

  
   

     
  
 

 

 

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Πξέπεη:  
22x 0  θαη   x 4x 4 0 x 2 0 x 2         . Άξα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 

ζπλάξηεζεο  f  είλαη    A 0,2 2,   . 

Γ2. Γηα    x 0,2 2,    είλαη: 

   2 4f x ln x 4ln 2 ln x ln x 4x 4 ln x ln 2          

      2 4 2ln x x 4x 4 ln 2 x x x 4x 4 16x          

 3 2 2x 4x 12x 0 x x 4x 12 0 x 0   ή   x 2   ή   x 6             . 

Αιιά επεηδή    x 0,2 2,    ε ιύζε ηεο εμίζωζεο είλαη x 6 . 

Γ3. Γηα    x 0,2 2,    είλαη: 

   2e
f x 1 ln ln x ln x 4x 4 1 ln e ln16

16
           

    2 2 3 2ln x x 4x 4 ln16 x x 4x 4 16 x 4x 4x 16 0              

   2x x 4 4 x 4 0        2x 4 x 4 0 x 4     . 

Αιιά επεηδή     x 0,2 2,     είλαη     x 0,2 2,4  . 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1.               P(1) 0 1 (lnα 5) (5lnα 6) 6lnα 0          

1 lnα 5 5lnα 6 6lnα 0 2lnα 2 lnα 1 α e               

Γ2 
3 2P(x) x 6x 11x 6    . 

Πξέπεη P(2)=0.  Όκωο  P(2) 8 24 22 6 30 30 0        
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Γ3. Με δηαίξεζε (ή ζρήκα Horner) βξίζθνπκε:  
2π(x) x 4x 3    

Γ4 
2P(x) 0 (x 2)(x 4x 3) 0 x 2          ή 

2

1,2

4 2
x 4x 3 0 x

2


       άξα  

1x 3   ή  
2x 1 . 

28o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Πξέπεη:  
P(1) 0 1 (2α 1) 1 3β 0 β 2

P(0) 6 0 0 3β 6 1 2α 1 6 0

        
   

         
β=2, α=3 

Β2. Γηα α=3, β=2:  
3P(x) x 7x 6    

Με ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο Horner έρνπκε: 

2P(x) 0 (x 1)(x x 6) 0 x 1        ή  
12

1,2

2

x 21 5
x x 6 0 x

x 32

 
      

 
 

Πξέπεη:
3 3 2P(x) 3x 6 x 7x 6 3x 6 0 x 4x 0 x(x 4) 0                

νπόηε κε ηε βνήζεηα ηνπ πίλαθα:  x ( 2,0) (2, )     

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. 
x2 0  γηα θάζε x R  άξα 

x x2 1 1 2 1 0      
x x 22 4 0 2 2 x 2       

Γ2. i. Πξέπεη 

x2 ω
x x 24 3 2 4 0 ω 3ω 4 0 ω 1 ή ω 4



             

κε ηε βνήζεηα ηνπ πίλαθα έρνπκε:  

2ω 3ω 4 0 ω 1        αδύλαηε  ή  
xω 4 2 4 x 2      

ii. Γηα x>2:   
x x xln(4 3 2 4) ln 4 ln(2 1)       

x

x x
x x x x x x x

2 ω 0
2x x 2

4 3 2 4
2 1 4 3 2 4 4 2 4 4 3 2 4 2 8 0

4

2 7 2 8 0 ω 7ω 8 0 ω 1 απνξ. ή ω 8
 

  
                

            

 

Άξα
x2 8 x 3    δεθηή. 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. 
π π π π π π

εκ x ζπλ x ζπλ x ζπλ x
4 2 4 2 4 4

        
                

        
 

Γ2. Έρνπκε 

(Γ1)π π π π
εκ x ζπλx ζπλ x εκ x ζπλx εκ x 0

4 4 4 4

π
εκ x (ζπλx 1) 0 νπόηε

4

       
               

       

 
    

 
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 
π π π π

εκ x 0 εκ x εκ0 x θπ x θπ ,  θ Z
4 4 4 4

   
              

   
   ή 

 ζπλx 1 0 ζπλx 1 ζπλx ζπλ0 x 2θπ,  θ Ε          

Γ3. i. Έρνπκε 

(Γ1)π π π π π π π
f x εκ x ζπλ x εκ x εκ x ζπλx εκ x f (x)

4 4 4 4 2 4 4

           
                      

           

ii. Από ηελ πξνεγνύκελε ζρέζε γηα 
π

x
4

   θαη  
π

x
6

 : 

π π π π π π
f (0) f f f f f

4 4 6 6 12 6

         
              

           

Άξα S=0. 

29o 

Θ έ μ α  Β  

B1. 2 x x
2ζπλ 1 ζπλ2 1 ζπλx

2 2
      

B2. 
2 x

2ζπλ (2 ζπλx)=(1 ζπλx)(2 ζπλx)
2

     

2 22 ζπλx 2ζπλx ζπλ x 1 1 ζπλx ζπλ x 1 ζπλx εκx            

B3. 
2 2 x

1 ζπλx εκ x 0 2ζπλ (2 ζπλx) 0
2

      
 

x π
ζπλ 0 ζπλ x 4θπ π θ Ε.

2 2
       

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Πξέπεη:  
1

P(1) 0 3 1 8ζπλα 0 8ζπλα 4 ζπλα
2

            

π π
ζπλα ζπλ α 2θπ ,  θ Z

3 3
       

Γ2. Πξέπεη: 

2
2 e

Q( 1) 6 1 7 ln(eβ) 10 6 ln(eβ) 2 eβ e β β e
e

                   

Γ3. Πξέπεη  
3 2 2 3 2Q(x) P(x) x 7x 2x 10 3x x 4 x 4x x 6 0              

Με ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο Horner έρνπκε:  
2(x 1)(x 5x 6) 0     

x=1  ή  
1

1,2

2

x 25 1
x

x 32

  
  

 
 

Άξα Q(x) P(x) x ( 3, 2) (1, )        

Θ έ μ α  Δ  
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Γ1. Γηα x>0 έρνπκε:  
x 1 x 1f (e 7) 3f (2) log(e 7) 3log2        

x 1 x 1 x 1log(e 7) ln8 e 7 8 e 1 x 1 0 x 1                

Γ2. 
2

log 2 2log 2 log 2 log 2100 10 10 10 2     

Γ3. Γηα x>0 ζέηνπκε   
log x2 ω 0   θαη έρνπκε: 

2log x log x 2

log x

2 2 2 0 ω ω 2 0 ω 1 απνξ. ή ω 2

νπόηε 2 2 log x 1 x 10  δεθηή

          

    
 

 

30o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Ηζρύεη: 

3 2 2 2P( 2) 0 α( 2) ( 2) 8α 4 0 8α 4 8α 4 0 8α(α 1) 0                   

α=0  ή  α 1 0 α 1     

Δπεηδή ην P(x) είλαη 3νπ βαζκνύ απηό ζεκαίλεη α≠0. Δπνκέλωο α=1. 

Β2. 
3 2P(x) x x 4   . Δθηεινύκε ζρήκα Horner κε ην 2  θαη έρνπκε: 

2P(x) 0 (x 2)(x x 2) 0      
 

 x 2 0 x 2          ή      
2 2x x 2 0 Γ ( 1) 4 2 7  αδύλ.           

Β3. Έρνπκε 

2

2 2

2

P(x) (x 2)(x 5) (x 2)(x x 2) (x 2)(x 5)

(x 2)(x x 2) (x 2)(x 5) 0 (x 2)(x x 2 x 5) 0

(x 2)(x 2x 3) 0

          

               

    
 

 x 2 0 x 2                
12

1,2

2

x 32 4
x 2x 3 0 x

x 12


      

 
 

Άξα  x ( 2, 1) (3, )      

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Έρνπκε 

2 2 2 εκx
A ζπλx(εθx ζπλx) εκ x ζπλxεθx ζπλ x εκ x ζπλx 1 εκx 1

ζπλx
            

Γ2. 
π

B εθ(π x)ζθ( x) ζπλ(π x)εκ x
2

 
      

 
 

2 2 2εθx ζθx ζπλx ζπλx 1 ζπλ x 1 1 εκ x εκ x               

Γ3. 
2 23A 5 2B 3(εκx 1) 5 2εκ x 2εκ x 3εκx 2 0           Θέηνπκε εκx=ω: 
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2 1

1,2

2

1 1
ω εκx3 5

2ω 3ω 2 0 ω 2 2
4

ω 2 εκx 2 αδύλ.

π
x 2θπ ,  θ Z

1 π 6
εκx εκx εκ

5π2 6
x 2θπ ,  θ Z

6

 
     

       
      


  

     
   


 

Θέμα Δ 

Γ1. Γηα ηελ f έρνπκε:  
x x x 0e 1 0 e 1 e e x 0        Άξα  

fA (0, )   

Γηα ηελ g έρνπκε:  
2x 0  πνπ ηζρύεη πάληα εθηόο γηα x=0. Άξα  gA R *  

Γ2. 
x x x 1f (x) ln(e 1) ln(e 1) ln(e 1) e 1 e 1 e e x 1               

Γ3. ln3 2A f(ln3) g( 6) ln(e 1) 2ln( 6) ln12        

2

2

2 1 24 2
ln(3 1) 2ln 6 ln12 ln 2 ln12 2ln 6 ln ln ln

36 36

     
              

    
 

Δθόζνλ  
2

1
3
   άξα  

2
ln 0 A 0

3

 
   

 
 

Γ4. 
x 2x x 2x xf (2x) ln(e 1) ln(e 1) ln(e 1) e 1 e 1            

2x x x x x xe e 0 e (e 1) 0 e 1 0 e 1 x 0              

πνπ απνξξίπηεηαη γηαηί δελ αλήθεη ζην 
fA . 

31o 

Θ έ μ α  Β  

B1. 
2 2 2

1 εκ2ζ 1 εκ2ζ 1 εκ2ζ
A 1

1 εκ2ζ(ζπλζ εκζ) ζπλ ζ εκ ζ 2εκζζπλζ

  
   

  
 

B2. 
3 2 3 2x x

2εκ x 4εκ ζπλ ζπλ x 0 2εκ x 2εκx 1 εκ x 0
2 2

          

3 22εκ x εκ x 2εκx 1 0      

Θέηνπκε εκx=ω θαη έρνπκε ηελ εμίζωζε: 
3 22ω ω 2ω 1 0     

Με ζρήκα Horner (γηα ξ=1) έρνπκε: 
2 1

(ω 1)(2ω ω 1) 0 ω 1,  ω 1,  ω=
2

         

Άξα εκx=1 ή εκx 1   ή 
1

εκx
2

  θαη επεηδή  x 0, π , έρνπκε ηειηθά: 
π

x
2

  ή 
π

x
6

  

Θ έ μ α  Γ  

Γ1.  P(0) 6 β 6     

       
3 2P( 1) 24 ( 1) α( 1) 11( 1) 24 1 α 11 6 24 α 6                     



327 

Γ2. 3 2P(x) 0 x 6x 11x 6 0      .  Δθηεινύκε  Horner κε ην 1 θαη πξνθύπηεη:  

2(x 1)(x 5x 6) 0     x 1 0 x 1      ή  
12

1,2

2

x 35 1
x 5x 6 0 x

x 22


      


 

Γ3. Φηηάρλνπκε  ην πηλαθάθη ηεο πξνεγνύκελεο εμίζωζεο άξα: x (1,2) (3, )    

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Πξέπεη:  
2x 1 x 2x x3 10 3 3 0 3 3 10 3 3 0           . Θέηνπκε  

x3 ω : 

2 1
3ω 10ω 3 0 ω 3

3
        

Άξα  x 1 x 1 x 11 1
ω 3 3 3 3 3 3 3 3 3 1 x 1

3 3

                Άξα 
fA ( 1,1)   

Γ2.            
2x 1 x xf (x) 1 x log3 log( 3 10 3 3) log10 log3           

2x 1 x x 2x 1 x x

2x 1 2x 2x 2x 2x

log( 3 10 3 3) log(10 3 ) 3 10 3 3 10 3

3 3 0 3 3 3 0 3 (3 1) 0 3 1 0 3 1

 



              

                
 

αδύλαην.  Άξα ε εμίζωζε δελ έρεη ξίδεο. 

32o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Ζ παξαβνιή δηέξρεηαη από ηα ζεκεία      Α 3,0 ,Β 2,0 ,Γ 0, 2  , άξα νη ζπληεηαγκέ-

λεο ηνπο  επαιεζεύνπλ ηελ εμίζωζήο ηεο. Οπόηε είλαη: 

 20 α 3 β 3 γ 9α 3β γ 0 1              
2

0 α 2 β 2 γ 4α 2β γ 0 2          

 22 α 0 β 0 γ γ 2 3         . 

Δπηιύνληαο ην ζύζηεκα ηωλ εμηζώζεωλ (1), (2) θαη (3) έρνπκε :  

9α 3β γ 0
9α 3β 2 0 9α 3β 2

4α 2β γ 0
4α 2β 2 0 4α 2β 2

γ 2

  
     

       
         

9 3
D 18 12 30

4 2
     


 ,   α

2 3
D 4 6 10

2 2
     


 θαη 

β

9 2
D 18 8 10

4 2
    .  Άξα:  

βα
DD 10 10 1 1

α,β , , ,
D D 30 30 3 3

     
        

     
 

Οπόηε  
1 1

α ,  β ,  γ 2
3 3

      , άξα ε εμίζωζε ηεο παξαβνιήο είλαη : 

  21 1
f x x x 2

3 3
   . 

Β2. Αλ 
1

α ,  β 0
2

   θαη γ 2  , ε εμίζωζε ηεο παξαβνιήο παίξλεη ηελ κνξθή:  
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  21
f x x 2

2
  . 

Άξα ηα θνηλά ζεκεία παξαβνιήο θαη επζείαο πξνθύπηνπλ από ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο:  

 2

2 2 2

1
y x 2 1 1

x 2 x 2 x x 4 0 x 2x 8 0 x 4 ή x 22
2 2

y x 2


 

                
   

 

Άξα γηα 
1x 2  έρνπκε 

1y 0  θαη  γηα 
2x 4   έρνπκε 

2y 6 . Δπνκέλωο ηα ζεκεία ην-

κήο ηεο   21
f x x 2

2
   θαη ηεο  g x x 2    είλαη ηα :   Α 2,0     θαη     Γ 4,6 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β3. Αλ κεηαηνπίζνπκε ηελ παξαβνιή  θαηά 4,5 κνλάδεο πξνο ηα πάλω πξνθύπηεη ε εμίζω-

ζε:                      2 29 1 9 1 5
h x f x 4,5 f x x 2 x

2 2 2 2 2
         . 

Δπηιύνληαο ην λέν ζύζηεκα ηεο    21 5
h x x

2 2
   θαη ηεο   g x x 2     έρνπκε: 

 2

2 2

1 5
y x 1 5 1 1

x x 2 x x 02 2
2 2 2 2

y x 2


 

         
     

 
22x 2x 1 0 x 1 0 x 1 0 x 1                θαη   y 3 . 

Δπνκέλωο ην ζεκείν ηνκήο ηωλ   21 5
h x x

2 2
    θαη   g x x 2    είλαη έλα, ην: 

   x, y 1,3  . 
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Θ έ μ α  Γ  

Γ1. 
2x 4 0      θαη   6x 0 x 0       x ( ,2) (2, )    .  Άξα  

fA (2, )   

Γ2. 
2

2 2(x 4)
f (x) 0 log(x 4) log6x log 4 0 log log1

6x


          

2 2log x
22(x 4) x 4 3x

1 0 (x 3x 4)3x 0
3x 3x

   
          άξα  f(x)<0 όηαλ  x (2,4)  

Θ έ μ α  Δ  

Γηα λα είλαη 2νπ βαζκνύ πξέπεη: 

θ θ 2 θ 2 θ 2 θ θ θ θ4 2 0 (2 ) 2 2 0 2 (2 4) 0 2 0 άηνπν ή 2 4 θ 2               

θαη  
3 π 3π

ζπλζ(2ζπλζ 3) 0 ζπλζ 0  θαη  ζπλζ ζ ,  
2 2 2

        

1 ξίδα ηνπ P(x) άξα: 

2 2P(1) 0 ζπλζ(2ζπλζ 3) 1 1 1 0 2ζπλ ζ 3ζπλζ 2 0          
 

ζπλζ 2 άηνπν δηόηη  1 ζπλζ 1
3 5

ζπλζ 1 2π 2π
ζπλζ ζπλ ζ 2θπ4

2 3 3

   
 

   
      

   

2π
ζ 2θπ

3
    ή  

2π 2π
ζ 2θπ+ ζ

3 3
    γηα θ=0  ή  

4π
ζ

3
  γηα θ=1. 

33o 

Θ έ μ α B  

Β1. 
5         2

D 15 16 1 0
8         3

       

x

7 ι          2
D 3(7 ι) 2(2ι 1) 21 3ι 4ι 2 19 7ι

2ι 1         3


          


 

y

5          7 ι
D 5(2ι 1) 8(7 ι) 10ι 5 56 8ι 18ι 51

8         2ι 1


          


 

Β2. Άξα D≠0 θαη ι R  άξα ην (΢) έρεη 1 κνλαδηθή ιύζε: 

yx

0 0

DD
(x , y ) , (7ι 19,  51 18ι)

D D

 
    
   

Β3. 0 0x y 5 7ι 19 51 18ι 5 25ι 75 ι 3            

Θ έ μ α  Γ  
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Γ1.  
P(2) 0 16 4α 2β 6 0 4α 2β 22

P(1) 4 2 α β 6 4 α β 12

         
    

           
 

( 2) 2α β 11
( ) α 1 α 1

α β 12

   
       

  
     νπόηε β=13 

Γ2. Έρνπκε 

3 2 2P(x) 0 2x x 13x 6 0 (x 2)(2x 5x 3) 0 x 2 0 x 2                 

ή  
2 1

2x 5x 3 0 x 3 ή x
2

        

Γ3. 3 22εκ x εκ x 13εκx 6 0         Θέηνπκε  εκx θ  

(Γ2)
3 22θ θ 13θ 6 0 εκx 2        αδύλ.  ή  εκx 3   αδύλ.  ή  

1
εκx

2
  

π
x 2θπ

6
 θ Ε

5π
x 2θπ

6


 


  
  

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Πξέπεη  
x4 9 0   αιεζεύεη γηαηί  

x x4 ,2 ,1,9 0   
x2 1 0   αιεζεύεη.  Άξα  

fD R  

Γ2. Έρνπκε 

x x

log"1 1"
x x x x

x 2 x x 2 x x x

f (x) 0 log 2 log(4 9) 1 log(2 1) 0

log 2(4 9) log 10(2 1) 2 4 18 10 2 10

2(2 ) 10 2 8 0 (2 ) 5 2 4 0 2 4 ή 2 1



        

                

            

 

x x 22 4 2 2 x 2          ή    
x x 02 1 2 2 x 0      

 

34o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. 
π π

(εκx 1)(2ζπλx 3) 0 εκx 1 εκx εκ x 2θπ ,  θ Ε
2 2

            

ή  
3 5π 5π

ζπλx ζπλ x 2θπ ,  θ Ε
2 6 6

 
       

 
 

Β2. i. Δίλαη  
2 2(ζπλx εκx) (ζπλx εκx)

1
2 2

 
   

2 2 2 2

2 2
2 2

ζπλ x 2εκxζπλx εκ x ζπλ x 2εκxζπλx εκ x
1

2

2(εκ x ζπλ x)
1 εκ x ζπλ x 1  αιεζεύεη

2

    
 


    
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ii. Δίλαη   

2 2

2 2 ζπλx ζπλx
(1 ζθx) (1 ζθx) 1 1

εκx εκx

   
         

   
 

2 2 2 2 (1)

2 2 2 2

(εκx ζπλx) (εκx ζπλx) (εκx ζπλx) (εκx ζπλx) 2

εκ x εκ x εκ x εκ x

    
     

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Ηζρύεη:

2 2

2

P(0) 0 0 0 β 1 0 β 1 β 1

P( 1) 3 2α 4 α 21 2α β 1 3

          
   

         
 

Γ2. Δθαξκόδνληαο ζρήκα Horner γηα ηελ ηηκή 1  ε δηαίξεζε P(x) : (x 1)  δίλεη:  

2π(x) x x 3    

Γ3. 3 2P(x) 0 x 4x 0 x(x 4) 0        θαη κε πίλαθα γηλνκέλνπ: 

P(x) 0  όηαλ  x [ 2,0] [2, )     

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Πξέπεη:  x>0   θαη   
1

2
1

2log x 1 0 log x x 10 x 10
2

         

Άξα  
fD (0, 10) ( 10, )    

Γ2. Έρνπκε  

1
2log 1

1 10 2log x 1 10x
f (x) f

1x 3 2log x 1 3
2log 1

x

 
 

   
     

   
 

 

 

2log x 1 2log x 1 10 2log x 1 2log x 1 10

2log x 1 2log x 1 3 2log x 1 2log x 1 3

    
     

    
. Θέηνπκε 

2log x 1
θ

2log x 1






2 21 10 1
νπόηε έρνπκε θ 3θ 3 10θ 3θ 10θ 3 0 θ ή θ 3

θ 3 3
             

Άξα 
2log x 1

3 2log x 1 6log x 3 4log x 4 log x 1 x 10
2log x 1


          


 

ή  12log x 1 1 1
6log x 3 2log x 1 4log x 4 log x 1 x 10

2log x 1 3 10


             


 

35o 

Θ έ μ α  Β  

π
x 2θπ

2εκx εθy 1 3 (1) 1 6
( ) 6εκx 3 εκx ,  θ Ε

5π24εκx εθy 2 3 x 2θπ
6


     

       
     


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Αλ  
1

εκx
2

  ηόηε ε:  
π

(1) 1 εθy 1 3 εθy 3 x θπ ,  θ Ε
3

         
 

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Σν πνιπώλπκν  Ρ(x)  έρεη παξάγνληεο ηνπο  x 1   θαη  x 2 , άξα:  

  P( 1) 0 1 α β 4 0 α β 3  1                θαη  

  P(2) 0 8 4α 2β 4 0 2α β 6  2          . 

Πξνζζέηνπκε θαηά κέιε ηηο εμηζώζεηο (1) θαη (2), νπόηε πξνθύπηεη  α 3   θαη  β 0 . 

Γ2. Γηα α 3   θαη  β 0  είλαη   3 2P x 0 x 3x 4 0     . 

Με ζρήκα Horner έρνπκε: 

 

1 3  0 4 1  

 1  4 4  
 

1 4  4 0 
 

 

Άξα 
  3 2 2x 3x 4 0 x 1 x 4x 4 0 x 1   ή   x 2           

(δηπιή). 

Γ3. i. Δίλαη   3 2P x x 3x 4   , νπόηε   3 2P 0 0 3 0 4 4     , άξα ε γξαθηθή παξά-

ζηαζε ηεο πνιπωλπκηθήο ζπλάξηεζεο  P x  ηέκλεη ηνλ άμνλα y y  ζην ζεκείν  A 0,4 . 

ii. Από ηνλ παξαθάηω πίλαθα πξνζήκνπ ηνπ  P x , παξαηεξνύκε όηη: 

 

x               1                       2                

 P x        

 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο πνιπωλπκηθήο ζπλάξηεζεο  P x  είλαη θάηω από ηνλ άμνλα  

x x   γηα  x , 1   . 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Πξέπεη   
4 x

0
4 x





 θαη 4 x 0  , άξα     24 x 4 x 0 16 x 0 x 4,4         . 

Άξα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο  f  είλαη ην  A 4,4  . 

Γηα λα δείμνπκε όηη ε  
fC  δηέξρεηαη από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ, αξθεί λα δείμνπκε όηη 

 f 0 0 . Πξάγκαηη είλαη   
4 0 4

f 0 ln ln ln1 0
4 0 4


   


. 

Γ2. Α ΄  τρόπος 

             A f 3 f 2 f 1 f 0 f 1 f 2 f 3           
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6 5 3 2 1
A ln 7 ln ln ln1 ln ln ln

2 3 5 6 7
      

 

1 6 2 5 3
A ln 7 ln ln ln ln ln ln1

7 2 6 3 5
      

 

1 6 2 5 3
A ln 7 ln ln ln1 4ln1 0

7 2 6 3 5

     
             

       

Β ΄  τρόπος 

Ζ ζπλάξηεζε   
4 x

f x ln
4 x





 είλαη πεξηηηή, γηαηί : 

Έρεη πεδίν νξηζκνύ  

36o 

Θ έ μ α  Β  

( 2)

π
2εκ(π x) 4εκ y 1 2 2

2εκx 4ζπλy 1 2 2 (1)2

π 4εκx 2ζπλy 2 2
4ζπλ x 2ζπλ(π y) 2 2

2

4εκx 8ζπλy 2 4 2 2 π
( ) 10ζπλy 5 2 ζπλy y 2θπ ,  θ Ε

2 44εκx 2ζπλy 2 2



  
            

  
             

   
         

   

 

Αλ  
2

ζπλy
2

  ηόηε ε (1): 

π
x 2θπ

1 6
(1) 2εκx 2 2 1 2 2 2εκx 1 εκx ,  θ Ε

5π2
x 2θπ

6


 

         
  
  

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. ΄Δρνπκε 

P(1) 0 1 α 3 β 4 0 α β 1
( ) 2α 4 α 2

P( 1) 16 1 α 3 β 4 3 16 α β 5

          
          

                
 

νπόηε β=3. 

Γ2. i. Eίλαη  
3 2 2P(x) 0 x 5x 7x 3 0 (x 1)(x 4x 3) 0             

2x 1 0  ή  x 4x 3 0 x 1  ή  x 3  ή  x 1           

ii. Γηα λα είλαη ε C θάηω από ηνλ x΄x πξέπεη: 

2P(x) 0 (x 1)(x 4x 3) 0           Άξα  x ( ,1) (1,3)    

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Πξέπεη: 
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x xήe 0 e
2x x x x x 1 x 0 2x xe e 0 e (e 1) 0 e 0 e e x 0 e e 2x x

 
                

fD (0, )  . Πξέπεη:  

xe
x 1 x 1 1e e 0 e e x 1 1 x 0


               

yD (0, )   

Γ2. Δίλαη     2x x x 1 2x x xf (x) g(x) ln e e ln e e e e e e e           

2x x x x x x x x

x x 0 x x

e e e e e 0 e (e 1) e(e 1) 0 (e 1)(e e) 0

e 1 0 e 1 e x 0  απνξ. ή e e 0 e e x 1 δεθηή

              

             
 

Γ3. Δίλαη   2x x 2x xf (x) ln 2 ln e e ln 2 e e 2        

2x x 2

x

x

e e 2 0 ω ω 2 0
ω 1 e 1 αδύλ.

ξίδεο :  ω 2  ή  ω 1ζέηω e ω

     
        

    

 

ή  
xω 2 e 2 x ln 2      

37o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. 2
ι       ι

D ι ι ι(ι 1)
1            ι


           

2

x

1        ι
D ι ι ι(1 ι)

ι            ι


        2

y

ι           1
D ι 1 (ι 1)(ι 1)

1            ι
       

 Αλ ι≠0, ι 1   ηόηε ην (΢) έρεη κνλαδηθή ιύζε ηελ: 
yx

0 0

DD ι 1
(x , y ) , 1,

D D ι

   
    

  
 

 Αλ ι=0 ηόηε ην (΢):  
0x 0y 1

x 0

 



 άηνπν 

 Αλ ι 1   ηόηε ην (΢):  
x y 1

 (αόξηζην) x 1 y
x y 1

  
  

  
 

Άξα  (x, y) ( 1 θ,θ)    κε θ R  

Β2. Γηα ι=2: 

 
2

2 2

2

ζπλ θ
3εκθ 0 2ζπλ θ 3εκθ 0 2 1 εκ θ 3εκθ 0

1

2

1 π 5π2εκ θ 3εκθ 2 0
εκθ θ 2θπ+   ή  θ 2θπ+ ,  θ Ε

2 6 63 5
εκθ

εκθ 2  απνξ.4


           

   
     

   
      

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. P(1) 4 1 α 1 6 4 α 4          

Γ2. Δίλαη 

3 2 2P(x) 0 x 4x x 6 0 (x 2)(x 2x 3) 0 x 2  ή  x 3  ή  x 1                 
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2P(x) 0 (x 2)(x 2x 3) 0     
         

x ( , 1] [3, )    
 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Πξέπεη  
x x 32 8 0 2 2 x 3           

fA (3, )   

Γ2. x 3 x x 4f (x) 3ln 2 ln(2 8) ln 2 2 8 8 2 2 x 4            

Γ3. Δίλαη 

x

x x 2 x x 2 x

2 ω
2x x x 2x x 2

2f (x) 2ln 2 ln 2 2ln(2 8) ln 2 ln 2 (2 8) ln 4 2

2 16 2 64 4 2 2 20 2 64 0 ω 20ω 64 0 ω 4  ή  ω 16


         

                 

 

Άξα:
x 2 x 44 ω 16 4 2 16 2 2 2 2 x 4           . Λόγω  

fD  πξέπεη:  x (3,4)  

38o 

Θ έ μ α  Β  

B1. 
4 225 α(log10) 8[log10] log(100 10)      ή  2α 8 1 3 25       ή   α=1 

B2. Γηα α=1 έρνπκε:  
4 2f (x) (log x) 8(log x) (log100 log x)    

4 2 3 2 2(log x) 16(log x) 8(log x) ... [(log x) 4log x]      

B3. 
4f (x) 0 (log x)(log x 4) 0 log x 0  ή  log x 4 x 1  ή  x 10            

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Έρνπκε 

P( 1) 0 1 2α β 6 0 2α β 5
( ) 4α 8 α 2

P(1) 4 1 2α β 6 4 2α β 3

           
          

         
 

νπόηε β=1. 

Γ2.          
3 2P(x) 0 x 4x x 6 0 (ζρήκα Horner)         

2(x+1)(x 5x 6) 0 x 1  ή  x 2  ή  x 3          

2P(x) 0 (x 1)(x 5x 6) 0            x ( , 1] [2,3]     

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. 22εκ ω 3εκω 2 0        Γ 9 16 25     
3 5

εκω εκω 2
4

 
     αδύλαηε 

ή  
1 π π

εκω εκω εκ ω 2θπ
2 6 6

        ή  
5π

ω 2θπ
6

   

Γ2. Γηα λα είλαη 2νπ βαζκνύ πξέπεη: 

2 π 5π
ω 2θπ   ή  ω 2θπ2εκ ω 3εκω 2 0

6 6
5π

5πω 0
ω 06

6


        

  
     

π 5π
ω   ή  ω

6 6

5π
ω 0

6


 


  
  



336 

π
άξα ω

6
  

Γ3. 

 

 

 13π 1
ζπλ ζθ 6π ω 3

2 2
K 1

11π 1
εθ ω ζπλ π ω 3

2 2

   
      

   
   

   
       

   

 

 13π 12π π π 1
ζπλ ω ζπλ ω ζπλ ω εκω

2 2 2 2 2

     
              

     
 

 ζθ(6π ω) ζθ(3 2π ω) ζθ( ω) ζθω 3           

 
11π 8π 3π 3π

εθ ω εθ ω εθ ω ζθω 3
2 2 2 2

     
            

     
 

 
1

ζπλ(π ω) εκω
2

      

39o 

Θ έ μ α  Β  

B1. 
εθα εθβ 1

εθ(α β) ...
1 εθαεθβ 7


   


 

B2. 
εθα εθβ

εθ(α β) ... 1
1 εθαεθβ


   


 

B3. α β 45   νπόηε 2α 2β 90   άξα 2α θαη 2β ζπκπιεξωκαηηθέο. 

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Ηζρύεη: P(1) 0 1 5 10 θ 0 14 θ 0 θ 14            

Γ2. 6 4 2P(x) x 5x 10x 14    .  Δθηεινύκε ζρήκα Horner κε ηελ ηηκή 1 θαη πξνθύπηεη:  

5 4 3 2(x 1)(x x 4x 4x 14x 14) 0 x 1          

ή  4 2 4 2x (x 1) 4x (x 1) 14(x 1) 0 (x 1)(x 4x 14) 0 x 1               

ή  
4 2x 4x 14 0   .  Θέηνπκε   

2 2x ω ω 4ω 14 0      

1

1,2

2

72
ω 2 2 3 2

4 72 2
ω

2 72
ω 2 0  απνξ.

2


   

 
  


    

2x 2 3 2 x 2 3 2       

Θέηνπκε  2x θ : 3 2 2P(x) 0 θ 5θ 10θ 14 0 (θ 1)(θ 4θ 10) 0            
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2θ 1 x 1 x 1        ή  
4 72

θ 2 3 2 2 3 2 x 2 3 2
2


          

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Έρεη παξάγνληα ην x 1 . 2ζπλζ 1 2P(1) 0 1 e ln θ ln θ 0      . Όκωο 3νπ βαζκνύ 

άξα πξέπεη: 

2ζπλζ 1 0 1 π 2π
1 e 1 e 2ζπλζ 1 0 ζπλζ ζπλ ζπλ

2 3 3

2π
ζ 2θπ ,  θ Ε

3

            

   
 

Ηζρύεη   

2ln θ ln θ 0 ln θ(ln θ 1) 0     ln θ 0 θ 1      ή  
1 1

ln θ 1 ln θ
e e

      

Γ2. Αλ θ=1     P(x) x 1   

Αλ  
1

θ
e

      3 2P(x) x x x 1   
     

11
ln ln e 1

e

    

άξα  
2 2P(x) x (x 1) x 1 (x 1)(x 1) π(x) x 1 π(x)            

Γ3. 2P(x) 0 (x 1)(x 1) 0     . Όκωο x+1>0 άξα πξέπεη x 1 0 x 1     

40o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. 3 2 2x 6x 11x 6 0 (x 1)(x 5x 6) 0 x 1  ή  x 2  ή  x 3              

Β2. i. Πξέπεη: 

(B1)
3 2 3 2f (x) y x 6x 10x 2 x 4 x 6x 11x 6 0 x 1,  x 2,  x 3                   

Άξα ηέκλνληαη ζηα ζεκεία:  A(1,3) , Β(9,2), Γ(3,1)  

ii. 
1 2 3x 1,  x 2,  x 3   . Πξέπεη λα δείμνπκε όηη  f(x)>y όηαλ  x (1,2) (3, )    

Θέηω 3 2 2f (x) y x 6x 11x 6 0 (x 1)(x 5x 6) 0            

Άξα  x (1,2) (3, )    ώζηε f(x)>y 

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. 
π π

f (x) 2εκ 2x 1 2εκ 2x 1 2ζπλ2x 1
2 2

   
            

   
 

fA R      
2π 2π

T π
ω 2

    

Γ2. Γηα x R : 

1 ζπλ2x 1 2 2ζπλ2x 2 2 1 2ζπλ2x 1 2 1 1 f (x) 3                    

Άξα  f min 1  .Θέινπκε  f (x) 1 2ζπλ2x 1 1 2ζπλ2x 2           
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ζπλ2x 1 ζπλ2x ζπλ0 2x 2θπ x θπ,  θ Ε          

Γ3. Θέινπκε f(x) 3 όκωο f(x) 3 νπόηε f (x) 3 2ζπλ2x 2 ζπλ2x 1         

2x 2θπ π π
ζπλ2x ζπλπ 2x 2θπ π x θπ

2x 2θπ π 2

 
        

 
 

όκωο  x (0,2π)  άξα γηα 
π

θ 0 x
2

    θαη γηα 
3π

θ 1 x
2

    νη κνλαδηθέο δεθηέο 

ιύζεηο. 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. x x x 2x 2x x x xg(e ) f (e ) 6 e 5 e e 6e 5 0 e 1 ή e 15             

άξα  
xe 1 x 0     ή  

xe 5 x ln5    

Γ2. i.  x xh(x) ln g(e ) f (e )    Πξέπεη: 

x x x 2x 2x xg(e ) f (e ) 0 6e 5 e 0 e 6e 5 0         
 

Πξέπεη    
x1 e 5 0 x ln5      

ii.  4 x xh(x) ln(lne ) h(x) ln 4 ln g(e ) f (e ) ln 4       

x x x 2x 2x x x 2g(e ) f (e ) 4 6e 5 e 4 e 6e 9 0 (e 3) 0               

Ηζρύεη ην “=” 
x xe 3 0 e 3 x ln3        

41o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Πξέπεη  
2 2x θ 0   αιεζέο γηα x R   

x, x R 
2 2 2 2

2θ( x) 2θx
f ( x) f (x)

( x) θ x θ


     

  
. Άξα ε f είλαη πεξηηηή ζην R. 

B2. Πξέπεη λα δείμνπκε όηη  f (x) 1 , γηα x R  θαη όηη ππάξρεη 
0x  κε 

0f (x ) 1 . 

2 2x θ 0
2 2

2 2

2 2 2

2θx
f (x) 1 1 2θx x θ

x θ

x θ 2x 0 (x θ) 0  αιεζέο γηα x R

 

      


         

2

0 0 02 2

2θx
f (x ) 1 1 (x θ) 0 x θ

x θ
       


 

Άξα ε f παξνπζηάδεη κέγηζηε ηηκή ην 1 ζην 
0x θ .     f(θ)=1 

Β3. Γξαθηθή παξάζηαζε. 

Β4. 
2 2 2 2 2

2 2

2θx
g(x) θ(x θ ) 2013 θ (x θ ) 2013 g(x) 2θ x 2013

x θ
          


 

Έζηω  2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2x x 2θ x 2θ x 2θ x 2013 2θ x 2013 g(x ) g(x )          

άξα ε g   ζην R. 
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Θ έ μ α  Γ  

Γ1. Έρνπκε 

3 2x ιx 2x 6    2x 2  

3x         2x  x+ι 

     
2

2

ιx

ιx
       

6

2ι




 

 

                      2ι 6   

 

άξα  π(x)=x+ι, π(x) 2ι 6   

Γ2. Πξέπεη  π 0 2ι 6 0 ι 3       

Γ3. 
(Γ1)

3 2 2P(x) 0 x 3x 2x 6 0 (x 2)(x 3) 0           

άξα  P(x) 0 x ( , 3] [ 2, 2]         

Γ4. Έζηω  2f (x) αx βx γ    κε α≠0    Άξα  f (0) 0 γ 0    άξα  2αx βx  

2

2 2

f (x) f (x 2) 4x αx βx α(x 2) β(x 2) 4x

αx βx αx 4αx 4α βx 2β 4x 4αx 2β 4α 4x

          

            

 

Γηα  
4α 4 α 1

x R
2β 4α 0 2β 4 β 2

  
   

     
 

(Άζρεην κε ην ππόινηπν Γ1, Γ2, Γ3) 

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Πεδία νξηζκνύ f, g. 
fD :   x x 0e 1 0 e 1 e x 0 x (0, )           

gD :   
xe 2 0   ηζρύεη γηα x R  

Γ2.    ln 2f (ln 2) ln e 1 ln 2 1 ln1 0       

 1 1
g( 1) ln e 2 ln 2 0

e

  
      

 
 αθνύ  

1
2 1

e
       άξα  g( 1) f (ln 2)   

Γ3. Πξέπεη  
xe 1 0 x 0     

   

         

x 1 x

x x 1 x x x x

2x x x 2x x x x

x f (x) ln 2 g(x) x ln e ln 2 ln e 2

ln e ln e ln 2 ln e 2 ln e e 1 ln 2 e 2

e e 2e 4 e 3e 4 0 e 1 απνξ. ή e 4





        

         

           

 

  άξα  
xe 4 x ln 4    

Γ4. Πξέπεη x>0     

5 log x 5 log x

5 log x 10 2log x3 3x 100 x 10
 

       (Λνγαξηζκίδνπκε) 
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2

2

5 log x
log x 10 2log x 5log x log x 30 6log x

3

log x log x 30 0 log x=6 ή log x 5


        

      

 

Γειαδή  6log x 6 x 10     ή  5

5

1
log x 5 x 10

10

      

42o 

Θ έ μ α  Β  

Β1. Δθόζνλ  P(x) είλαη 3νπ βαζκνύ έρνπκε:  

2α 1 α 1
α 1

α 1 0 α 1

    
 

    
 

θαη  21
P(1) 4 2 1 0 1 3 1 β 4 1 3 β 4 β 2

2
                     

Β2. i. 3P(x) x 3x 2    

3 2x 0x 3x 2    2x 1  

3x         x  x 

              4x 2    

 

π(x)=x  θαη  π(x) 4x 2    

ii. 

1 0 3  2  1 

 1 1 2   

1 1 2  4   

 

2P(x) (x 1)(x x 2) ( 4)     
 

iii. 
(B2)

2 2P(x) 4 (x 1)(x x 2) 4 4 (x 1)(x x 2) 0               

Οη ξίδεο είλαη  x=1  ή  x 2    ή  x=1. 

Άξα  P(x) 4   όηαλ  x ( , 2) (1, )      

Θ έ μ α  Γ  

Γ1. 
2 2x x 1 0 x 1 x         (1)  θαη  

2x 1 0   αιεζέο γηα x R  

Αλ x 0 x 0    άξα ε (1) αιεζήο. 

Αλ x 0 x 0    ηόηε ε (1):    
2

2 2 2 2x 1 ( x) x 1 x 1 0        αιεζέο. 
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άξα  2x x 1 0    γηα x R . Άξα  
fA R  

2ος τρόπος:  Ηζρύεη γηα x R : 

2 2 2 2 2 2 2x 1 x x 1 x x 1 x x x 1 x x 1 x 0                   

Άξα  
fA R  

Γ2. 
1x x R      

  2 2

2

2

x 1 x x 1 x
f ( x) ln x ( x) 1 ln

x 1 x

    
 

       
 

   

 

 
2 2 1

2

2 2

x 1 x 1
ln ln ln x 1 x f (x)

x 1 x x 1 x

 
      

   
 

Άξα ε f πεξηηηή. 

Γ3.      
2

2
2ln x 1 x2

f (x) 2g(x) e x 4x e x 4x x 1 x x
  

           
 

  

 
2

2 2 2 2x 1 4x x 1 4x x 4x 4 3 (x 2) 3              

άξα  2g(x) (x 2) 3   . Γηα x R  ηζρύεη: 

2 2(x 2) 0 (x 2) 3 3 g(x) 3 g(x) g(0)             

Άξα ε g παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην x=0 ην g(0) 3   

Γ4. Αλ ζεωξήζoπκε  2θ(x) x  ηόηε ε 
2g(x) (x 2) 3 g(x) θ(x 2) 3        

άξα έρνπκε 2 κνλάδεο πξνο ηα δεμηά νξηδόληηα κεηαηόπηζε θαη 3 πξνο ηα θάηω θαηαθόξπ-

θε. Γηα x=0:  y=1  A(0,1)    Γηα y=0:  2(x 2) 3 x 2 3       θαη  x 2 3   

Θ έ μ α  Δ  

Γ1. Έρνπκε     

x 3 9 2x

x

2014 2013

2015 2014
x 3 9 2x 3x 6 x 2

2014 2014
0 1

2015 2015

     
    

    
       

  
     

  

 

Γ2. i. Έζηω  
1 2x ,x R  κε 

x

1 2

f
x x

1 2x x f f


    θαη  
1 2x x : 

1 2

1 2

x x

x x

1 2 1 2

1 2

f f
( ) f x f x f (x ) f (x )

x x

 
      

 
    άξα ε  f   ζην R. 

ii. 
2x 17x 2 90 16x 27 x 17 7 90 16x f (x 17x) f (90 16x)            

2 2x 17x 90 16x x x 90 0 9 x 10


             

 


