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Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θέμα 1ο 

A. Είλαη: 

i.  
2 2 2α β α 2αβ β     

ii.  
3 3 2 3α β α 3α β 3αβ β      

iii.   2 2α β α β α β     

B. Έρνπκε:     
2 2 2 2 2α β α β α β α αβ βα β α 2αβ β            

Θέμα 2ο 

A. Κάζε ζεκείν ηεο κεζνθαζέηνπ ελόο επζύγξακκνπ ηκήκαηνο 

ηζαπέρεη από ηα άθξα ηνπ. 

Αληίζηξνθα, θάζε ζεκείν πνπ ηζαπέρεη από ηα άθξα ελόο 

επζύγξακκνπ ηκήκαηνο είλαη ζεκείν ηεο κεζνθαζέηνπ ηνπ 

επζύγξακκνπ ηκήκαηνο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B. 

1. Δηάκεζνο, ύςνο. 

 

 

 

2. Παξάιιειν θαη ίζν κε ην κηζό ηεο ηξίηεο πιεπξάο. 

Δειαδή ηζρύεη / /
2


   

        
3. Τν κηζό ηεο ππνηείλνπζαο. 

Δειαδή ηζρύεη 
2


   

 

Α  Κ Η  Ε Ι   

Ά ζ κ η ζ η  1 η  

A. Η εμίζσζε 2x 5x 6 0    είλαη πνιπσλπκηθή 2νπ βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα 

 
2

5 4 1 6 25 24 1          θαη έρεη δύν άληζεο πξαγκαηηθέο ξίδεο, ηηο:

  1

1,2

2

5 1
x 3

5 1 5 1 2
x

5 12 1 2
x 2

2


    

   
   



 



2 

B. 

i.  
2

x 1 2 3
x

3 x 2x 4x 5x 6


   

  
 

Πεξηνξηζκνί: 

Πξέπεη: 

 2x 5x 6 0    ή  x 2 θαη x 3   

 3 x 0   ή x 3  

 2x 4 0   ή x 2  

Δειαδή x 2  θαη x 3 . 

Γηα x 2  θαη x 3  έρνπκε: 

 
       2

x 1 2 3 x 1 2 3
x

3 x 2x 4 x 3 x 2 x 3 2 x 2x 5x 6

 
       

       
 

     

       

2 x 1 4 x 2 3 x 3 2x 2 4x 8 3x 9

2 x 3 x 2 2 x 3 x 2

         
 

   
 

   

 

     

5 x 35x 15 5

2 x 3 x 2 2 x 3 x 2 2 x 2

   
   

    
  

ii.  

 
 

5
x

2 x 2


 


 

 
2 2 5

εκ σ ζπλ σ
2 x 2


  


 

 
 

2 2 5
εκ σ ζπλ σ

2 x 2


  


 

 

5
1

2 x 2


 


 

 2 x 2 5     

2x 4 5     

2 x

2

9

2





 

9
x

2


 

Η ηηκή 
9

x
2

  είλαη δεθηή αθνύ είλαη δηάθνξε ηνπ 2  θαη ηνπ 3 . 

Ά ζ κ η ζ η  2 η  
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α. Σπγθξίλνληαο ηα ηξίγσλα   θαη       έρνπκε: 

 Είλαη νξζνγώληα 

     (ππόζεζε) 

      (ππόζεζε) 

Επνκέλσο ηα νξζνγώληα ηξίγσλα   θαη       είλαη ίζα γηαηί 

έρνπλ ηελ ππνηείλνπζα θαη κηα θάζεηε πιεπξά ίζεο. Οπόηε: 
 

   . 

β.  Σπγθξίλνληαο ηα ηξίγσλα   θαη       έρνπκε: 

 
 

    (από ην εξώηεκα (α)) 

     (ππόζεζε) 

 
 

    (ππόζεζε) 

Επνκέλσο, από ην θξηηήξην Γ-Π-Γ, ηα ηξίγσλα   θαη       

είλαη ίζα. 
 

Ά ζ κ η ζ η  3 η  

A.  

 0  90  180  120  135  150  

ημ 0 1 0 3

2
 

2

2
 

1

2
 

ζσν 1 0 -1 1

2
  

2

2
  

3

2
  

εθ 0 Δελ 

νξίδεηαη 

0 3  -1 3

3
  

 

B. Έρνπκε: 

εκσζπλσ ζπλσ
εθσ

1 εκσ ζπλσ 1 εκσ
   

 
 

 

   

 
 

2 22 2 2 εκσ εκ σ ζπλ σεκσ 1 εκσ ζπλ σ εκσ εκ σ ζπλ σ

ζπλσ 1 εκσ ζπλσ 1 εκσ ζπλσ 1 εκσ

     
  

     

 

 1 εκσεκσ 1

ζπλσ 1 εκσ

 


   ζπλσ 1 εκσ

1

ζπλσ


  

2 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θέμα 1ο 

A.  Είλαη: 

i.  
2 2 2α β α 2αβ β     

ii.    2 2α β α β α β     

iii.  
3 3 2 2 3α β α 3α β 3αβ β      

B.  Είλαη i , ii , iii , iv     

 



4 

Θέμα 2ο 

α) Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία θαη ηηο αληίζηνηρεο γσλίεο ηνπο ίζεο, ηόηε είλαη 

ίζα. 

β) Αλ δύν πνιύγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο αλάινγεο θαη ηηο αληίζηνηρεο γσλίεο ηνπο ίζεο, ηόηε είλαη όκνηα. 

γ) i. ηελ πεξηερόκελε γσλία ίζε 

ii. νμεία γσλία 

iii. ηνλ ίδην αξηζκό πιεπξώλ . 

iv. ην ηεηξάγσλν 

Α  Κ Η  Ε Ι   

Ά ζ κ η ζ η  1 η  

α. 

 Η εμίζσζε 22x 9x 5 0    είλαη πνιπσλπκηθή 2
νπ

 βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα 

   
2

9 4 2 5 81 40 121           θαη έρεη δύν άληζεο πξαγκαηηθέο ξίδεο, ηηο: 

  1

1,2

2

9 11
x 5

9 121 9 11 4
x

9 11 12 2 4
x

4 2


    

    
    



 

 Η εμίζσζε 24x 4x 1 0    είλαη πνιπσλπκηθή 2
νπ

 βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα 
24 4 4 1 16 16 0         θαη έρεη κία δηπιή πξαγκαηηθή ξίδα, ηελ: 

0

β 4 1
x

2α 2 4 2
     


 

β. Έρνπκε: 

      2 1
2x 9x 5 2 x 5 x x 5 2x 1

2

 
           

 
 θαη 

  
2

22 1
4x 4x 1 4 x 2x 1

2

 
       

 
 

γ. Γηα 
1

x
2

 
 
είλαη: 

   2

2

x 5 2x 12x 9x 5

4x 4x 1

   


   
2

2x 1

x 5

2x 1





  

Ά ζ κ η ζ η  2 η  

Με ηε κέζνδν ησλ αληίζεησλ ζπληειεζηώλ έρνπκε: 

7x y y 1
x 3

3 2

9y 1x
x 1

2 4

 
  


    



 ή 
     

   

2 7x y 3 y 1 6 x 3

2 x 9y 1 4 x 1
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ή 
14x 2y 3y 3 6x 18

2x 9y 1 4x 4

    


    
 ή 

8x y 15

9y6x 3

3 3 3

 



 


 

ή 
8x y 15

2x 3y 1

 


 
 ή 

8x y 15

8x

 

 12y 4




  

 

ή 
8x y 15

11y 11

 



 ή 

8x y 15

y 1

 



 ή 

8x 15 1

y 1

 



 

ή 
x 2

y 1





 

Επνκέλσο ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε ην δεύγνο    x, y 2,1 . 

Γηα ην ζύζηεκα 
8x y 15

2x 3y 1

 


 
, αξθεί λα δείμνπκε όηη έρεη ιύζε ην δεύγνο    x, y 2,1 . 

Γηα x 2  θαη y 1  έρνπκε: 
8 2 1 15

2 2 3 1 1

  


   
 ή 

16 1 15

4 3 1

 


 
 πνπ ηζρύνπλ. Επνκέλσο ην ζύζηεκα 

8x y 15

2x 3y 1

 


 
 

έρεη ιύζε ην δεύγνο    x, y 2,1 . 

Ά ζ κ η ζ η  3 η  

α. Είλαη 2 213 169    θαη 
2 2 2 212 5 144 25 169        . Δειαδή 
2 2 2    , νπόηε ηζρύεη ην αληίζηξνθν ηνπ 

ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο. Άξα ην ηξίγσλν   

είλαη νξζνγώλην. 

β. Τα ηξίγσλα   θαη   έρνπλ 90
 

     θαη 


   θνηλή. Επνκέλσο έρνπλ θαη ηηο ηξίηεο γσλίεο 

ηνπο ίζεο. Επνκέλσο είλαη όκνηα 

γ. Επεηδή ηα ηξίγσλα   θαη   είλαη όκνηα, 

έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο αλάινγεο. Οπόηε έρνπκε: 

4 x
ι

5 13
   ή 

5x 4 13   ή 

5x

5

52

5
  ή 

52
x

5
  

δ. Επεηδή ν ιόγνο ησλ εκβαδώλ δύν όκνησλ 

πνιπγώλσλ ηζνύηαη κε ην ηεηξάγσλν ηνπ ιόγνπ 

νκνηόηεηαο, έρνπκε: 

 

 

2

2 4
ι

5

  
   

  
 

 

 

 



6 

 

 

 

16

25

1

2






  12

 
6 30

5 30








 



16

25
 

25  

25

  16 30

25


  

Άξα  
16 30 480 96

25 25 5


     η.κ. 

3 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο  

A.  Ταπηόηεηα ιέγεηαη θάζε ηζόηεηα πνπ πεξηέρεη κεηαβιεηέο θαη αιεζεύεη γηα όιεο ηηο ηηκέο ησλ κεηαβιεηώλ 

ηεο. Ταπηόηεηεο είλαη νη ηζόηεηεο ii θαη iv. 

Β. Έρνπκε: 

         
3 2 2 2α β α β α β α 2αβ β α β            

3 2 2 2 2 3 3 2 2 3α α β 2α β 2αβ β α β α 3α β 3αβ β          

Γ. Είλαη 1 , 2 , 3 , 4     

Θ έ μ α  1 ο  

Α) Δύν νξζνγώληα ηξίγσλα είλαη ίζα, όηαλ έρνπλ: 

1. δύν αληίζηνηρεο πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία ή 

2. κία αληίζηνηρε πιεπξά ίζε θαη κία αληίζηνηρε νμεία γσλία ίζε. 

Β)  Είλαη α , β , γ , δ     

Α  Κ Η  Ε Ι   

Ά ζ κ η ζ η  1 η  

α.       
2

A 1 2x x 2 2 x 6x x 1 2         ή  

2A 1 4x  24x 2x  2 2x 4 2x 6x 6x     2  

2A x 2x 1     

β.  Έρνπκε A 4x 4   ή 

2x 2x 1 4x 4      
2x 2x 3 0     

Η εμίζσζε 2x 2x 3 0     είλαη πνιπσλπκηθή 2νπ βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα 

   
2

2 4 1 3 4 12 16          θαη έρεη δύν άληζεο πξαγκαηηθέο ξίδεο, ηηο: 

1

1,2

2

2 4
x 3

2 4 2
x

2 42
x 1

2
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Ά ζ κ η ζ η  2 η  

α. Έρνπκε: 

 2

2

1 2x1 4x 2x 1
A :

y 2xy 2xy 3y

 
 

 

 1 2x

y  1 2x

y


 2x 3y

2x 1




2x 3y   θαη 

 3x y 23xy 6x
B y

y 2


  

 y 2
y 3x y    

β. Με ηε κέζνδν ησλ αληίζεησλ ζπληειεζηώλ έρνπκε: 

A 4

B 1

 



 ή 

2x 3y 4

3x y 1

  


 
 ή 

     

2x 3y 4

3 3x 3 y 3 1

  

       

 ή 

2x 3y 4

9x 3y 3

  

   

 ή 
2x 3y 4

7x 7

  


  
 ή 

2x 3y 4

x 1

  



 ή 

3y 4 2

x 1

   



 ή 

y 2

x 1





 

Επνκέλσο ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε ην δεύγνο    x, y 1,2  

Ά ζ κ η ζ η  3
η  

α. Έρνπκε: 

   
22 2 2ξ x y 12 9 144 81 255 15            

y 9
εκσ

ξ 15
  , 

x 12
ζπλσ

ξ 15


 , 

y 9 9
εθσ

x 12 12
   


 

β. Επεηδή γσλίεο παξαπιεξσκαηηθέο έρνπλ ίζα εκίηνλα, ελώ 

έρνπλ αληίζεηα ζπλεκίηνλα θαη εθαπηνκέλεο, είλαη: 

 

  εκ 180 σ εκσ   

  ζπλ 180 σ ζπλσ    θαη  εθ 180 σ εθσ    

  

Επνκέλσο : 

     5 εκ 180 σ ζπλ 180 σ 4εθ 180 σ
A

2εκ90 2008εθ180

      
 




 

  ν

ν ν

5 εκσ ζπλσ 4εθ180 5εκσ 5ζπλσ 4 0
A

2 1 2008 02εκ90 2008εθ180

      
 

  
 

9
5

155εκσ 5ζπλσ

2


 

  3

12
5

15


3

9 12

13

2 2 2

 

    

4 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο  

α. 
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 1ο κριηήριο ιζόηηηας (Π - Γ - Π) 

Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ δύν πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία θαη ηελ πεξηερόκελε γσλία ηνπο ίζε, ηόηε είλαη ίζα.  

Σε ίζα ηξίγσλα απέλαληη από ίζεο πιεπξέο βξίζθνληαη ίζεο γσλίεο 

 2ο κριηήριο ιζόηηηας (Γ - Π - Γ). 

Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ κία πιεπξά ίζε θαη ηηο πξνζθείκελεο ζηελ πιεπξά απηή γσλίεο ίζεο κία πξνο κία, 

ηόηε είλαη ίζα. Σε ίζα ηξίγσλα απέλαληη από ίζεο γσλίεο βξίζθνληαη ίζεο πιεπξέο. 

β.  Δύν νξζνγώληα ηξίγσλα είλαη ίζα, όηαλ έρνπλ 

 δύν αληίζηνηρεο πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία ή 

 κία αληίζηνηρε πιεπξά ίζε θαη κία αληίζηνηρε νμεία γσλία ίζε. 

γ. 

1. Σσζηό 

2. Λάζνο  

 

 
 

3. Σσζηό 

4. Λάζνο 

5. Λάζνο 

 

ΘΕΜΑ 2
ο 

α. H εμίζσζε y β  κε β 0  παξηζηάλεη κηα επζεία πνπ είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα x x  θαη ηέκλεη ηνλ 

άμνλα y y  ζην ζεκείν  0,β , ελώ ε εμίζσζε y 0  παξηζηάλεη ηνλ άμνλα x x . 

H εμίζσζε x α  κε α 0  παξηζηάλεη κηα επζεία πνπ είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα y y  θαη ηέκλεη ηνλ 

άμνλα x x  ζην ζεκείν  α,0 , ελώ ε εμίζσζε x 0  παξηζηάλεη ηνλ άμνλα y y . 

β. 

i. α γ β δ    

ii. α γ β γ    

iii. α γ β δ    

iv. α γ β γ    

Α  Κ Η  Ε Ι   

Ά ζ κ η ζ η  1 η  

α. Έρνπκε: 

      
2

P x 3x 1 x 2 3x 1      ή 

   2 2P x 9x 6x 1 3x x 6x 2        ή 

  2 2P x 9x 6x 1 3x x 6x 2        ή 

  2P x 6x x 1    
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β. Η εμίζσζε  P x 0  γξάθεηαη 26x x 1 0    θαη είλαη πνιπσλπκηθή 2νπ βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα 

1 24 25     θαη έρεη δύν άληζεο πξαγκαηηθέο ξίδεο, ηηο: 

1

1,2

2

1 5 4 1
x

1 25 12 12 3
x

1 5 6 12 6
x

12 12 2

 
    

  
       



 

γ. Είλαη: 

     
1 1 1 1

P x 6 x x 2 3 x x 3x 1 2x 1
3 2 3 2

     
              

     
 

Ά ζ κ η ζ η  2 η  

α. Έρνπκε: 

 

     

x 2 5 y 2
x 10 2y 2

ή2 3x y 3x 2y 4 3x y 3 3x 2y 6xx
3 2

    
    

        


 

x 2y 8 x 2y 8
ή ή

12x 4y 9x 6y 6x 3x 2y 0

    
 

       
 

β. Με ηε κέζνδν ησλ αληίζεησλ ζπληειεζηώλ έρνπκε: 

x 2y 8

3x 2y 0

 

  

 ή 
       

x 2y 8

1 3 x 1 2y 1 0

 

        

 ή 

x 2y 8

3x 2y 0

 


 
 ή 

x 2y 8

4x 8

 



 ή 

x 2y 8

x 2

 



 ή 

2 2y 8

x 2

 



 ή 

2y 6

x 2





 ή 

y 3

x 2





 

Επνκέλσο ην ζύζηεκ αέρεη κνλαδηθή ιύζε ην δεύγνο    x, y 2,3  

Ά ζ κ η ζ η  3 η  

α. Από ηελ ηαπηόηεηα 2 2εκ σ ζπλ σ 1   γηα 
3

εκσ
5

  έρνπκε: 

2

23
ζπλ σ 1

5

 
  

 
 

29
ζπλ σ 1

25
   

2 16
ζπλ σ

25
  

4
ζπλσ

5
 

 

Όκσο ε γσλία σ  είλαη ακβιεία, νπόηε δεθηή είλαη ε 
4

ζπλσ
5


 . 
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β. Είλαη: 

3

εκσ 5
εθσ

ζπλσ
 

4

5



3

4
   

γ. Έρνπκε: 

3 1 1

54 2 4
4 1 4

1
5 5


 

    

 

 

5 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο  

α. 

Τα αζξνίζκαηα κε όκνησλ κνλσλύκσλ είλαη κηα αιγεβξηθή παξάζηαζε, πνπ ιέγεηαη πολσώνσμο. Βαθμός 

ελόο πνιπσλύκνπ σο πξνο κία ή πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο ηνπ, είλαη ν κεγαιύηεξνο από ηνπο βαζκνύο ησλ 

όξσλ ηνπ. 

β. 

i.  
2 2 2α β α 2αβ β     

ii.  
2 2 2α β α 2αβ β     

γ. 

Γηα α 2  θαη β 1  είλαη:    
2 2 2α β 2 1 3 9      θαη    

2 2 2α β 2 1 1 1     . 

Επνκέλσο ε ηζόηεηα    
2 2

α β α β    δελ επαιεζεύεηαη γηα θάζε ηηκή ησλ παξαγκαηηθώλ α  θαη β  θαη 

ζπλεπώο δελ είλαη ηαπηόηεηα. 

Θ έ μ α  2 ο  

α. Αλ δηαηξέζνπκε θαηά κέιε ηηο ηζόηεηεο 
y

εκσ
ξ

  θαη 
x

ζπλσ
ξ

 , κε ηελ 

πξνϋπόζεζε όηη ζπλσ 0 , έρνπκε:  

y

εκσ ξ

xζπλσ

ξ

  ή 
εκσ yξ

ζπλσ xξ
  ή 

εκσ y
εθσ

ζπλσ x
  . 

 

β. Είλαη i , ii , iii    

γ. Είλαη εκσ 0 , ζπλσ 0  θαη εθσ 0  

Α  Κ Η  Ε Ι   

Ά ζ κ η ζ η  1 η  

α. Γηα λα νξίδεηαη ε παξάζηαζε   πξέπεη: 2x x 6 0    

Η εμίζσζε 2x x 6 0    είλαη πνιπσλπκηθή 2
νπ

 βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα    
2

1 4 1 6 1 24 25        
 

θαη έρεη δύν άληζεο πξαγκαηηθέο ξίδεο, ηηο: 
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  1

1,2

2

1 5
x 3

1 25 1 5 2
x

1 52 1 2
x 2

2


     

   
    



 

Άξα ε παξάζηαζε A  νξίδεηαη γηα x 3  θαη x 2   

β. Γηα x 3  θαη x 2   είλαη: 

 
   

   23

2

2x x 2 x 22x x 42x 8x

x 3 x 2x x 6

 
   

      x 3 x 2 

 2x x 2

x 3





 

γ. Γηα x 3  θαη x 2   έρνπκε: 

A 0  ή 
 2x x 2

0
x 3





 ή  2x x 2 0   ή 

 x 0 ή x 2  , νη νπνίεο είλαη δεθηέο αθνύ ηθαλνπνηνύλ ηνπο πεξηνξηζκνύο. 

Ά ζ κ η ζ η  2 η  

Με ηε κέζνδν ησλ αληίζεησλ ζπληειεζηώλ έρνπκε: 

 

y 1x 3
2

2 3

2x 3 y 2 8


 


    

 ή 
   3 x 3 2 y 1 12

2x 3y 6 8

    


   
 ή 

3x 9 2y 2 12

2x 3y 2

   


  
 ή 

3x 2y 23

2x 3y 2

 


  
 ή 

9x 6y 69

4x 6y 4

 


  
 ή 

13x 65

4x 6y 4




  
 ή 

65
x

13

4x 6y 4





   

 ή 

x 5

4x 6y 4




  
 ή 

x 5

4 5 6y 4




   
 ή 

x 5

6y 24




 
 ή 

x 5

y 4




 
 

Επνκέλσο ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε ην δεύγνο    x, y 5, 4   

Ά ζ κ η ζ η  3
η

 

α. Τα ηξίγσλα   θαη   έρνπλ: 

 ν90   

 Η   είλαη θνηλή γσλία 

Επνκέλσο έρνπλ θαη ηηο ηξίηεο γσλίεο ηνπο ίζεο, 

νπόηε ηα ηξίγσλα   θαη   είλαη όκνηα. 

 

β. Αλ ι  ν ιόγνο νκνηόηεηαο ησλ   θαη  , 

ηόηε: 

ι
  

  
  

 

γ.  

 Χξεζηκνπνηώληαο ην ππζαγόξεην ζεώξεκα 

ζην νξζνγώλην ηξίγσλν   έρνπκε:  

        2 2 2 2 26 8 36 69 100          ή 100 10cm    
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 Επεηδή ην   είλαη ην κέζν ηεο  , έρνπκε όηη: 4cm
2


    

 Από ην εξώηεκα (β) έρνπκε: 

 
 


 

 ή 
6 10

4



 ή 10 4 6     ή 2,4 cm   

 
 


 

 ή 
6 8

2, 4



 ή 6 2,4 8     ή 
19,2

3, 2 cm
6
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6 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο  

Γηα ηελ απόζηαζε ξ  ελόο ζεκείνπ  x, y  από ηελ αξρή 

ησλ αμόλσλ ηζρύεη: 

2 2ξ x y   ή 2 2 2ξ x y   

Αλ δηαηξέζνπκε θαη ηα δύν κέιε κε ην 2ξ , ηόηε έρνπκε: 

2 22

2 2 2

ξ yx

ξ ξ ξ
   ή  

2 2

yx
1 : 1

ξ ξ

   
    

   
 

 

Επεηδή 
y

εκσ
ξ

  θαη 
x

ζπλσ
ξ

 , ε ηζόηεηα  1  γίλεηαη: 

   
2 2

ζπλσ εκσ 1   ή 2 2εκ σ ζπλ σ 1   

Θ έ μ α  2 ο  

A.    2 2 2 2α β α β α αβ βα β α 2αβ β          

Β)    Είλαη α 1 , β 1 , γ 3    

Α  Κ Η  Ε Ι   

Ά σ κ η σ η  1 η  

Έρνπκε: 

   2 25 2x 3 x 9 x 6x 5 0      ή 2x 3 0   ή 2x 9 0   ή 2x 6x 5 0    

Έρνπκε: 

 2x 3 0   ή 2x 3  ή 
2

x
3

  

 2x 9 0   ή 2x 9   ε νπνία είλαη αδύλαηε ζην  

 2x 6x 5 0    ε νπνία είλαη πνιπσλπκηθή 2
νπ

 βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα 

 26 4 15 16       θαη έρεη δύν άληζεο πξαγκαηηθέο ξίδεο, ηηο: 

  1

1,2

2

6 4
x 5

6 16 6 4 2
x

6 42 1 2
x 1

2


     

  
   



 

Επνκέλσο ε αξρηθή εμίζσζε έρεη σο ιύζεηο ηνπο αξηζκνύο 
3

x
2

 , x 5  θαη x 1 . 

Ά σ κ η σ η  2 η  
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α. Σπγθξίλνληαο ηα   θαη   έρνπκε: 

 Είλαη νξζνγώληα αθνύ    

θαη   

   (αθνύ ην   είλαη κέζν 

ηε  ) 

 ˆ ˆ    (παξά ηε βάζε γσλίεο ηνπ 

ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ  ) 

Επνκέλσο ηα ηξίγσλα   θαη   είλαη ίζα σο 

νξζνγώληα κε ίζεο ππνηείλνπζεο θαη κία νμεία γσλία 

ίζε. Οπόηε   . 
 

     β. Είλαη    σο δηαθνξά ίζσλ ηκεκάησλ    
 
αθνύ από ηελ 

ηζόηεηα ησλ ηξηγώλσλ   θαη   έπεηαη όηη  . 

Ά σ κ η σ η  3 η  

Με ηε κέζνδν ησλ αληίζεησλ ζπληειεζηώλ έρνπκε: 

   2 2x 3y 3 y 3x 5

4x y y
2 0

2 3

    

 

  


 ή 
 

4x 6y 3y 9x 5

3 4x y 2y 12 0

    


   
 ή 

5x 3y 5

12x 3y 2y 12

  


   
 ή 

5x 3y 5

12x y 12

  


  
 ή 

5x 3y 5

36x 3y

 

 36




 

 ή 
5x 3y 5

41x 41

  


 
 ή 

5x 3y 5

x 1

  


 
 ή 

5 3y 5

x 1

   


 
 ή 

3y 0

x 1




 
 ή 

y 0

x 1




 
 

Επνκέλσο ην ζύζηεκα έρη κνλαδηθή ιύζε ην δεύγνο    x, y 1,0  . 

7 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο  

α. Ταπηόηεηα ιέγεηαη θάζε ηζόηεηα πνπ πεξηέρεη κεηαβιεηέο θαη αιεζεύεη γηα όιεο ηηο ηηκέο 

ησλ κεηαβιεηώλ ηεο. 

β. Είλαη: 

    
3 2

α β α β α β      

  2 2α β α 2αβ β     

3 2 2 2 2 3α 2α β αβ βα 2αβ β       

3 2 2 3α 3α β 3αβ β     

γ. Είλαη: 

  
2 2 2α β α 2αβ β     
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   2 2 3 3α β α αβ β α β      

  
2 2 2α β α 2αβ β     

Θ έ μ α  2
ο

 

α. Έρνπκε: 

 Από ην ππζαγόξεην ζεώξεκα γηα ηελ απόζηαζε ξ   έρνπκε όηη 2 2ξ x y   

 
2 2

ηεηαγκέλε ηνπ y y
εκσ

απόζηαζε ηνπ από ην ξ x y


  

  
 

 
2 2

ηεηκεκέλε ηνπ x x
ζπλσ

απόζηαζε ηνπ από ην ξ x y


  

  
 

 
ηεηαγκέλε ηνπ y

εθσ , x 0
ηεηκεκέλε ηνπ x


  


 

β. Γηα ηελ απόζηαζε ξ  ελόο ζεκείνπ  x, y  από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ ηζρύεη: 

2 2ξ x y   ή 2 2 2ξ x y   

Αλ δηαηξέζνπκε θαη ηα δύν κέιε κε ην 2ξ , ηόηε έρνπκε: 

2 22

2 2 2

ξ yx

ξ ξ ξ
   ή  

2 2

yx
1 : 1

ξ ξ

   
    

   
 

Επεηδή 
y

εκσ
ξ

  θαη 
x

ζπλσ
ξ

 , ε ηζόηεηα  1  γίλεηαη: 

   
2 2

ζπλσ εκσ 1   ή 2 2εκ σ ζπλ σ 1   

γ. Αλ δηαηξέζνπκε θαηά κέιε ηηο ηζόηεηεο 
y

εκσ
ξ

  θαη 
x

ζπλσ
ξ

 , κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη 

ζπλσ 0 , έρνπκε: 

y

εκσ ξ

xζπλσ

ξ

  ή 
εκσ yξ

ζπλσ xξ
  ή 

εκσ y
εθσ

ζπλσ x
  . 

Α  Κ Η  Ε Ι   

Ά σ κ η σ η  1 η  

α. Γηα x 2   θαη y 3  έρνπκε: 

   
23 23 2 3 3 4 2 3 6 27 9 4 4 3 162 9 48 219                     

β. Τν πνιπώλπκν θαηά ηηο θζίλνπζεο δπλάκεηο ηνπ x  γξάθεηαη: 

2 3 24x y 3y x y  
 

Ο βαζκόο ηνπ πνιπσλύκνπ σο πξνο x  θαη y  είλαη ν κεγαιύηεξνο από ηνπο βαζκνύο ησλ 

όξσλ ηνπ. Δειαδή ν βαζκόο ηνπ 33y x  ν νπνίνο είλαη 3 1 4  .
 

Ά σ κ η σ η  2 η  

Με ηε κέζνδν ησλ αληίζεησλ ζπληειεζηώλ έρνπκε: 
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2y 1x 5
3

2 3

y 6x 4
4

3 2


 


  



 ή 
   

   

3 x 5 2 2y 1 18

2 x 4 3 y 6 24

    


   

 ή 

3x 15 4y 2 18

2x 8 3y 18 24

   


   
 ή 

3x 4y 31

2x 3y 2

 


  
 ή  

6x 8y 62

6x 9y 6

 

  

 ή 
6x 8y 62

17y 68

 



 ή 

6x 8y 62

68
y

17

 






 ή 

6x 8y 62

y 4

 



 ή 

6x 8 4 62

y 4

  



 ή 

6x 62 32

y 4

 



 ή 

30
x

6

y 4





 

 ή 
x 5

y 4





 

Επνκέλσο ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε ην δεύγνο    x, y 5,4 . 

Ά σ κ η σ η  3 η  

α. Σπγθξίλνληαο ηα ηξίγσλα   θαη   

έρνπκε: 

 Η   είλαη θνηλή πιεπξά 

   (αθνύ ην   είλαη 

ηζνζθειέο) 

 1 2    (αθνύ ε   είλαη δηρνηόκνο 

ηεο γσλίαο  ). 

Επνκέλσο από ην θξηηήξην Π-Γ-Π ηα ηξίγσλα 

  θαη   είλαη ίζα. 

 

β. Από ηελ ηζόηεηα ησλ   θαη   έπεηαη 

όηη  . Οπόηε ην ηξίγσλν   είλαη 

ηζνζθειέο. 
 

8 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο  

Α1. Είλαη     
2 2 2 2 2α β α β α β α αβ βα β α 2αβ β            

Α2. α.  
3 3 2 2 3α β α 3α β 3αβ β      

β.    2 2α β α β α β     

Α3. 1 γ , 2 δ , 3 α , 4 ε     

Θ έ μ α  2
ο
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Β1. Είλαη: 

 
2 2

ηεηαγκέλε ηνπ y y
εκσ

απόζηαζε ηνπ από ην ξ x y


  

  
 

 
2 2

ηεηκεκέλε ηνπ x x
ζπλσ

απόζηαζε ηνπ από ην ξ x y


  

  
 

 
ηεηαγκέλε ηνπ y

εθσ , x 0
ηεηκεκέλε ηνπ x


  


 

 

Β2. 

Αλ δηαηξέζνπκε θαηά κέιε ηηο ηζόηεηεο 
y

εκσ
ξ

  θαη 
x

ζπλσ
ξ

 , κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη 

ζπλσ 0 , έρνπκε: 

y

εκσ ξ

xζπλσ

ξ

  ή 
εκσ yξ

ζπλσ xξ
  ή 

εκσ y
εθσ

ζπλσ x
  . 

Β3. Είλαη: 1 η , 2 ζη , 3 θ , 4 β , 5 β , 6 ε , 7 δ , 8 δ         

Α  Κ Η  Ε Ι   

Ά σ κ η σ η  1 η  

Α. Η  1  νξίδεηαη αλ θαη κόλν αλ νη παξνλνκαζηέο είλαη δηάθνξνη ηνπ κεδελόο. Δειαδή 

πξέπεη: 

 x 2 0   ή x 2   

 x 2 0   ή x 2  

 2x 4 0   ή x 2   

Δειαδή ε  1  νξίδεηαη γηα x 2  θαη x 2   

Β. Τν ειάρηζην θνηλό πνιιαπιάζην ησλ παξνλνκαζηώλ είλαη    . . . x 2 x 2     . 

Τόηε: 

2

1 1 2x
1

x 2 x 2 x 4
  

  
 ή 

               
   

1 1 2x
x 2 x 2 1 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2

x 2 x 2 x 2 x 2
              

   
 ή 

      x 2 x 2 x 2 x 2 2x        ή 

2x 4 x 2 x 2 2x  ή 

2x 2x 0   ή 

 x x 2 0    ή 

x 0  ή x 2  
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Η x 2  απνξξίπηεηαη γηαηί δελ πιεξνί ηνπο πεξηνξηζκνύο. Επνκέλσο ε κόλε ιύζε ηεο 

αξρηθήο εμίζσζεο είλαη ε x 0 . 

Ά σ κ η σ η  2 η  

Α. Είλαη:

           3 2 2 2 2x 9x x 9 x x 9 x 9 x 9 x 1 x 3 x 3 x 1                  θαη 

 2x 3x x x 3       

Β. Τν θιάζκα 



 νξίδεηαη αλ θαη κόλν αλ 0  . Δειαδή αλ θαη κόλν αλ  x x 3 0   ή 

x 0  θαη x 3 . Γηα x 0  θαη x 3  είλαη: 

 x 3




   

 

   x 3 x 1 x 3 x 1

x x 3 x

     


 
 

Ά σ κ η σ η  3 η  

α. Από ηελ ηαπηόηεηα 2 2εκ σ ζπλ σ 1   γηα 
4

εκσ
5

  έρνπκε: 

2

24
ζπλ σ 1

5

 
  

 
 ή 

2 16
ζπλ σ 1

25
   ή 

2 9
ζπλ σ

25
  ή 

3
ζπλσ

5
   

Επεηδή ε γσλία σ  είλαη ακβιεία, ην ζπλεκίηνλό ηεο είλαη αξλεηηθό. Επνκέλσο δεθηή ηηκή ην 

3
ζπλσ

5
  . Επίζεο είλαη: 

4

εκσ 5
εθσ

ζπλσ
 

3

5


4

3
   

β. Έρνπκε: 

1 2 1
X εκσ ζπλσ εθσ

3 3 10
     

1 4 2 3 1 4

3 5 3 5 10 3

   
          

   
 

4 6 4 8 12 4 0
0

15 15 30 30 30

 
      

9 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο  

Α1. Δηαθξίλνπζα ιέγεηαη ε παξάζηαζε 2β 4αγ    θαη επηπιένλ: 

 Αλ 0   ηόηε ε εμίζσζε  1  έρεη δύν άληζεο ιύζεηο. 

 Αλ 0   ηόηε ε  1  έρεη κία δηπιή ιύζε. 

 Αλ 0   ηόηε ε  1  δελ έρεη θακία πξαγκαηηθή ιύζε. 
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Α2. Έρνπκε: 

 Αλ 0  , ηόηε νη δύν ιύζεηο ηεο  1  δίλνληαη από ηνλ ηύπν 

2

1,2

β β 4αγβ
x

2α 2α

    
  . 

 Αλ 0  , ηόηε ε κία δηπιή ιύζε ηεο  1  δίλεηαη από ηνλ ηύπν 0

β
x

2α


 . 

Α3.    1 2α x ξ x ξ     

Θ έ μ α  2 ο  

Β1. Τα δύν ηξίγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία, νπόηε από ην θξηηήξην 

   είλαη ίζα. Επεηδή ζε ίζα ηξίγσλα απέλαληη από ίζεο πιεπξέο βξίζθνληαη ίζεο 

γσλίεο έρνπκε: ,
 

    ,
 

    
 

    

Β2. Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ δύν γσλίεο ηνπο ίζεο κία πξνο κία, ηόηε είλαη όκνηα. 

Γηα ηα δεύγε όκνησλ ηξηγώλσλ ηζρύνπλ: ι
  

  
  

 θαη ι
  

   
  

. 

Β3. Είλαη: 1 , 2 , 3 , 4 , 5      

Α  Κ Η  Ε Ι   

Ά σ κ η σ η  1 η  

α. Η εμίζσζε 25x 7x 6 0    είλαη πνιπσλπκηθή 2
νπ

 βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα 

   
2

7 4 5 6 49 120 169           θαη έρεη δύν άληζεο ιύζεηο, ηηο: 

  1

1,2

2

7 13
x 2

7 169 7 13 10
x

7 13 6 32 5 10
x

10 10 5


     

   
      



 

β. Επεηδή γηα νπνηαδήπνηε γσλία σ  ηζρύεη 1 ζπλσ 1   , ην ζπλσ  είλαη ε 2

3
x

5
   από ηηο 

ιύζεηο ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο. Δειαδή 
3

ζπλσ
5

  . 

Επεηδή 
3

ζπλσ 0
5

   , έπεηαη όηη ε γσλία σ  είλαη ακβιεία. 

Από ηελ ηαπηόηεηα 2 2εκ σ ζπλ σ 1   γηα 
3

ζπλσ
5

   έρνπκε: 

2

2 3
εκ σ 1

5

 
   
 

 

2 2 9 16
εκσ 1 ζπλ σ 1

25 25
     , νπόηε 

4
εκσ

5
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4

εκσ 5
εθσ

ζπλσ
 

3

5


4

3
   

5 εκσ 3εθσ 10 ζπλσ

2 εκσ90 ζπλσ180

   
  

 
 

5
4

5
 3

4

3
  10
 

 
 

3

5
 

 

2

4

2 1 1

 
 
 


  

4 6
3

2


 


 

Ά σ κ η σ η  2 η  

α. Με ηε κέζνδν ησλ αληίζεησλ ζπληειεζηώλ έρνπκε: 

2α β 3

α 3β 2

 


  
 ή 

2α β 3

2α

 

 6β 4




 

 ή 
2α β 3

7β 7

 

 

 ή 

2α β 3

β 1

 


 
 ή 

 2α 1 3

β 1

   


 
 ή 

2α 1 3

β 1

 


 
 ή 

2α 2

β 1




 
 ή 

α 1

β 1




 
 

Επνκέλσο ε κνλαδηθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ην δεύγνο    α,β 1, 1  . 

β. Τν πνιπώλπκν  P x  γξάθεηαη   2 2x 4x 4x 1 x 4 2x 6         ή  

  2x 3x 2x 1     

Γηα α 1  θαη β 1   ην πνιπώλπκν  Q x  γξάθεηαη: 

       Q x 1 x 2x 1 1 x x 3 1          ή 

  2 2Q x 2x x x 3x 1      ή 

  2Q x 3x 2x 1    

Οπόηε είλαη    x Q x  . 

Ά σ κ η σ η  3 η  

α. Έρνπκε: 

  3 2 23x 6x 3x x 2    

    2x 9 x 3 x 3      

        23x 6 x 2x 3 x 2 x x 2 x 2 3 x              
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23 2 2x 6x 9x x x 6x 9 x x 3         

β. Γηα ηελ παξάζηαζε 
3 2

2

3x 6x

3x 6 x 2x


 

  
 έρνπκε: 

   

 

   

23 2 3 2

2

3x x 23x 6x 3x 6x

3 x 2 x x 2 x 2 3 x3x 6 x 2x

 
   

      
 θαη νξίδεηαη αλ θαη κόλν αλ ν 

παξνλνκαζηήο ηεο είλαη δηάθνξνο ηνπ κεδελόο. 

Πξέπεη   x 2 3 x 0   , δειαδή x 2   θαη x 3  . 

Γηα ηελ παξάζηαζε 
2

3 2

x 9
B

x 6x 9x




 
 έρνπκε: 

   

 
   

 

2

3 2 22

x 3 x 3 x 3 x 3x 9

x 6x 9x x x 6x 9 x x 3

   
   

    
 θαη νξίδεηαη αλ θαη κόλν αλ ν 

παξνλνκαζηήο ηεο είλαη δηάθνξνο ηνπ κεδελόο. 

Πξέπεη  
2

x x 3 0  , δειαδή x 0  θαη x 3 . 

Γηα x 3, 2,0,3    έρνπκε: 

 

   

   

   

 

   

2 22

2

3x x 2 x 3 x 3 3x x 33x x 3 3x
B

x 2 3 x x 3 x x 3 x x 3 x 3 x 3x x 3

   
       

      
 

γ. Γηα x 3, 2,0,3    έρνπκε: 

23x
B

x 3
  


 ή 

23x 3x

x 3 x 3


 
 ή 

   23x x 3 3x x 3    ή 

   23x x 3 3x x 3 0     ή 

  3x x 3 x 1 0    ή 

x 0

x 3 0

x 1 0




 
  

 ή 

x 0 απνξ

x 3 απνξ

x 1δεθηε





 

 

Δειαδή ε κνλαδηθή ιύζε ηεο εμίζσζεο 
23x

B
x 3

  


 είλαη ε x 1  

1 0 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  
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Θ έ μ α  1 ο  

α. Ταπηόηεηα ιέγεηαη θάζε ηζόηεηα πνπ πεξηέρεη κεηαβιεηέο θαη αιεζεύεη γηα όιεο ηηο ηηκέο 

ησλ κεηαβιεηώλ ηεο. 

β. Είλαη: 

       
3 2 2 2α β α β α β α β α 2αβ β          

3 2 2 2 2 3 3 2 2 3α 2α β αβ βα 2αβ β α 3α β 3αβ β           

γ. α 5 , β 1 , γ 2 , δ 6     

Θ έ μ α  2
ο

 

α.1 , 2 , 3 , 4 , 5      

β. 1ο κριτήριο ισότητας (Π - Γ - Π) 

Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ δύν πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία θαη ηελ πεξηερόκελε γσλία ηνπο ίζε, 

ηόηε είλαη ίζα.  Σε ίζα ηξίγσλα απέλαληη από ίζεο πιεπξέο βξίζθνληαη ίζεο γσλίεο 

2ο κριτήριο ισότητας (Γ - Π - Γ). 

Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ κία πιεπξά ίζε θαη ηηο πξνζθείκελεο ζηελ πιεπξά απηή γσλίεο ίζεο κία 

πξνο κία, ηόηε είλαη ίζα. Σε ίζα ηξίγσλα απέλαληη από ίζεο γσλίεο βξίζθνληαη ίζεο πιεπξέο. 
 

γ. Δύν νξζνγώληα ηξίγσλα είλαη ίζα, όηαλ έρνπλ: 

 δύν αληίζηνηρεο πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία ή 

 κία αληίζηνηρε πιεπξά ίζε θαη κία αληίζηνηρε νμεία γσλία ίζε. 

Α  Κ Η  Ε Ι   

Ά σ κ η σ η  1 η  

α. Από ηελ ηαπηόηεηα 2 2εκ σ ζπλ σ 1   γηα 
12

εκσ
13

  έρνπκε: 

2

212
ζπλ σ 1

13

 
  

 
 ή 

2 144
ζπλ σ 1

169
   ή 

2 169 144
ζπλ σ

169 169
   ή 

2 25
ζπλ σ

169
  ή 

25
ζπλσ

169
   ή 

5
ζπλσ

13
  . 

Όκσο ε γσλία σ  είλαη ακβιεία, νπόηε ην ζπλεκίηνλό ηεο είλαη αξλεηηθό. Επνκέλσο δεθηή 

ηηκή ε 
5

ζπλσ
13

  . 

Επηπιένλ είλαη 

12

εκσ 12 13 1213εθσ
5ζπλσ 5 13 5

13


     

 
. 

β. Επεηδή νη παξαπιεξσκαηηθέο γσλίεο έρνπλ ίζα εκίηνλα θαη αληίζεηα ζπλεκίηνλα θαη 

εθαπηνκέλεο, έρνπκε: 

  νεκ 180 σ εκσ   

  νζπλ 180 σ ζπλσ    
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  νεθ 180 σ εθσ    θαη 

  ν ν ν ν 1
ζπλ120 ζπλ 180 60 ζπλ60

2
       

Οπόηε: 

   0 ν13 ζπλσ 13εκσ 5εθσ ζπλ 180 60          

  ν13ζπλσ 13εκσ 5εθσ ζπλ60      

5 12 12 1
13 13 5

13 13 5 2

   
         
  

 

5 12 12 
1 5

2 2

 
   
 

 

Ά σ κ η σ η  2 η  

α. Έρνπκε: 

2y 2yx 2x 2x 3x 2y 2xy   9 3y  3y 2y

 y 5 2 1 x 4x




    

 ή 

3x 2y 9

y 5 2 2x 4x

  


    
 ή 

3x 2y 9

6x y 3

  


  
 

β. Χξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν ησλ αληίζεησλ ζπληειεζηώλ έρνπκε: 

3x 2y 9

6x y 3

  


  
 ή 

6x 4y 18

6x y 3

  


  
 ή 

5y 15

6x y 3




  
 ή 

y 3

6x y 3




  
 ή 

y 3

6x 3 3




  
 ή 

y 3

6x 6




 
 ή 

y 3

x 1




 
 

Επνκέλσο ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε ην δεύγνο    x, y 1,3  . 

Ά σ κ η σ η  3 η  
3 2

2

x 3x

x 4x 3


 

 
   

Πξέπεη 2x 4x 3 0   . 

Λύλσ ηελ εμίζσζε 2x 4x 3 0    

 
2

4 4 1 3 16 12 4          

 
1,2

4 4 34 2
x

12 1 2
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Άξα   2x 4x 3 1 x 3 x 1      

 2x x 3
A



   x 1 x 3 

2x

x 1



  όπνπ x 3  θαη x 1  

       
2

1 2x x 11 2x x 1

1 x

  
    

    1 x 1 x 

1 2x

1 x


 


   

όπνπ x 1  θαη x 1  . 

 

2 2x 1 2x x 1 2x

x 1 1 x x 1 x 1

 
      

    
 

A B 2   

2x 1 2x
2

x 1 x 1


 

 
. Πξέπεη x 1,3 . 

 2x 1 2x
2

x 1

 



 

2x 1 2x
2

x 1

 



 

 
2

x 1

 x 1
2  

x 1 2   

x 3  απνξξίπηεηαη 

1 1 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο  

Α. Έρνπκε: 

 Αλ α 0 , ηόηε ε εμίζσζε  1  έρεη δύν ιύζεηο, ηηο x α  θαη x α  . 

 Αλ α 0 , ηόηε εμίζσζε  1  είλαη αδύλαηε. 

 Αλ α 0 , ηόηε ε εμίζσζε  1  έρεη δηπιή ιύζε ην κεδέλ. 

Β. α. Είλαη: i 3 , ii 1 , iii 2 , iv 3     

β. Είλαη 1,2 0

β β
i. x ii. x

2α 2α

  
    

Θ έ μ α  2 o  
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α. Είλαη: 

 
2 2

ηεηαγκέλε ηνπ y y
εκσ

απόζηαζε ηνπ από ην ξ x y


  

  
 

 
2 2

ηεηκεκέλε ηνπ x x
ζπλσ

απόζηαζε ηνπ από ην ξ x y


  

  
 

θαη 

  
ηεηαγκέλε ηνπ y

εθσ , x 0
ηεηκεκέλε ηνπ x


  


  

β. Γηα ηελ απόζηαζε ξ  ελόο ζεκείνπ  x, y  από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ ηζρύεη: 

2 2ξ x y   ή 2 2 2ξ x y   

Αλ δηαηξέζνπκε θαη ηα δύν κέιε κε ην 2ξ , ηόηε έρνπκε: 

2 22

2 2 2

ξ yx

ξ ξ ξ
   ή  

2 2

yx
1 : 1

ξ ξ

   
    

   
 

Επεηδή 
y

εκσ
ξ

  θαη 
x

ζπλσ
ξ

 , ε ηζόηεηα  1  γίλεηαη: 

   
2 2

ζπλσ εκσ 1   ή 2 2εκ σ ζπλ σ 1   

γ. Αλ δηαηξέζνπκε θαηά κέιε ηηο ηζόηεηεο 
y

εκσ
ξ

  θαη 
x

ζπλσ
ξ

 , κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη 

ζπλσ 0 , έρνπκε: 

y

εκσ ξ

xζπλσ

ξ

  ή 
εκσ yξ

ζπλσ xξ
  ή 

εκσ y
εθσ

ζπλσ x
  . 

Α  Κ Η  Ε Ι   

Ά σ κ η σ η  1 η  

α. Έρνπκε: 

i.  2x 2x x x 2    

ii.   2x 4 x 2 x 2     

β.Είλαη: 

i. 2x 2x 0  ή  x x 2 0   ή  x 0 ή x 2   

ii. 2x 4 0   ή   x 2 x 2 0    ή  x 2 ή x 2    

iii. x 2 0   ή x 2   
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γ. Η εμίζσζε 
2 2

x 8 x 12 1

x 2x 2x x 4

 
 

 
 παξαγνληνπνηώληαο ηνπο παξνλνκαζηέο γξάθεηαη 

     

x 8 x 12 1

x x 2 x 2 x 2 x 2

 
 

   
. Επεηδή νη παξνλνκαηέο πξέπεη λα είλαη δηάθνξνη ηνπ 

κεδελόο, πξέπεη x 0  θαη x 2  θαη x 2  . Τν ειάρηζην θνηλό πνιιαπιάζην ησλ 

παξνλνκαζηώλ είλαη   . . x x 2 x 2    . 

Τόηε: 

     

x 8 x 12 1

x x 2 x 2 x 2 x 2

 
 

   
 ή 

   
 

   
   

   
x 8 x 12 1

x x 2 x 2 x x 2 x 2 x x 2 x 2
x x 2 x 2 x 2 x 2

 
       

   
 ή 

      x 2 x 8 x x 12 x x 2       ή 

2 2 2x 8x 2x 16 x 12x x 2x        ή 

22x 16 x 2x     ή 2x 16  ή x 16   ή x 4  , νη νπνίεο πιεξνύλ ηνπο πεξηνξηζκνύο 

θαη είλαη δεθηέο. 

Ά σ κ η σ η  2 η  

α. Χξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν ησλ αληίζεησλ ζπληειεζηώλ έρνπκε: 

3x 2y 4

x y 3

 


 
 ή 

3x 2y 4

2x 2y 6

 


 
 ή 

5x 10

2x 2y 6




 
 ή 

x 2

2x 2y 6




 
 ή 

x 2

2 2 2y 6




  
 ή 

x 2

2y 2





 ή 

x 2

y 1





 

Επνκέλσο ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε ην δεύγνο    x, y 2,1 . 

β. Τν ζεκείν ηνκήο ησλ επζεηώλ  1ε :3x 2y 4   θαη  2ε : x y 3   ζα πξνθύςεη από ηε 

ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο 
3x 2y 4

x y 3

 


 
. Λόγσ ηνπ (α) εξσηήκαηνο, ην ζεκείν ηνκήο ησλ  1ε  

θαη  2ε  είλαη ην ζεκείν  A 2,1 . 

Επεηδή νη ηξεηο επζείεο δηέξρνληαη από ην ίδην ζεκείν, ε επζεία  3ε  ζα δηέξρεηαη θαη απηή 

από ην  2,1 . Επνκέλσο νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ   ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζσζε ηεο  3ε . Γηα 

x 2  θαη y 1  ζηελ εμίζσζε ηεο  3ε  έρνπκε: 

2 2 θ 1 7     ή 4 θ 7   ή θ 3 . 

Ά σ κ η σ η  3 η  

α. Από ηελ ηαπηόηεηα 2 2εκ x ζπλ x 1   γηα 
4

ζπλx
5


  έρνπκε: 
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2

2 4
εκ x 1

5

 
   
 

 ή 2 16
εκ x 1

25
   ή 2 25 16

εκ x
25 25

   ή 

2 9
εκ x

25
  ή 

9
εκx

25
   ή 

3
εκx

5
  . 

Επεηδή o o90 x 180  , δεθηή είλαη ε ηηκή 
3

εκx
5

 . 

Επηπιένλ έρνπκε 

3

εκx 5
εθx

ζπλx
 

4

5


3

4
   

β. Επεηδή παξαπιεξσκαηηθέο γσλίεο έρνπλ ίζα εκίηνλα θαη αληίζεηεο εθαπηνκέλεο, έρνπκε: 

  o 3
εκ 180 x εκx

5
    

  o 3 3
εθ 180 x εθx

4 4

 
       

 
 

γ. Έρνπκε: 

   εκ 180 x 2ζπλx 4εθ 180 x      ή 

A εκx 2ζπλx 4εθx    ή 

3 4 3
A 2 4

5 5 4

   
      

   
 ή 

3 8 12 5
A 3 1 3 4

5 5 4 5
            

1 2 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο  

Α. Οη αθέξαηεο αιγεβξηθέο παξαζηάζεηο, ζηηο νπνίεο κεηαμύ ησλ κεηαβιεηώλ ζεκεηώλεηαη 

κόλν ε πξάμε ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ, ιέγνληαη κνλώλπκα. Όκνηα κνλώλπκα ιέγνληαη εθείλα 

πνπ έρνπλ ίδην θύξην κέξνο. Τα όκνηα κνλώλπκα πνπ έρνπλ αληίζεηνπο ζπληειεζηέο, ιέγνληαη 

αληίζεηα. 

Β. Ο εθζέηεο κηαο κεηαβιεηήο ιέγεηαη βαζκόο ηνπ κνλσλύκνπ σο πξνο ηε κεηαβιεηή απηή. 

Ωο βαζκό ελόο ζηαζεξνύ θαη κε κεδεληθνύ πνιπσλύκνπ νξίδνπκε ην κεδέλ. 

Θ έ μ α  2 ο  
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Α. Είλαη: 

 
2 2

ηεηαγκέλε ηνπ y y
εκσ

απόζηαζε ηνπ από ην ξ x y


  

  
 

 
2 2

ηεηκεκέλε ηνπ x x
ζπλσ

απόζηαζε ηνπ από ην ξ x y


  

  
 

θαη 

ηεηαγκέλε ηνπ y
εθσ , x 0

ηεηκεκέλε ηνπ x


  


  

Β. Γηα ηελ απόζηαζε ξ  ελόο ζεκείνπ  x, y  από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ ηζρύεη: 

2 2ξ x y   ή 2 2 2ξ x y   

Αλ δηαηξέζνπκε θαη ηα δύν κέιε κε ην 2ξ , ηόηε έρνπκε: 

2 22

2 2 2

ξ yx

ξ ξ ξ
   ή  

2 2

yx
1 : 1

ξ ξ

   
    

   
 

Επεηδή 
y

εκσ
ξ

  θαη 
x

ζπλσ
ξ

 , ε ηζόηεηα  1  γίλεηαη: 

   
2 2

ζπλσ εκσ 1   ή 2 2εκ σ ζπλ σ 1   

Α  Κ Η  Ε Ι   

Ά σ κ η σ η  1 η  

α. Έρνπκε: 

    
2 2 2x x 2 9x x 4x 4 9x x 5x 4            

     2 2 2B x x x 1 x 4 x x x 4 x 4            

        2 2x x 3 x 3 x x 3 8 x 9 x 3x 8 3x 1               

β. Είλαη: 

        2x B x x x 5x 4 x 4 3x 1             

2 2x 5x 4 3x x 12x 4        

22x 8x    

γ. Είλαη: 

22x 8x 0    ή 

 2x x 4 0    ή 

 2x 0 ή x 4 0     ή 

 x 0 ή x 4   
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Ά σ κ η σ η  2
η

 

α. Σπγθξίλνληαο ηα ηξίγσλα   θαη   έρνπκε: 

   (πιεπξέο ηνπ ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ  ). 

   (από ηελ ππόζεζε) θαη 

     (σο παξαπιεξσκαηηθέο ησλ ίζσλ γσληώλ   θαη   αληίζηνηρα, ηνπ 

ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ  ). 

Από ην θξηηήξην    έπεηαη όηη ηα ηξίγσλα   θαη   είλαη ίζα. 

β. Από ηελ ηζόηεηα ησλ ηξηγώλσλ   θαη   πξνθύπηεη όηη  . Επνκέλσο ην 

ηξίγσλν   είλαη ηζνζθειέο. 

Ά σ κ η σ η  3
η

 

α. Τα ηξίγσλα   θαη   έρνπλ δύν γσλίεο ίζεο κία πξνο κία. Επνκέλσο είλαη όκνηα θαη 

έρνπλ ηηο αληίζηνηρεο πιεπξέο ηνπο αλάινγεο. Είλαη: 

ι
  

  
  

 

Έρνπκε: 

ι
 

 
 

 ή 

α β 310

5 2α 3β 5

 


 
 ή 

   10 2α 3β 5 5 α β 3      ή 

 2 2α 3β 5 α β 3      ή 

4α 6β 10 α β 3      ή 

 3α 5β 13 : 1   

β. Έρνπκε: 

 P 1 3   ή 21 3 1 3α 2β 3       ή 1 3 3α 2β 3     ή  3α 2β 1 : 2    

Γηα ηελ εύξεζε ησλ α  θαη β  ζα ιύζνπκε κε ηε κέζνδν ησλ αληίζεησλ ζπληειεζηώλ ην 

ζύζηεκα ησλ εμηζώζεσλ  1  θαη  2 . 

3α 5β 13

3α 2β 1

 


  
 ή 

3α 5β 13

3α 2β 1

 

  

 ή 
3α 5β 13

7β 14

 



 ή 

3α 5β 13

β 2

 



 ή 

3α 5 2 13

β 2

  



 ή 

3α 13 10

β 2

 



 ή 

3α 3

β 2





 ή 

α 1

β 2
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1 3 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 o  

Α.1 Παξαγνληνπνίεζε 

Α2. Είλαη: 

  
2 2 2α β α 2αβ β     

  
3 3 2 2 3α β α 3α β 3αβ β      

Α3. Είλαη    2 2 2 2α β α β α αβ βα β α β         

Θ έ μ α  2 o  

Β1. Αλ δύν ηξίγωλα έρνπλ όιεο ηηο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία, ηόηε είλαη ίζα.. 

Δύν νξζνγώληα ηξίγωλα είλαη ίζα, όηαλ έρνπλ δύν αληίζηνηρεο πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία. 

Β2. 1 , 2 , 3 , 4     

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ  

Ά σ κ η σ η  1 η  

α. Έρνπκε: 

   5x x 1 2 1 x    

25x 5x 2 2x    

25x 5x 2x 2 0     

25x 3x 2 0    

β. Σηελ εμίζωζε 25x 3x 2 0    είλαη α 5 , β 3   θαη γ 2   θαη ε δηαθξίλνπζά ηεο είλαη: 

   
22β 4αγ 3 4 5 2 9 40 49             

γ. Οη ιύζεηο ηεο παξαπάλω εμίζωζεο δίλνληαη από ηνλ ηύπν: 

  1

1,2

2

3 7
x 1

3 49β 3 7 10
x

3 7 4 22α 2 5 10
x

10 10 5


       

    
      



 

Ά σ κ η σ η  2
η

 

Α.  

1. Τν γξακκηθό ζύζηεκα: 
3x 2y 4

x y 3

 


 
 έρεη κνλαδηθή ιύζε ηελ 

   x, y 2, 1   

2. Η επζεία  1ε :3x 2y 4   ηέκλεη ηνλ άμνλα y y  ζην ζεκείν 

 0, 2 . 

3. Η επζεία  2ε : x y 3   ηέκλεη ηνλ άμνλα x x  ζην ζεκείν 

 3,0  
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Β. Με ηε κέζνδν ηωλ αληίζεηωλ ζπληειεζηώλ έρνπκε: 

3x 2y 4

x y 3

 


 
 ή 

3x 2y 4

2x 2y 6

 


 
 ή 

3x 2y 4

5x 10

 



 ή 

3x 2y 4

x 2

 



 ή 

3 2 2y 4

x 2

  



 ή 

2y 4 6

x 2

 



 ή 

2y 2

x 2

 



 ή 

y 1

x 2

 



 

Επνκέλωο ε κνλαδηθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ην δεύγνο    x, y 2, 1  . 

Ά σ κ η σ η  3
η

 

α.  

 

β. Σπγθξίλνληαο ηα ηξίγωλα AOE  θαη AEK  έρνπκε: 

 Είλαη νξζνγώληα (αθνύ oO 90  θαη EK AB ) 

 Η AE  είλαη θνηλή πιεπξά θαη 

 1 2A A  (αθνύ ε AE  είλαη δηρνηόκνο ηεο γωλίαο A ) 

Επνκέλωο, ηα ηξίγωλα AOE  θαη AEK  είλαη ίζα, ωο νξζνγώληα κε ίζεο ππνηείλνπζεο θαη κία νμεία γωλία 

ίζε. 

Οπόηε είλαη θαη AO AK . 

γ. Τα ηξίγωλα OAB  θαη BEK  έρνπλ: 

 θνηλή ηε γωλία B  θαη 

 oO 90  θαη oBKE 90  αθνύ EK AB . 

Δειαδή ηα ηξίγωλα OAB  θαη BEK  έρνπλ δύν γωλίεο ίζεο κία πξνο κία, άξα είλαη όκνηα. 

1 4 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο  

Α1. Είλαη:     
2 2 2 2 2α β α β α β α αβ βα β α 2αβ β            

Α2. Είλαη: α 1 , β 1 , γ 3    

Θ έ μ α  2 ο  

Β1. Έρνπκε: α , β , γ , δ     
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Β2. Γηα ηελ απόζηαζε ξ  ελόο ζεκείνπ  x, y  από ηελ αξρή ηωλ 

αμόλωλ ηζρύεη: 

2 2ξ x y   ή 2 2 2ξ x y   

Αλ δηαηξέζνπκε θαη ηα δύν κέιε κε ην 2ξ , ηόηε έρνπκε: 

2 22

2 2 2

ξ yx

ξ ξ ξ
   ή  

2 2

yx
1 : 1

ξ ξ

   
    

   
 

 

 

Επεηδή 
y

εκω
ξ

  θαη 
x

ζπλω
ξ

 , ε ηζόηεηα  1  γίλεηαη: 

   
2 2

ζπλω εκω 1   ή 2 2εκ ω ζπλ ω 1   

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ  

Ά σ κ η σ η  1 η  

Με ηε κέζνδν ηωλ αληίζεηωλ ζπληειεζηώλ έρνπκε: 

x y 3

y 1
x 4

2

 

 

 


 ή 

x y 3

y 1
2x 2 2 4

2

 

 

  


 ή 
x y 3

2x y 1 8

 


  
 ή 

x y 3

2x y 9

 


 
 ή 

x y 3

3x 12

 



 ή 

x y 3

x 4

 



 ή 

4 y 3

x 4

 



 ή 

y 1

x 4





 

Επνκέλωο, ε κνλαδηθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ην δεύγνο    x, y 4,1 . 

Ά σ κ η σ η  2
η

 

α. Σπγθξίλνληαο ηα ηξίγωλα   θαη   έρνπκε: 

 Είλαη νξζνγώληα (αθνύ νˆ ˆ 90  ) 

   (αθνύ ην M  είλαη ην κέζν ηεο πιεπξάο  ) θαη 

 Η πιεπξά   είλαη θνηλή. 

Επνκέλωο ηα ηξίγωλα   θαη   είλαη ίζα ωο νξζνγώληα ηα νπνία έρνπλ ηηο θάζεηεο πιεπξέο ηνπο ίζεο 

κία πξνο κία. 

β. i. Τα ηξίγωλα   θαη   είλαη όκνηα αθνύ έρνπλ    (από ηελ ηζόηεηα ηωλ ηξηγώλωλ   θαη 

 ) θαη νˆˆ 90  , δειαδή έρνπλ δύν γωλίεο ίζεο κία πξνο κία. 

ii. Οη ιόγνη ηεο νκνηόηεηαο ηωλ ηξηγώλωλ   θαη   είλαη: 
  

 
  

 

Ά σ κ η σ η  3 η  

α. Είλαη: 

      
2 2

2x 3 x 2 x 1 x 1         

     
2 2 2 2 2 22x 2 2x 3 3 x 2x 2 2 x 1             

2 2 2 24x 12x 9 x 4x 4 x 1 2x 8x 6            
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Άξα 2A 2x 8x 6    ή 2A 6 2x 8x    

β. Η εμίζωζε 0  ή 22x 8x 6 0    είλαη πνιπωλπκηθή 2
νπ

 βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα 

 
22β 4 α γ 8 4 2 6 64 48 16              θαη έρεη δύν άληζεο ξίδεο, ηηο: 

  1

1,2

2

8 4 12
x 3

8 16 8 4 4 4
x

8 4 42 2 4
x 1

4 4


      

   
    



 

γ. Η παξάζηαζε 
2

6

x 16

 


 νξίδεηαη όηαλ 2x 16 0   ή 2x 16  ή x 4  . 

Γηα x 4   έρνπκε: 

 

   

2α εξώηεκα

2 2 2

2x x 46 2x 8x 2x

x 4 x 4 x 4x 16 x 4

  
  

   
 

1 5 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο  

α. Τα όκνηα κνλώλπκα πνπ έρνπλ αληίζεηνπο ζπληειεζηέο, ιέγνληαη αληίζεηα. Γηα παξάδεηγκα ηα κνλώλπκα 
25x y  θαη 25x y  είλαη αληίζεηα. 

β. Τν άζξνηζκα δύν ηνπιάρηζηνλ κε όκνηωλ κνλωλύκωλ είλαη κία αιγεβξηθή παξάζηαζε πνπ ιέγεηαη 

πνιπώλπκν. 

1. Δελ είλαη πνιπώλπκν γηαηί ν όξνο 
1

x
  δελ είλαη κνλώλπκν. 

2. Είλαη πνιπώλπκν ωο πξνο x  θαη ωο πξνο y . 

3. Είλαη πνιπώλπκν ωο πξνο x . 

4. Δελ είλαη ωο πξνο x , είλαη ωο πξνο y  

γ. Ταπηόηεηα ιέγεηαη θάζε ηζόηεηα πνπ πεξηέρεη κεηαβιεηέο θαη αιεζεύεη γηα όιεο ηηο ηηκέο ηωλ κεηαβιεηώλ 

ηεο. 

1.  
2 2 2α β α 2αβ β     

2.  
3 3 2 2 3α β α 3α β 3αβ β      

3.     2 2α β α β α β      

Θ έ μ α  2 ο  

α. Γηα ηελ απόζηαζε ξ  ελόο ζεκείνπ  x, y  από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ ηζρύεη: 

2 2ξ x y   ή 2 2 2ξ x y   

Αλ δηαηξέζνπκε θαη ηα δύν κέιε κε ην 2ξ , ηόηε έρνπκε: 

2 22

2 2 2

ξ yx

ξ ξ ξ
   ή  

2 2

yx
1 : 1

ξ ξ
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Επεηδή 
y

εκω
ξ

  θαη 
x

ζπλω
ξ

 , ε ηζόηεηα  1  γίλεηαη: 

   
2 2

ζπλω εκω 1   ή 2 2εκ ω ζπλ ω 1   

β. 

1. ζπλ0 1,  εκ180 0  

2.  εκ 180 ω εκω,    ζπλω 180 ω ζπλω    

3. ω 60 ή ω 120   θαη ω 180 20 160    

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ  

Ά σ κ η σ η  1 η  

α. Η εμίζωζε 22x x 1 0    είλαη πνιπωλπκηθή 2
νπ

 βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα 

 2 2β 4 α γ 1 4 2 1 1 8 9              θαη έρεη δύν άληζεο ξίδεο, ηηο: 

1

1,2

2

1 3 2 1
x

1 9 1 3 4 4 2
x

1 3 42 2 4
x 1

4 4

 
      

   
       



 

Άξα       2 1
2x x 1 2 x x 1 2x 1 x 1

2

 
            

 
 

β. Τν θιάζκα νξίδεηαη αλ θαη κόλν αλ 2x 1 0   ή 2x 1  ή x 1  . 

Γηα x 1   έρνπκε: 

   

   

2 α.εξώηεκα

2

2x 1 x 12x x 1 2x 1

x 1 x 1 x 1x 1

    
   

  
 

γ. Έρνπκε: 

2 εξώηεκα β

2

2x x 1 2x 3 2x 1 3x 3 3
:
3x 3 2x x 1 2x 2xx 1

    
     

  
 

2x 1

x 1






 3 x 1


   3 2x 1 3 2x 1 33 3

2x 2x 2x 2x 2x

   
      

 3 2x 1 1 3 2x

2x

  
 

2x
3  

Ά σ κ η σ η  2 η  

α. Έρνπκε: 

      
2 2 2 2x 3y 2y 3x 3x 2y 3x y 2x y x 4y             

2x      
2 22 2 2 26xy 9y 3x 2y 9x 6xy y 2x y x          

 
24y   

6xy  29y 29x 24y 29x 6xy 2y 22x y 4y   2x y   



35 

β. Με ηε κέζνδν ηωλ αληίζεηωλ ζπληειεζηώλ έρνπκε: 

5

3x y 1

   


 
 ή 

2x y 5

3x y 1

 


 
 ή 

5x 6

3x y 1




 
 ή 

6
x

5

3x y 1





  

 ή 

6
x

5

6
3 y 1

5





   


 ή 

6
x

5

18
y 1

5





  


 ή 

6
x

5

13
y

5





  


 

Επνκέλωο ε κνλαδηθή ιύζε ηνπο ζπζηήκαηνο είλαη ην δεύγνο  
6 13

x, y ,
5 5

 
  
 

. 

Ά σ κ η σ η  3
η  

α. Σηα ηξίγωλα   θαη   έρνπκε: 

   , ωο εληόο, εθηόο θαη επί ηα απηά ηωλ παξαιιήιωλ 

  θαη   κε ηέκλνπζα ηελ  . 

 ε γωλία   είλαη θνηλή 

Δειαδή ηα ηξίγωλα   θαη   έρνπλ δύν γωλίεο ίζεο κία πξνο 

κία, νπόηε είλαη όκνηα. 

Επνκέλωο έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο αλάινγεο, δειαδή: 

 : 1
  

 
  

 

 

β.  Με αληηθαηάζηαζε ζηελ ηζόηεηα  1  έρνπκε: 

 
y 13x 9 x 13

x 5 4

 
   ή  

x 9 x 13
: 2

x 4

 
  θαη  

y 13x 9
: 3

x 5


  

Η  2  δίλεη    4 x 9 x x 13    ή 2x 13x 4x 36    ή 2x 13x 4x 36 0     ή 2x 9x 36 0   . 

Η ηειεπηαία είλαη πνιπωλπκηθή 2
νπ

 βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα  29 4 1 36 81 144 225          θαη έρεη δύν 

άληζεο ξίδεο, ηηο: 

1

1,2

2

9 15
x

9 81 144 9 225 2
x

9 152 2
x

2

 
     

   
  



 ή 
1

1

x 12

x 3

 



 

Η x 12   απνξξίπηεηαη, αθνύ x AK 0  . 

Επνκέλωο είλαη x 3  θαη ε  3  δίλεη  
y 133 9

3 5


  ή 

3  y 13

3


4

5 12


1
3

 ή y 20 13 7.    

Δειαδή είλαη x 3  θαη y 7 . 

1 6 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο   

A1. Η κεηαηξνπή κηαο παξάζηαζεο από άζξνηζκα ζε γηλόκελν παξαγόληωλ ιέγεηαη παξαγνληνπνίεζε. 
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Α2. Είλαη: 

  
2 2 2α β α 2αβ β     

  
3 3 2 2 3α β α 3α β 3αβ β      

Α3. Έρνπκε:    2 2 2 2α β α β α αβ βα β α β         

Θ έ μ α  2 ο  

Β1. Δελ είλαη απαξαίηεην λα απνδείμνπκε όηη έρνπλ όιεο ηηο πιεπξέο ηνπο θαη ηη αληίζηνηρεο γωλίεο ηνπο ίζεο 

κία πξνο κία. Οη πξνηάζεηο κε ηηο νπνίεο απνδεηθλύνπκε όηη δύν ηξίγωλα είλαη ίζα νλνκάδνληαη θξηηήξηα 

ηζόηεηαο ηξηγώλωλ. 

Β2. Έλα από ηα θξηηήξηα ηζόηεηαο ηξηγώλωλ είλαη ην “Αλ δύν ηξίγωλα έρνπλ δύν πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία 

θαη ηελ πεξηερόκελε γωλία ηνπο ίζε, ηόηε είλαη ίζα”. 

Έλα από ηα θξηηήξηα ηζόηεηαο νξζνγωλίωλ ηξηγώλωλ είλαη ην “Δύν νξζνγώληα ηξίγωλα είλαη ίζα, όηαλ έρνπλ 

δύν αληίζηνηρεο πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία” 

Β3. Αλ από κέζν κηαο πιεπξάο ελόο ηξηγώλνπ θέξνπκε επζεία παξάιιειε πξνο κία άιιε πιεπξά ηνπ, ηόηε 

απηή δηέξρεηαη από ην κέζν ηεο ηξίηεο πιεπξάο ηνπ. 

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ  

Ά σ κ η σ η  1 η  

α. Έρνπκε:  x 2 3x 2 x    ή 2x 2 6x 3x    ή 23x x 2 6x 0     ή 23x 5x 2 0   . 

Είλαη α 3,  β 5   θαη γ 2   θαη    
22β 4 α γ 5 4 3 2 25 24 49               

β. Η εμίζωζε 23x 5x 2 0    είλαη πνιπωλπκηθή 2
νπ

 βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα 49 0    θαη έρεη δύν άληζεο 

ξίδεο, ηηο: 

  1

1,2

2

5 7 12
x 2

5 49 5 7 6 6
x

5 7 2 12 3 6
x

6 6 3


      

   
      



 

Τν ηξηώλπκν ζε κνξθή γηλνκέλνπ γξάθεηαη:      2 1
3x 5x 2 3 x 2 x x 2 3x 1

3

 
           

 
 

Ά σ κ η σ η  2 η  

α. Είλαη  
3 3 2 2 3α β α 3α β 3αβ β     , άξα ζα ηζρύεη: 

2θ 5θ 3 3    θαη 2ι 6 3   ή 

2θ 5θ 0   θαη 2ι 6 3 0    ή 

 θ θ 5 0    θαη 2ι 9 0   ή 

 θ 0 ή θ 5 0    θαη 2ι 9  

 θ 0 ή θ 5   θαη  ι 3 ή ι 3    

Επεηδή όκωο θ,ι 0  είλαη    θ,ι 5,3 . 
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β. 
2

2

3 x 7 2

x 1 x 1x 1


 

 
 ή 

   

23 x 7 2

x 1 x 1 x 1 x 1


 

   
 

Γηα λα νξίδνληαη ηα θιάζκαηα ζα πξέπεη: 

 x 1 0   δειαδή x 1   θαη 

 x 1 0   δειαδή x 1 . 

Τν Ε.Κ.Π. ηωλ παξνλνκαζηώλ είλαη   . . . x 1 x 1    . Τόηε έρνπκε: 

   

23 x 7 2

x 1 x 1 x 1 x 1


 

   
 ή 

       
   

   
23 x 7 2

x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1
x 1 x 1 x 1 x 1


          

   
 ή 

     23 x 1 x 7 2 x 1      ή 

23x 3 x 7 2x 2      ή 

23x 3 x 7 2x 2      ή 2x x 6 0     

Η ηειεπηαία είλαη πνιπωλπκηθή 2
νπ

 βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα  21 4 1 6 1 24 25          θαη έρεη δύν 

άληζεο ξίδεο, ηηο: 

 

1

1,2

2

1 5 4
x 2

1 25 1 5 2 2
x

1 5 62 1 2
x 3

2 2

 
         

   
        

  

, νη νπνίεο είλαη θαη νη δύν δεθηέο, αθνύ πιεξνύλ ηνπο 

πεξηνξηζκνύο. 

Ά σ κ η σ η  3 η  

α. Τα ηα ηξίγωλα A  θαη   έρνπλ ν50    θαη ν80   . Δειαδή έρνπλ δύν γωλίεο ίζεο κία πξνο 

κία, επνκέλωο είλαη όκνηα. Άξα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο αλάινγεο. Δειαδή ηζρύεη: 

  
 

  
 

Αληηθαζηζηώληαο ηα δεδνκέλα έρνπκε:  
α β 3 10 2

: 1
2α 3β 5 5 1

 
  

  
 

β. Είλαη  1 3    δειαδή: 

21 3 1 3α 2β 3       ή 

3α 2β 3 1 3      ή 3α 2β 1.    

Επηπιένλ από ηε ζρέζε  1  έρνπκε: 

 α β 3 2 2α 3β 5      ή 
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α β 3 4α 6β 10      ή 4α 6β 10 α β 3 0      ή 

3α 5β 13.   

Έηζη έρνπκε ην ζύζηεκα: 

3α 2β 1

3α 5β 13

  


 
 ή 

3α 2β 1

3α 5β 13

  


 
 ή 

3α 2β 1

7β 14

  



 ή 

3α 2 2 1

β 2

   



 ή 

3α 1 4

β 2

  



 ή 

α 1

β 2

 




 

1 7 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο  

Α1. Είλαη 1 , 2 , 3 , 4 , 5      

Α2. Έρνπκε: 

   2 2 3 3α β α αβ β α β      

  
3 3 2 2 3α β α 3α β 3αβ β      

  
2 2 2α β α 2αβ β     

    2 2α β α β α β      

Α3. Είλαη:     
2 2 2 2 2α β α β α β α αβ βα β α 2αβ β            

Θ έ μ α  2 ο  

Β1. Δύν νξζνγώληα ηξίγωλα είλαη ίζα, όηαλ έρνπλ: 

 δύν αληίζηνηρεο πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία ή 

 κία αληίζηνηρε πιεπξά ίζε θαη κία αληίζηνηρε νμεία γωλία ίζε.  

Β2.  

Είλαη ζωζηό όηη         αθνύ  , γηαηί αλ παξάιιειεο επζείεο νξίδνπλ 

ίζα ηκήκαηα ζε κία ηέκλνπζά ηνπο, ζα νξίδνπλ ίζα ηκήκαηα θαη ζε νπνηαδήπνηε 

άιιε ηέκλνπζα. 

 

 
Β3. Έρνπκε: 

 Αλ δύν ηξίγωλα έρνπλ δύν πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία θαη ηελ 

πεξηερόκελε γωλία ηνπο ίζε, ηόηε είλαη ίζα. 
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 Αλ δύν ηξίγωλα έρνπλ κία πιεπξά ίζε θαη ηηο πξνζθείκελεο 

ζηελ πιεπξά απηή γωλίεο ίζεο κία πξνο κία, ηόηε είλαη ίζα. 

 

 

 Αλ δύν ηξίγωλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία, 

ηόηε είλαη ίζα. 

 

 

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ  

Ά σ κ η σ η  1 η  

α. Έρνπκε:    
2 2x 2 4 x 5 x 4x      4 4x  220 x 16    

β. Γηα x 1   έρνπκε: 
 2 2

2 2

x x 1x x 1 x x 6x 6
:
6x 6 1x 1 x 1

  
    

   x 1  x 1

 6 x 1
 6x

1
  

γ. Γηα x 1   έρνπκε: 

0  ή 2x 16 6x   ή 2x 6x 16 0    

Η ηειεπηαία είλαη πνιπωλπκηθή εμίζωζε 2
νπ

 βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα 

   
22β 4 α γ 6 4 1 16 36 64 100               θαη έρεη δύν άληζεο ξίδεο, ηηο: 

  1

1,2

2

6 10
x 8

6 100 6 10 2
x

6 102 1 2
x 2

2


     

   
    



 

Ά σ κ η σ η  2 η  

α. Έρνπκε: 

   

x y 2x y 5
x

4 3 6

2 x y 3 y 2x 9

 
  


    

ή 

x y 2x y 5
12 12 12x 12

4 3 6

2x 2y 3y 6x 9

 
     


    

 ή 

   3 x y 4 2x y 12x 10

8x y 9

     


 
 ή 

3x 3y 8x 4y 12x 10

8x y 9

    


 
 ή 

3x 8x 12x 3y 4y 10

8x y 9

     


 
 ή 

17x 7y 10

8x y 9

   


 
 ή 

17x 7y 10

8x y 9

 


 
 

β. Με ηε κέζνδν ηωλ αληίζεηωλ ζπληειεζηώλ έρνπκε: 

17x 7y 10

8x y 9

 


 
 ή 

17x 7y 10

56x 7y 63

 


 
 ή 

17x 7y 10

73x 73

 



 ή 

17x 7y 10

x 1

 



 ή 

17 1 7y 10

x 1

  



 ή 

7y 10 17

x 1

  



 ή 

7y 7

x 1

  



 ή 

y 1

x 1





 

Επνκέλωο ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε ην δεύγνο    x, y 1,1 . 
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Ά σ κ η σ η  3 η  

α. Τα ηξίγωλα   θαη   έρνπλ 
1 90

 

     θαη ε γωλία 


  είλαη θνηλή. 

Επνκέλωο έρνπλ δύν γωλίεο ίζεο κία πξνο κία, νπόηε ηα ηξίγωλα   θαη   

είλαη όκνηα. Άξα έρνπλ ηηο αληίζηνηρεο πιεπξέο ηνπο αλάινγεο θαη ηζρύεη 

 


 
. 

 

β. i. Από ην εξώηεκα (α) είλαη: 
 


 

, άξα 
3 x 2

x 3


 . 

ii. Επεηδή 
3 x 2

x 3


  πξνθύπηεη όηη  

2

3 x x 2   ή 23 x 2x   ή 2x 2x 3 0   . 

Η ηειεπηαία είλαη πνιπωλπκηθή εμίζωζε 2
νπ

 βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα     
2

2 4 3 4 12 16           θαη 

έρεη δύν άληζεο ξίδεο, ηηο:  

  1

1,2

2

6
x 3

2 16 2 4 2
x

22 1 2
x 1

2


     

   
    



 

Επεηδή  x 0   , ε ηηκή 1  απνξξίπηεηαη, νπόηε είλαη  x 3   . 

γ. Επεηδή παξαπιεξωκαηηθέο γωλίεο έρνπλ αληίζεηα ζπλεκίηνλα, έρνπκε όηη: 

 
3

ζπλ 180 ζπλ
3


       


. 
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1 8 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο  

A1. Οη αθέξαηεο αιγεβξηθέο παξαζηάζεηο, ζηηο νπνίεο κεηαμύ ηωλ κεηαβιεηώλ ζεκεηώλεηαη κόλν ε πξάμε ηνπ 

πνιιαπιαζηαζκνύ, ιέγνληαη μονώνσμα. 

Σ´ έλα κνλώλπκν ν αξηζκεηηθόο παξάγνληαο ιέγεηαη ζσνηελεζηής ηνπ κνλωλύκνπ, ελώ ην γηλόκελν όιωλ ηωλ 

κεηαβιεηώλ ηνπ κε ηνπο αληίζηνηρνπο εθζέηεο ηνπο ιέγεηαη κύριο μέρος ηνπ κνλωλύκνπ. 

A2. Δίλαη: 

i.  
2 2 2α β α 2αβ β     

ii.  
2 2 2α β α 2αβ β     

iii.    2 2α β α β α β     

iv.  
3 3 2 2 3α β α 3α β 3αβ β      

v.  
3 3 2 2 3α β α 3α β 3αβ β      

Α3. Έρνπκε: 

       
3 2 2 2α β α β α β α β α 2αβ β          

3 2 2 2 2 3α 2α β αβ βα 2αβ β       

3 2 2 3α 3α β 3αβ β     

Θ έ μ α  2
ο

 

Β1. Δίλαη:  

 
2 2

ηεηαγκέλε ηνπ y y
εκω

απόζηαζε ηνπ από ην ξ x y


  

  
 

 
2 2

ηεηκεκέλε ηνπ x x
ζπλω

απόζηαζε ηνπ από ην ξ x y


  

  
 θαη 

  
ηεηαγκέλε ηνπ y

εθω , x 0
ηεηκεκέλε ηνπ x


  


  

Β2. Αλ δηαηξέζνπκε θαηά κέιε ηηο ηζόηεηεο 
y

εκω
ξ

  θαη 
x

ζπλω
ξ

 , κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη ζπλω 0 , 

έρνπκε: 

y

εκω ξ

xζπλω

ξ

  ή 
εκω yξ

ζπλω xξ
  ή 

εκω y
εθω

ζπλω x
  . 

Β3. Γηα ηελ απόζηαζε ξ  ελόο ζεκείνπ  x, y  από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ ηζρύεη: 

2 2ξ x y   ή 2 2 2ξ x y   

Αλ δηαηξέζνπκε θαη ηα δύν κέιε κε ην 2ξ , ηόηε έρνπκε: 

2 22

2 2 2

ξ yx

ξ ξ ξ
   ή  

2 2

yx
1 : 1

ξ ξ
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Δπεηδή 
y

εκω
ξ

  θαη 
x

ζπλω
ξ

 , ε ηζόηεηα  1  γίλεηαη: 

   
2 2

ζπλω εκω 1   ή 2 2εκ ω ζπλ ω 1   

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ  

Ά ζ κ η ζ η  1 η  

Έρνπκε: 

2

x 1 4 2

2x 2 x 1x 1


 

 
 ή 

     

x 1 4 2

2 x 1 x 1 x 1 x 1


 

   
 

Η εμίζωζε νξίδεηαη αλ θαη κόλν αλ νη παξνλνκαζηέο είλαη δηάθνξνη ηνπ κεδελόο. Γειαδή αλ θαη κόλν αλ: 

  2 x 1 0   ή x 1 0   ή x 1   

   x 1 x 1 0    ή  x 1 0 θαη x 1 0     ή  x 1 θαη x 1    

 x 1 0   ή x 1  

Γειαδή ε εμίζωζε νξίδεηαη γηα x 1  . 

Τν ειάρηζην θνηλό πνιιαπιάζην ηωλ παξνλνκαζηώλ είλαη   2 x 1 x 1    . Άξα: 

   
 

   
   

   
x 1 4 2

2 x 1 x 1 2 x 1 x 1 2 x 1 x 1
2 x 1 x 1 x 1 x 1


       

   
 ή 

   
2

x 1 8 4 x 1     ή 

2x 2x 1 8 4x 4     ή 

2x 2x 1 8 4x 4 0       ή 

2x 2x 3 0    

Η ηειεπηαία είλαη πνιπωλπκηθή 2
νπ

 βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα  2 2β 4 α γ 2 4 1 3 4 12 16              θαη 

έρεη δύν άληζεο ξίδεο, ηηο: 

1

1,2

2

2 4 2
x 1

2 16 2 4 2 2
x

2 4 62 1 2
x 3

2 2

 
      

   
       



 

Η x 1  απνξξίπηεηαη γηαηί δελ πιεξνί ηνπο πεξηνξηζκνύο. Δπνκέλωο ε αξρηθή εμίζωζε έρεη κνλαδηθή ξίδα 

ηνλ αξηζκό x 3  . 

Ά ζ κ η ζ η  2 η  
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Δπεηδή ην ηξίγωλν   είλαη ηζνζθειέο, είλαη ˆ ˆ    θαη 1 2
ˆ ˆ  , 1 2

ˆ ˆ    

αθνύ   θαη   δηρνηόκνη. Άξα είλαη θαη 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ    . 

α. Σπγθξίλνληαο ηα ηξίγωλα   θαη   έρνπκε: 

 2 2
ˆ ˆ    

   (αθνύ ην   είλαη κέζν ηεο  ) θαη 

    (ωο παξά ηε βάζε γωλίεο ηνπ ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ  )  

Δπνκέλωο από ην θξηηήξην     ηα ηξίγωλα   θαη   είλαη ίζα. Οπόηε έρνπλ   αθνύ 

βξίζθνληαη απέλαληη από ηηο ίζεο πιεπξέο 2̂  θαη 2̂  αληίζηνηρα. 

β. Σπγθξίλνληαο ηα ηξίγωλα   θαη  έρνπκε: 

   (από ην πξνεγνύκελν εξώηεκα). 

   (αθνύ ην   είλαη κέζν ηεο  ) θαη 

 ˆ ˆ    (ωο παξά ηε βάζε γωλίεο ηνπ ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ  ) 

Απόκέλωο από ην θξηηήξην    ηα ηξίγωλα   θαη   είλαη ίζα, νπόηε έρνπλ θαη ηηο ηξίηεο 

πιεπξέο ηνπο ίζεο. Γειαδή είλαη  , νπόηε ην ηξίγωλν   είλαη ηζνζθειέο. 

Ά ζ κ η ζ η  3 η  

α. Έρνπκε: 

y 2x 2x 1 2 x

2 4 5

3x 2yx 1 11 x

3 5 15

  
 


   



 ή 

y 2x 2x 1 2 x
20 20 20

2 4 5

3x 2yx 1 11 x
15 15 15

3 5 15

  
    


      



 

     

     

10 x 1 5 y 2x 2 4 2 x

5 x 1 3 3x 2y 11 x

      


    
 ή 

10x 10 5y 10x  10 8 4x

5x 5 9x 6y 11 x

  


    
 

4x 5y 8

5x 9x x 6y 5 11

 


    
 ή 

4x 5y 8

3x 6y 6

 

   

 

β. Με ηε κέζνδν ηωλ αληίζεηωλ ζπληειεζηώλ έρνπκε: 

4x 5y 8

3x 6y 6

 

   

 ή 
   

3 4x 3 5y 3 8

4 3 x 4 6y 4 6

    


      
 ή 

12x 15y 24

12x 24y 24

 

   

 ή 

12x 15y 24

39y 0

 


 
 ή 

12x 15y 24

y 0

 



 ή 

12x 15 0 24

y 0

  



 ή 

12x 24

y 0





 ή 

x 2

y 0





 

Δπνκέλωο ην ζύζηεκα έρη κνλαδηθή ιύζε ην δεύγνο    x, y 2,0 . 

γ. Θέηνπκε x 2  θαη y 0  ζηελ εμίζωζε 4x 5y 8   θαη έρνπκε: 4 2 5 0 8     ή 8 8  πνπ ηζρύεη  

Οκνίωο ζηελ 3x 6y 6     έρνπκε: 3 2 6 0 6       ή 6 6    πνπ ηζρύεη. 

Άξα ε ιύζε ηθαλνπνηεί θαη ηηο δύν εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

1 9 o  
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Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο  

Α1. Έρνπκε: 

       
3 2 2 2α β α β α β α β α 2αβ β          

3 2 2 2 2 3α 2α β αβ βα 2αβ β       

3 2 2 3α 3α β 3αβ β     

Α2. Δίλαη: α , β , γ , δ     

Θ έ μ α  2 ο  

Β1. Γηα ηελ απόζηαζε ξ  ελόο ζεκείνπ  x, y  από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ ηζρύεη: 

2 2ξ x y   ή 2 2 2ξ x y   

Αλ δηαηξέζνπκε θαη ηα δύν κέιε κε ην 2ξ , ηόηε έρνπκε: 

2 22

2 2 2

ξ yx

ξ ξ ξ
   ή  

2 2

yx
1 : 1

ξ ξ

   
    

   
 

Δπεηδή 
y

εκω
ξ

  θαη 
x

ζπλω
ξ

 , ε ηζόηεηα  1  γίλεηαη: 

   
2 2

ζπλω εκω 1   ή 2 2εκ ω ζπλ ω 1   

Β2. Δίλαη: α , β , γ , δ , ε      

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ  

Ά ζ κ η ζ η  1 η  

α. Από ηελ ηαπηόηεηα 2 2εκ ω ζπλ ω 1   γηα 
4

εκω
5

  έρνπκε: 

2 2εκ ω ζπλ ω 1   ή 

2

24
ζπλ ω 1

5

 
  

 
 ή 

216
ζπλ ω 1

25
   ή 

2 16
ζπλ ω 1

25
   ή 

2 9
ζπλ ω

25
  ή 

9
ζπλω

25
   ή 

3
ζπλω

5
   

Δπεηδή ε γωλία ω  είλαη ακβιεία, ηζρύεη ζπλω 0 , άξα δεθηή ε 
3

ζπλω
5

  . 

β. Από ηελ ηαπηόηεηα 
εκω

εθω
ζπλω

  έρνπκε: 

4

4 5 45εθω
3 3 5 3

5


   

 


 

γ. Δπεηδή παξαπιεξωκαηηθέο γωλίεο έρνπλ αληίζεα ζπλεκίηνλ αθη εθαπηνκέλεο, έρνπκε: 

  ν 0 0 0 1
ζπλ120 ζπλ 180 60 ζπλ60

2
       θαη 

  ν 0 0 0εθ135 εθ 180 45 εθ45 1       

Άξα  
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ν

0

3 1 3 1 6 5

ζπλω ζπλ120 5 2 5 2 10 10
4 4 4 3εθω εθ135

1 1
3 3 3 3

 
       

  
     


      

 

6 5 1

1 3 3 310 10
4 3 7 7 10 70 70

3 3

 


  
    
     

 

Ά ζ κ η ζ η  2 η  

α. Σπγθξίλνληαο ηα ηξίγωλα   θαη   έρνπκε: 

    (ωο κηζά ηωλ ίζωλ πιεπξώλ   θαη  , αθνύ νη   θαη 

  είλαη δηάκεζνη). 

   (αθνύ ην ηξίγωλν   είλαη ηζνζθειέο) θαη 

 Η γωλία   είλαη θνηλή. 

    Δπνκέλωο από ην θξηηήξην    ηα ηξίγωλα   θαη   είλαη  

    ίζα. 

 

β. Από ηελ ηζόηεηα ηωλ ηξηγώλωλ   θαη    έπεηαη όηη 2 2
ˆ ˆB   . Δπεηδή είλαη θαη ˆ ˆ   , ζα ηζρύεη όηη 

1 1
ˆ ˆ    ωο δηαθνξέο ηωλ ίζωλ γωληώλ ̂  θαη ̂ . Άξα επεηδή 1 1

ˆ ˆ   , ην ηξίγωλν   είλαη ηζνζθειέο. 

Ά ζ κ η ζ η  3 η  

α. Έρνπκε: 

        2x 2x 3x 1 x 1 1 x 3x 1          

 2 2 26x 2x x 1 3x 1       

2 2 26x 2x x 1 3x 1       
22x 2x   

       
2

B x 3x 2 2x 1 4x 3       

   
2 2 23x 2 3x 2 2 8x 6x 4x 3           

2 29x 12x 4 8x 6x 4x 3        
2x 2x 1    

β. Δίλαη: 

    2x 2x 2x 2x x 1      θαη 

    
22x x 2x 1 x 1       

γ. Η παξάζηαζε  x  νξίδεηαη αλ θαη κόλν αλ ν παξνλνκαζηήο  B x  είλαη δηάθνξνο ηνπ κεδελόο, δειαδή 

αλ θαη κόλν αλ  
2

x 1 0   ή x 1 0   ή x 1 . Άξα ε  x  νξίδεηαη γηα θάζε αξηζκό x  εθηόο ηνπ x 1 . 

Δίλαη  
 

 

 2x x 1x
x

B x


  

 
2

x 1

2x

x 1



. 

δ. Γηα x 1  έρνπκε: 
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2

x
x 1

 


 ή 
2x 2

x 1 x 1


 
 ή    

2x 2
x 1 x 1

x 1 x 1
  

 
 ή 2x 2  ή 

2x 2

2 2
  ή x 1 . Η ιύζε απηή 

απνξξίπηεηαη θαη άξα ε εμίζωζε  
2

x
x 1

 


 είλαη αδύλαηε. 

2 0 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο  

Α1. Έρνπκε:     
2 2 2 2 2α β α β α β α αβ βα β α 2αβ β           . 

Α2. 1 , 2 , 3 , 4     

Θ έ μ α  2
ο  

Β1. Γηα ηελ απόζηαζε ξ  ελόο ζεκείνπ  x, y  από ηελ αξρή ηωλ 

αμόλωλ ηζρύεη: 

2 2ξ x y   ή 2 2 2ξ x y   

Αλ δηαηξέζνπκε θαη ηα δύν κέιε κε ην 2ξ , ηόηε έρνπκε: 

2 22

2 2 2

ξ yx

ξ ξ ξ
   ή  

2 2

yx
1 : 1

ξ ξ

   
    

   
 

 

Δπεηδή 
y

εκω
ξ

  θαη 
x

ζπλω
ξ

 , ε ηζόηεηα  1  γίλεηαη: 

   
2 2

ζπλω εκω 1   ή  2 2εκ ω ζπλ ω 1   

Β2. Δίλαη 1 β , 2 γ , 3 α    

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ  

Ά ζ κ η ζ η  1 η  

α. Έρνπκε: 

    2 2 2x 4 x 2 x 2 x 2         θαη 

  2 2 23x 6 3x 3 2 3 x 2        

β. Δίλαη: 

22 3 x 7x 11 0      ή    2 2 22 x 4 3 3x 6 x 7x 11 0          ή 

2 2 22x 8 9x 18 x 7x 11 0        ή 26x 7x 1 0    . 

Η ηειεπηαία είλαη πνιπωλπκηθή 2
νπ

 βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα 

   2 2β 4αγ 7 4 6 1 49 24 25 0              θαη έρεη δύν άληζεο ξίδεο, ηηο: 

 

1

1,2

2

7 5 2 1
x

7 25 7 5 12 12 6
x

7 5 122 6 12
x 1

12 12

  
        

   
        

  

 

Ά ζ κ η ζ η  2 η  

α. Αθνύ ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο είλαη 9  γηα x 2   έρνπκε  
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2

9 2 θ 2 ι

9 4 2θ ι

13 2θ ι

ι 13 42

     

   

  

 

 

Σην ηξηώλπκν 2x θx ι    είλαη α 1  , β θ  θαη γ ι , άξαQ 

 2 2 2β 4 α γ θ 4 1 ι θ 4ι             

Όκωο 36   νπόηε  

236 θ 4ι   ε νπνία ιόγν ηεο ι 13 2θ   

Γίλεηαη  

 

 

2

2

2

2

2

36 θ 4 13 2θ

36 θ 52 16θ

0 θ 16θ 52 36

0 θ 16θ 16

0 θ 4

0 θ 4

θ 4

  

  

   

  

 

 

 

 

Οπόηε  ι 13 2 4 13 8 4       

β. Γηα θ 4   θαη ι 5  ε ζπλάξηεζε γίλεηαη: 2y x 4x 5     

Γηα ηα θνηλά ζεκεία κε ηνλ άμνλα x x  ζέηoπκε y 0  θαη έρνπκε: 20 x 4x 5    . 

Δμίζωζε β’ βαζκνύ κε α 1  , β 4  , γ 5  

   
22β 4 α γ 4 4 1 5 16 20 36 0                

 

 
1,2

4 6 10
5

4 36β 4 6 2 2
x

4 6 22α 2 1 2
1

2 2


          

    
      

  

 

Άξα ηα ζεκεία ηνκήο κε ηνλ άμνλα x x  είλαη  5,0  θαη  1,0 . 

Γηα ην θνηλό ζεκείν κε ηνλ y y  ζέηνπκε x 0  θαη έρνπκε: 2y 0 4 0 5      ή y 5 . Άξα ην θνηλό ζεκείν 

κε ηνλ y y  είλαη ην  0, 5 . 

Ά ζ κ η ζ η  3 η  

α. Από ηελ ηαπηόηεηα 2 2εκ ω ζπλ ω 1   γηα 
4

εκω
5

  έρνπκε: 

2 2εκ ω ζπλ ω 1   ή 

2

24
ζπλ ω 1

5

 
  

 
 ή 

216
ζπλ ω 1

25
   ή 

2 16
ζπλ ω 1

25
   ή 

2 9
ζπλ ω

25
  ή 

9
ζπλω

25
   ή 

3
ζπλω

5
  . 
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Δπεηδή 90 ω 180  , ην ζπλεκίηνλν ηεο γωλίαο ω  είλαη αξλεηηθ΄’ν. Δπνκέλωο δεθηή ηηκή ε 
3

ζπλω
5

  . 

Δπηπιένλ είλαη: 

4

εκω 4 5 45εθω
3ζπλω 3 5 3

5


    

  
. 

β. Γηα 
4

εκω
5

 , 
3

ζπλω
5

   θαη 
4

εθω
3

   έρνπκε: 

 
5 3 5 4 3 3 4

1 2εκω 3ζπλω εθω 2 3
17 4 17 5 5 4 3

    
              

    
 

5 8 9 12 5

17 5 5 12

 
    

  17

17


5
1 1 1 2     

2 1 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο  

α. Μονώνσμο ιέγεηαη κηα αθέξαηα αιγεβξηθή παξάζηαζε ζηελ νπνία κεηαμύ ηωλ αξηζκώλ θαη ηωλ 

κεηαβιεηώλ ηεο ζεκεηώλεηαη κόλν ε πξάμε ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ. 

Σ´ έλα κνλώλπκν ν αξηζκεηηθόο παξάγνληαο ιέγεηαη ζσνηελεζηής ηνπ κνλωλύκνπ, ελώ ην γηλόκελν όιωλ ηωλ 

κεηαβιεηώλ ηνπ κε ηνπο αληίζηνηρνπο εθζέηεο ηνπο ιέγεηαη κύριο μέρος ηνπ κνλωλύκνπ. 

β. Όμοια νλνκάδνληαη ηα κνλώλπκα ηα νπνία έρνπλ ην ίδην θύξην κέξνο. 

Τα όμοια κνλώλπκα πνπ έρνπλ έρνπλ αληίζεηνπο ζπληειεζηέο, ιέγνληαη ανηίθεηα. 

Γηα παξάδεηγκα ηα κνλώλπκα 2 33x y  θαη 2 35x y  είλαη όκνηα, ελώ ηα κνλώλπκα 2 43x y  θαη 2 43x y  είλαη 

αληίζεηα. 

γ. Γηα λα είλαη ίζα ηα κνλώλπκα   κ 1 22ι 1 x y    θαη 2 v 25x y   πξέπεη: 

 2ι 1 5    ή 2ι 1 5    ή 2ι 6   ή ι 3   θαη 

 κ 1 2   ή κ 1 2   ή κ 3  θαη 

 2 λ 2   ή λ 2 2   ή λ 0  

δ. Δίλαη 1 , 2 , 3 , 4 , 5      

Θ έ μ α  2 ο  

α. Γηα ηελ απόζηαζε ξ  ελόο ζεκείνπ  x, y  από ηελ αξρή ηωλ 

αμόλωλ ηζρύεη: 

2 2ξ x y   ή 2 2 2ξ x y   

Αλ δηαηξέζνπκε θαη ηα δύν κέιε κε ην 2ξ , ηόηε έρνπκε: 

 

 
2 22

2 2 2

ξ yx

ξ ξ ξ
   ή  

2 2

yx
1 : 1

ξ ξ
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Δπεηδή 
y

εκω
ξ

  θαη 
x

ζπλω
ξ

 , ε ηζόηεηα  1  γίλεηαη: 

   
2 2

ζπλω εκω 1   ή 2 2εκ ω ζπλ ω 1   

β. Έζηω όηη ππάξρεη γωλία ω  γηα ηελ νπνία ηζρύεη 
1

εκω
2

  θαη 
1

ζπλω
3

 . Τόηε έρνπκε από ηελ ηαπηόηεηα 

2 2εκ ω ζπλ ω 1   έρνπκε: 

2 2

2 2 1 1 1 1 9 4 13
εκ ω ζπλ ω 1

2 3 4 9 36 36 36

   
           

   
 

Άξα δελ ππάξρεη ηέηνηα γωλία. 

γ. Δπεηδή νη παξαπιεξωκαηηθέο γωλίεο έρνπλ ίζα εκίηνλα θαη αληίζεηα ζπλεκίηνλα θαη εθαπηνκέλεο, έρνπκε:  

  νεκ 180 ω εκω   

  νζπλ 180 ω ζπλω    

  νεθ 180 ω εθω    

Δπηπιένλ είλαη 
εκω

εθω
ζπλω

 . 

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ  

Ά ζ κ η ζ η  1 η  

α. Δίλαη: 

    2 2 22x 2x 4 2 x x 2 2 x x 2x 2           

      2 x x 1 2 x 1 2 x 1 x 2           

     5 3 3 2 3x x x x 1 x x 1 x 1       

 Η παξάζηαζε A  νξίδεηαη όηαλ 22x 2x 4 0    ή   2 x 1 x 2 0    ή  x 1 θαη x 2   . 

 Η παξάζηαζε B  νξίδεηαη όηαλ 5 3x x 0   ή   3x x 1 x 1 0    ή 

 x 0 θαη x 1 θαη x 1     

Οπόηε έρνπκε: 

 
 

2
2

2

x 2x 4x 4

2x 2x 4

 
  

     2 x 1 x 2   

x 2

2 x 1





 

 
     

3 3

5 3 23 2

6x 6x 6 6
B

x 1 x 1x x x 1x x 1
   

  
 

β. Γηα ηελ εμίζωζε 
3

A B
1 x

 


 κε x 1,0,1,2   έρνπκε: 
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3
A B

1 x
 


 ή 

  2

x 2 3 6

2 x 1 1 x x 1


 

  
 ή 

     

x 2 3 6

2 x 1 1 x x 1 x 1


 

   
 ή 

     

x 2 3 6

2 x 1 x 1 x 1 x 1

 
 

   
  

Τν ειάρηζηνθνηλό πνιιαπιάζην ηωλ παξνλνκαζηώλ είλαη:   . . 2 x 1 x 1    . Οπόηε: 

2    x 1 x 1 
x 2

2



 x 1
 2 x 1   

3
x 1

x 1





 2 x 1   x 1

 

6

x 1  x 1
 ή 

    x 1 x 2 6 x 1 12       ή 2x 2x x 2 6x 6 12        ή 2x 3x 2 6x 6      ή 

2x 3x 2 6x 6 0      ή 2x 3x 4 0    

Η ηειεπηαία είλαη πνιπωλπκηθή  εμίζωζε 2
νπ

 βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα 

 2 2β 4 α γ 3 4 1 4 9 16 25 0              θαη έρεη δύν άληζεο ξίδεο, ηηο: 

1

1,2

2

3 5 2
x 1

3 25 3 5 2 2
x

3 5 82 1 2
x 4

2 2

 
      

   
       



 

Η ιύζε x 1  δελ πιεξνί ηνπο πεξηνξηζκνύο θαη απνξξίπηεηαη. 

Δπνκέλωο ε εμίζωζε 
3

A B
1 x

 


 έρεη κνλαδηθή ιύζε ηνλ αξηζκό x 4  . 

Ά ζ κ η ζ η  2 η  

Με ηε κέζνδν ηωλ αληίζεηωλ ζπληειεζηώλ έρνπκε: 

yx
2

2 3

y 52x 1
1

5 4


  


  



 ή 

 
yx

6 6 6 2
2 3

y 52x 1
20 20 20 1

5 4


     


     



ή 
   

3x 2y 12

4 2x 1 5 y 5 20

  


   
 ή 

3x 2y 12

8x 4 5y 25 20

  


   
 

ή 
3x 2y 12

8x 5y 20 25 4

  


   
 ή 

3x 2y 12

8x 5y 1

  


  
 ή 

15x 10y 60

16x 10y 2

  


  
 ή 

31x 62

16x 10y 2

 


  
 ή 

x 2

16x 10y 2

 


  
 ή 

 

x 2

16 2 10y 2

 


    
 ή 

x 2

10y 2 32

 


  
 ή 

x 2

10y 30

 



 ή 

x 2

y 3

 



 

Δπνκέλωο ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε ην δεύγνο    x, y 2,3  . 

Ά ζ κ η ζ η  3
η

 



51 

87. Σπγθξίλω ηα   



   θαη  .


   Έρνπλ: 

 1.  ΒΓ  θνηλή. 

 2.  ˆ ˆ    παξά ηε βάζε ηζνζθεινύο. 

 3.     δηόηη  
  

  

 ή   δει.  

  

 άξα ηα ηξίγωλα είλαη ίζα. 

 

 

 

β.  Πξνθαλώο  ˆθ̂    θαη  νˆ ω 180     ή  νˆ ˆθ ω 180    ζπλεπώο 

 i.   
3

ζπλω ζπλ 180 θ ζπλθ
5

       

 ii.  

2

2 2 3 9 25 9 16
εκ ω 1 ζπλ ω 1 1

5 25 25 25

 
         

 
  ή  

16
εκω

25
   

 κε  ν ν90 ω 180    όπνπ όκωο  
4

εκω .
5

  

 Τέινο  

4

εκω 4 5 43εθω .
3ζπλω 3 5 3

5


     




 

2 2 o  

Θ Ε Ω Ρ Ι Α  

Θ έ μ α  1 ο  

α. Μονώνσμο ιέγεηαη κηα αθέξαηα αιγεβξηθή παξάζηαζε ζηελ νπνία κεηαμύ ηωλ αξηζκώλ θαη ηωλ 

κεηαβιεηώλ ηεο ζεκεηώλεηαη κόλν ε πξάμε ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ. Γηα παξάδεηγκα ην 2 32x y  είλαη 

κνλώλπκν. 

β. Όμοια νλνκάδνληαη ηα κνλώλπκα ηα νπνία έρνπλ ην ίδην θύξην κέξνο. Γηα παξάδεηγκα ηα κνλώλπκα 2 42x y  

θαη 
2 43

x y
2

  είλαη όκνηα. 

γ. Τα όμοια κνλώλπκα πνπ έρνπλ ηνλ ίδην ζπληειεζηή ιέγνληαη ίζα ελώ, αλ έρνπλ αληίζεηνπο ζπληειεζηέο, 

ιέγνληαη ανηίθεηα. 

δ. Ο εθζέηεο κηαο κεηαβιεηήο ιέγεηαη βαθμός ηνπ κνλωλύκνπ ωο πξνο ηε κεηαβιεηή απηή. 

ε. Τα ζηαζεξά κε κεδεληθά κνλώλπκα είλαη μηδενικού βαζκνύ. 

Θ έ μ α  2 ο  



52 

α.  

 α. 
2 2

ηεηαγκέλε ηνπ y y
εκω

απόζηαζε ηνπ από ην ξ x y


  

  
 

 
2 2

ηεηκεκέλε ηνπ x x
ζπλω

απόζηαζε ηνπ από ην ξ x y


  

  
  

 

 θαη 
ηεηαγκέλε ηνπ y

εθω , x 0
ηεηκεκέλε ηνπ x


  


 

β. Αλ δηαηξέζνπκε θαηά κέιε ηηο ηζόηεηεο 
y

εκω
ξ

  θαη 
x

ζπλω
ξ

 , κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη ζπλω 0 , έρνπκε: 

y

εκω ξ

xζπλω

ξ

  ή 
εκω yξ

ζπλω xξ
  ή 

εκω y
εθω

ζπλω x
  . 

γ.  

 εκω ζπλω εθω 

ω νμεία  + + + 

ω ακβιεία + - - 

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ  

Ά ζ κ η ζ η  1 η  

Με ηε κέζνδν ηωλ αληίζεηωλ ζπληειεζηώλ έρνπκε: 

x y x y
2

2 3

x y x y
5

3 12

 
 


   



 ή

x y x y
6 6 2 6

2 3

x y x y
12 12 12 5

3 12

 
  


    



 ή 
   

   

3 x y 12 2 x y

4 x y x y 60

    


   
 ή 

3x 3y 12 2x 2y

4x 4y x y 60

   


   
 ή 

3x 2x 3y 2y 12

4x x 4y y 60

   


   
 ή 

5x y 12

3x 5y 60

 


 
 ή 

25x 5y 60

3x 5y 60

   


 
 ή 

22x 0

3x 5y 60

 


 
 ή 

x 0

3x 5y 60




 
 ή 

x 0

3 0 5y 60




  
 ή 

x 0

5y 60





 ή 

x 0

y 12





 

Δπνκέλωο ε κνλαδηθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ην δεύγνο    x, y 0,12 . 

Ά ζ κ η ζ η  2 η  

α. Έρνπκε: 

         
2

P x x x 3 3x 1 3x 1 19x 23          

    22 2x x 6x 9 3x 1 19x 23          

 3 2 2x 6x 9x 9x 1 19x 23         
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3 2 2x 6x 9x 9x 1 19x 23         

3 2x 3x 10x 24     

β. Αξρηθά ζα παξαγνληνπνηήζνπκε ην πνιπώλπκν  P x . Έρνπκε: 

  3 2 3 2 2P x x 3x 10x 24 x x 4x 6x 4x 24            

   3 2 2 2 2x x 6x 4x 4x 24 x x x 6 4 x x 6               

       2x x 6 x 4 x 3 x 2 x 4           

Αθνύ ην ηξηώλπκν 2x x 6   έρεη δηαθξίλνπζα  2 2β 4 α γ 1 4 1 6 1 24 25              θαη ξίδεο  

1

1,2

2

1 5 4
x 2

1 25 1 5 2 2
x

1 5 62 1 2
x 3

2 2

 
      

   
       



 

Άξα         2x x 6 x 2 x 3 x 2 x 3          

Δπίζεο, γηα ηνλ παξνλνκαζηή έρνπκε: 

    3 2 22x 2x 12x 2x x x 6 2x x 2 x 3         

Άξα 
   

3 2

x 3P x

2x 2x 12x




 

 x 2  

 

x 4

2x x 2



  x 3

x 4

2x


  

Ά ζ κ η ζ η  3 η  

α. Σπγθξίλνληαο ηα ηξίγωλα   θαη   έρνπκε: 

   (αθνύ ην   είλαη ηζνζθειέο) 

   (από ηελ ππόζεζε) θαη 

    (ωο θαηαθνξπθήλ) 

 
 

Δπνκέλωο από ην θξηηήξην    ηα ηξίγωλα   θαη   είλαη ίζα, νπόηε έρνπλ θαη ηηο ηξίηεο 

πιεπξέο ηνπο ίζεο. Γειαδή είλαη  . 

β. Από ηελ ηζόηεηα ηωλ ηξηγώλωλ   θαη   έρνπκε  : 1    θαη  : 2    ωο παξά 

ηε βάζε γωλίεο ηνπ ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ  . 

Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηηο ζρέζεηο  1  θαη  2  έρνπκε: 

      ή    . 

γ. Από ηελ ηζόηεηα ηωλ ηξηγώλωλ   θαη   έπεηαη όηη  : 3   αθνύ βξίζθνληαη απέλαληη 

από ηηο ίζεο πιεπξέο   θαη   αληίζηνηρα. 

Δπηπιένλ είλαη θαη  : 4    αθνύ ην ηξίγωλν   είλαη ηζνζθειέο κε  . 

Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηηο ζρέζεηο  3  θαη  4  έρνπκε: 

     ή   . 


