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1. α. Σν ζύζηεκα   

 
3x 4y 12

΢ :
9x 12y 30

 


 
  έρεη  

3 4
D   36 36 0

9 12
     

άξα είλαη αδύλαην ή έρεη άπεηξεο ιύζεηο. 

Αιιά ην παξαπάλσ ζύζηεκα γξάθεηαη:   
3x 4y 12

3x 4y 10

 


 
,ην νπνίν πξνθαλώο είλαη αδύλαην. 

β. Σν παξαπάλσ ζύζηεκα  ΢ είλαη αδύλαην, επεηδή νη επζείεο πνπ παξηζηάλνπλ νη 

εμηζώζεηο ηνπ είλαη παξάιιειεο ( νη επζείεο έρνπλ ίδην ζπληειεζηή δηεύζπλζεο 
3

ι
4

  ). 

 

 

 

 

2. α. Πξέπεη ην ζύζηεκα πνπ ζα πξνθύςεη λα είλαη αδύλαην,  

άξα επηιέγνπκε ηελ εμίζσζε 8x 2y 13  .  

Δπνκέλσο πξνθύπηεη  ην ζύζηεκα  
8x 2y 7

΢ :
8x 2y 13

 


 
, ην νπνίν πξνθαλώο είλαη αδύλαην. 

β. Σν παξαπάλσ ζύζηεκα  ΢ είλαη αδύλαην, επεηδή νη επζείεο πνπ παξηζηάλνπλ νη 

εμηζώζεηο ηνπ είλαη παξάιιειεο ( νη επζείεο έρνπλ ίδην ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ι 4  ). 

 

 

 

 

 

 

3.  Έζησ x  ε ειηθία ηνπ Μάξθνπ θαη y  ε ειηθία ηνπ Βαζίιε, νπόηε από ηα δεδνκέλα, 

πξνθύπηεη όηη:   x y 27   (1)   θαη  x y  (2). 
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α. Πξνθαλώο  νη x , y  είλαη ζεηηθνί ξεηνί αξηζκνί, αιιά από ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) δελ 

κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηελ ειηθία ηνπ θαζελόο, δηόηη ε ζρέζε (1) απνηειεί κία 

γξακκηθή εμίζσζε κε δύν αγλώζηνπο, ελώ ε (2) δελ απνηειεί ηθαλό δεζκό ζε ζπλδπαζκό 

κε ηελ (1).  

Γηα παξάδεηγκα, ζα κπνξνύζε    x, y 15,12  ή    x, y 14,13 , 

όπσο θαη άιινη ζπλδηαζκνί. 

β. Αλ επηπιένλ δνζεί ε πιεξνθνξία όηη ε δηαθνξά ησλ ειηθηώλ ηνπο είλαη  5 ρξόληα, 

πξνθύπηεη όηη      x y 5   (3) (επεηδή x y ). 

Δπηιύνληαο ην ζύζηεκα ησλ γξακκηθώλ εμηζώζεσλ (1) θαη (3) έρνπκε: x 16  θαη y 11 . 

Δπνκέλσο ν Μάξθνο είλαη 16 εηώλ θαη ν Βαζίιεο 11 εηώλ. 

4. α. Έζησ 
1 1y ι x β   ε εμίζσζε ηεο επζείαο  (ε) ε νπνία ηέκλεη ηνπο άμνλεο x x   θαη 

y y  ζηα ζεκεία  A 2,0  θαη  B 0,2  αληίζηνηρα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Άξα :  
1 1

1

0 ι 2 β ι 1

2 ι 0 β β 2

     
 

   
,  νπόηε  ε επζεία (ε) έρεη εμίζσζε: ε : y x 2   . 

Η επζεία (ε) έρεη ζπληειεζηή δηεύζπλζεο νι εθ45 1  , άξα ε εμίζσζή ηεο είλαη ηεο 

κνξθήο  
2y x β  . Αιιά ε επζεία (ε) ηέκλεη ηνλ άμνλα x x  ζην ζεκείν Γ(4,0),  

άξα 0 4 β β 4     , νπόηε ε επζεία (ε) έρεη εμίζσζε ε: y x 4  .  

β. Οη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ ηνκήο ησλ επζεηώλ (ε) θαη (ε) πξνθύπηνπλ από ηελ 

επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο: 

y x 4 y x 4 y 1

y x 2 x 2 x 4 x 3

       
   

         
 

Άξα ην ζεκείν ηνκήο ησλ επζεηώλ (ε) θαη (ε) είλαη ην  Γ 3, 1 . 

5. α. Αξθεί ε επζεία  2  πνπ ζα επηιέμνπκε λα δηέξρεηαη απν ην ζεκείν  2, 3  θαη λα 

έρεη δηαθνξεηηθό ζπληειεζηή δηεύζπλζεο από ηελ  1  . Θα "επηιέμνπκε" γηα ηηο 

παξακέηξνπο α,β, γ  ηηο ηηκέο α 1,  β 0,  γ 2   , δειαδή ηελ επζεία κε εμίζσζε x 2 .  

Η  1  πξνθαλώο δηέξρεηαη απν ην ζεκείν  2, 3 , άξα ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε. 

β. Θα επηιέμνπκε γηα ηηο παξακέηξνπο α,β, γ  ηηο ηηκέο  α 1,  β 2,  γ 10    , 
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δειαδή ηελ επζεία κε εμίζσζε  x 2y 10  , ε νπνία είλαη παξάιιειε ηεο  1 , άξα ην 

ζύζηεκα είλαη αδύλαην. 

6. α. Έζησ  x, y  ν αξηζκόο ησλ δίθπθισλ θαη ησλ ηεηξάηξνρσλ νρεκάησλ αληίζηνηρα. 

Δπεηδή ην ζύλνιν ησλ δίθπθισλ θαη ηεηξάηξνρσλ νρεκάησλ πνπ έρνπλ παξθάξεη είλαη 830  

είλαη  x y 830   (1) .Αιιά επεηδή ηα δίθπθια έρνπλ ζπλνιηθά  2x ηξνρνύο, ελώ ηα 

ηεηξάηξνρα 4y ηξνρνύο. Δίλαη   2x 4y 2700     ή   x y 1350   (2) . 

β. 
( )x y 830 x y 830 x 310

x 2y 1350 y 520 y 520

      
   

     
 

Δπνκέλσο έρνπλ παξθάξεη 310  δίθπθια θαη 520  ηεηξάηξνρα νρήκαηα. 

7. α. Γηα ι 3   είλαη   

2x 2y 3 2x 2y 3

4x 4y 6 2x 2y 3

      
 

      
 , 

άξα ην ζύζηεκα γηα ι 3   έρεη άπεηξεο ιύζεηο ηεο κνξθήο  
3

x, y θ, θ ,  θ
2

 
   
 

. 

Γηα 
1

x
2

  , έρνπκε y 2 ,  άξα κηα ιύζε είλαη ε  
1

x, y ,2
2

 
  
 

 . 

β. Γηα ι 3  είλαη  
4x 2y 3

4x 2y 6

 


  
 άξα ην ζύζηεκα γηα ι 3  είλαη  αδύλαην. 

γ. Γηα ι 0  είλαη  
x 2y 3 x 2y 3 x 1

4x y 6 8x 2y 12 y 2

       
   

        
  . 

Άξα γηα ι 0 , ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε ηελ    x, y 1,2  . 

8. α. Οη επζείεο  

1ε θαη 
2ε είλαη παξάιιειεο, άξα ην ζύζηεκα 

 

2x y 1

ι 1 x y 6

  


  
 

είλαη αδύλαην, νπόηε:
2 1

D 0  0 2 ι 1 0 ι 3
ι 1 1


         

 
 θαη αληηθαζηζηώληαο 

ι 3  ηεο εμηζώζεηο ησλ επζεηώλ πξνθύπηνπλ νη επζείεο  1ε : 2x y 1    θαη 

 2ε : 2x y 6   πνπ είλαη παξάιιειεο. Άξα ε δεηνύκελε ηηκή είλαη ι 3 . 

β.  
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γ. Γηα λα ηαπηίδνληαη νη δπν επζείεο ζα πξέπεη ην ζύζηεκα λα έρεη άπεηξεο ιύζεηο, 

δειαδή: 

 D 0 ι 3    αληηθαζηζηώληαο ι 3  λα πξνθύςεη ε ίδηα επζεία.  

Αιιά γηα ι 3  ε εμίζσζε ηεο  
2ε  γίλεηαη  2ε : 2x y 6  θαη από εξώηεκα α) νη επζείεο 

 1ε : 2x y 1    θαη  2ε : 2x y 6   είλαη παξάιιειεο. 

Άξα δελ ππάξρεη ηηκή ηνπ ι  ώζηε νη επζείεο λα ηαπηίδνληαη. 

9. α. i. Οη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ ηνκήο ησλ επζεηώλ 
1 2ε  θαη ε  πξνθύπηνπλ από 

ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο :  

2x y 5 2x y 5 x 3

2x 3y 9 4y 4 y 1

      
   

         
 

Άξα ην ζεκείν ηνκήο ησλ επζεηώλ 
1 2ε  θαη ε  είλαη ην  3, 1 . 

ii. Οκνίσο 
2x y 5 4x 2y 10 x 3

3x 2y 7 3x 2y 7 y 1

        
   

       
 

Άξα ην ζεκείν ηνκήο ησλ επζεηώλ 
1 3ε  θαη ε  είλαη ην  3, 1 . 

β. Παξαηεξνύκε όηη νη ηξεηο επζείεο έρνπλ θνηλό ζεκείν ην  A 3, 1 , 

άξα πξνθαλώο ην θνηλό ζεκείν ησλ 
2 3ε ,ε  είλαη ζεκείν ηεο 

1ε . 

10.  α. Έζησ x νη ζεηξέο ηνπ θάησ δηαδώκαηνο θαη y νη ζεηξέο ηνπ πάλσ δηαδώκαηνο, 

νπόηε επεηδή ην ζύλνιν ησλ ζεηξώλ είλαη 25, έρνπκε   x y 25 1  . 

Σεο επεηδή θάζε ζεηξά ηνπ θάησ δηαδώκαηνο έρεη 14 θαζίζκαηα , θάζε ζεηξά ηνπ πάλσ έρεη 

16 θαζίζκαηα θαη ην ζύλνιν ησλ θαζηζκάησλ είλαη 374, έρνπκε  14x 16y 374 2  . 

Άξα ην δεηνύκελν ζύζηεκα είλαη    
x y 25

14x 16y 374

 


 
. 

β. Δπηιύνπκε ην ζύζηεκα :   
 

x 25 yx y 25 x 13

14 25 y 16y 37414x 16y 374 y 12

    
   

     
. 

Άξα ην θάησ δηάδσκα έρεη 13 ζεηξέο θαη ην πάλσ 12 ζεηξέο. 

11.  α. Οη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Μ  ζα πξνζδηνξηζζνύλ από ηε ιύζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο ησλ εμηζώζεσλ ησλ δύν επζεηώλ:   1

2

ε : 2x y 6
΢

ε : x 2y 3

 


  
 

 
2 1

D 2 2 1 4 1 5
1 2

         


        x

6 1
D 12 3 12 3 9 

3 2
         
 

 

 y

2 6
D 2 3 6 6 6 12.

1 3
         


  

Δίλαη D 5 0,    άξα ην  ΢  έρεη κνλαδηθή ιύζε, ηελ: 
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 
yx

DD 9 12 9 12
x, y , , ,

D D 5 5 5 5

      
       

     
 . Άξα 

9 12
Μ , .

5 5

 
 
 

 

β. Η επζεία 3x αy α 5    δηέξρεηαη από ην ζεκείν 
9 12

Μ ,
5 5

 
 
 

, αλ θαη κόλν αλ  ε 

εμίζσζή ηεο επαιεζεύεηαη από ηεο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ  M, άξα  

9 12 2
3 α α 5 27 12α 5α 25 7α 2 α .

5 5 7
                

12.  α. Α΄ ηρόπος 

Αξθεί ε επζεία ηεο κνξθήο αx βy γ   πνπ ζα επηιέμνπκε λα δηέξρεηαη από ην ζεκείν 

 1, 4  θαη λα έρεη  δηαθνξεηηθό ζπληειεζηή δηεύζπλζεο από ηελ επζεία κε εμίζσζε  

x 2y 9   . Θα  «επηιέμνπκε» γηα ηεο παξακέηξνπο α,β, γ  ηεο ηηκέο α 1,  β 2,  γ 7    , 

δειαδή ηελ επζεία κε εμίζσζε   x 2y 7   . Η επζεία κε εμίζσζε  x 2y 9   πξνθαλώο 

δηέξρεηαη από ην ζεκείν  1, 4  άξα ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε.
 
 

α. Β΄ ηρόπος 

Δίλαη D β 2α  , νπόηε γηα λα έρεη ην ζύζηεκα κνλαδηθή ιύζε πξέπεη 

D 0 β 2α (1)    . Αιιά ην δεύγνο  1, 4 είλαη κνλαδηθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο, νπόηε 

επαιεζεύεη ηελ δεύηεξε εμίζσζε (πξνθαλώο επαιεζεύεη θαη ηελ πξώηε εμίζσζε), άξα 

 α 4β γ 2  . Φξνληίδνληαο λα ηζρύεη ε ζρέζε  1 , επηιέγνπκε π.ρ.  

α 1,  β 2   θαη έηζη ε  2  δίλεη γ 7  . 

β. Θα επηιέμνπκε γηα ηηο παξακέηξνπο α,β, γ  ηεο ηηκέο α 1,  β 2,  γ 10    , δειαδή ηελ 

επζεία κε εμίζσζε x 2y 12  , ε νπνία είλαη παξάιιειε ηεο  1 , άξα ην ζύζηεκα είλαη 

αδύλαην. 

 

 

 

 

13.  α. Δίλαη D 2β α  , νπόηε γηα λα έρεη ην ζύζηεκα κνλαδηθή ιύζε πξέπεη 

 D 0 α 2β 1   . 

Αιιά ην δεύγνο  1,5 είλαη κνλαδηθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο, νπόηε επαιεζεύεη ηελ 

δεύηεξε εμίζσζε (πξνθαλώο επαιεζεύεη θαη ηελ πξώηε εμίζσζε), άξα  α 5β γ 2    
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 Φξνληίδνληαο λα ηζρύεη ε ζρέζε  1 , επηιέγνπκε π.ρ.  

α 1,  β 3   θαη έηζη ε  2  δίλεη γ 14 . 

β. Γηα λα έρεη άπεηξεο ιύζεηο ην ζύζηεκα πξέπεη  D 0 α 2β    . Δπηιέγνπκε 

α 2,  β 1  , άξα ην ζύζηεκα γίλεηαη:
2x y 3

2x y γ

 


 
 , νπόηε πξνθαλώο πξέπεη γ 3 . 

 

 

 

 

 

 

14.  α. Δίλαη: 

 2
ι 1

D ι ι ι ι 1
ι ι

    

 

 x

2 1
D 2ι ι 1 2ι ι 1 ι 1

ι 1 ι
        


 

   2 2

y

ι 2
D ι ι 1 2ι ι ι 2ι ι ι ι ι 1

ι ι 1
          


 

β. Αλ  ι 0  θαη ι 1  είλαη D 0 , άξα ην ζύζηεκα  έρεη κνλαδηθή ιύζε, ηελ   

 
 

 

 
yx

D ι ι 1D ι 1 1
x, y , , , 1

D D ι ι 1 ι ι 1 ι

     
             

 

15.  α. Έζησ  x,  y,  z (0, )   νη ειηθίεο παηέξα , κεηέξαο θαη παηδηνύ  αληίζηνηρα, 

νπόηε ζύκθσλα κε ηελ ππόζεζε είλαη :     

y 3z
y 3z

x 11
3x 11z

z 3
x y z 115

x y z 115




 
   

      

 

β. Έρνπκε    

y 3z
y 3z y 3z

x 11
3x 11z 3x 11z

z 3
x y z 115 3x 3y 3z 345

x y z 115


  

  
      

          
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y 3z
y 3z y 45

11
3x 11z x z x 55

3
11z 9z 3z 345 z 15

23z 345


  

  
       

      

 

Δπνκέλσο ν παηέξαο είλαη  55 ,  ε κεηέξα  45  θαη ην παηδί  15 εηώλ. 

16.  α. Οη νξίδνπζεο  
x yD,  D ,  D  ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη: 

2 2
1 ι 2

D 5 (ι 4) 9 ι (ι 3)(ι 3)
ι 2 5


         


 

x

3 ι 2
D 15 3(ι 2) 9 3ι 3(ι 3)

3 5


        

 

y

1 3
D 3 3(ι 2) 9 3ι 3(ι 3)

ι 2 3
        


 

i. Αλ   D 0 3 ι 3 ι 0 ι 3   θαη    ι 3          ,  

ηόηε νη επζείεο ηέκλνληαη , έζησ ζε έλα ζεκείν  Α. 

ii. Αλ  ι 3 , ην ζύζηεκα γίλεηαη:  
x 5y 3

x 5y 3

 


 
 ,   

δειαδή αλ ι 3  νη επζείεο ηαπηίδνληαη. 

iii. Αλ  ι 3  , ην ζύζηεκα γίλεηαη:   
x y 3 5x 5y 15

5x 5y 3 5x 5y 3

      
 

      
,  

δειαδή αλ ι 3  νη επζείεο είλαη  παξάιιειεο. 

β. Οη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ  Α  είλαη:  

yx
DD 3 3 3 3

x , y δειαδή Α ,
D ι 3 D ι 3 ι 3 ι 3

 
     

    
. 

γ. Γηα λα αλήθεη ην ζεκείν  Α  ζηελ επζεία κε εμίζσζε x 2y 3   πξέπεη θαη αξθεί νη 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ λα επαιεζεύνπλ ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο.  

Από ην εξώηεκα β)  έρνπκε: 
3 3

2 3 3 6 3ι 9 ι 0
ι 3 ι 3

       
 

. 

17.  α. Οη νξίδνπζεο  
x yD,  D ,  D  ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη: 

2 2

x

y

α 1 3
D (α 1)(α 1) 3 α 1 3 α 4 (α 2)(α 2)

1 α 1

α 1 3
D 3(α 1) 3 3α 6 3(α 2)

1 3

3 3
D 3(α 1) 9 3α 6 3(α 2)

3 α 1


            




       

       


 

Αλ D 0 (α 2)(α 2) 0 α 2  θαη  α 2         , ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε ηελ :  
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yx

0 0

DD 3(α 2) 3(α 2) 3 3
(x , y ) , , ,

D D (α 2)(α 2) (α 2)(α 2) (α 2) (α 2)

      
       

         
 

νπόηε άκεζα πξνθύπηεη όηη : 
0 0x y . 

β. i. Αλ α 2 , ην ζύζηεκα γίλεηαη : 

(2 1)x 3y 3 x 3y 3
x 3y 3 x 3 3y

x (2 1)y 3 x 3y 3

     
       

     
 

θαη επνκέλσο έρεη άπεηξεο ιύζεηο , ηεο κνξθήο : (x, y) (3 3k,k) , k R   . 

ii. Αλ α 2  , ην ζύζηεκα γίλεηαη : 

( 2 1)x 3y 3 3x 3y 3 x y 1 0x 0y 2

x ( 2 1)y 3 x y 3 x y 3 x y 3

               
     

            
, 

ην νπνίν είλαη αδύλαην. 

γ. Γηα α=3 ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε θαη επνκέλσο νη αληίζηνηρεο επζείεο έρνπλ 

κνλαδηθό θνηλό ζεκείν , δειαδή ηέκλνληαη . 

Γηα  α=2 ην ζύζηεκα έρεη άπεηξεο ιύζεηο θαη επνκέλσο νη αληίζηνηρεο επζείεο έρνπλ άπεηξα 

θνηλά ζεκεία , νπόηε ζπκπίπηνπλ . 

Γηα α 2   ην ζύζηεκα είλαη αδύλαην θαη επνκέλσο νη αληίζηνηρεο επζείεο δελ έρνπλ 

θαλέλα θνηλό ζεκείν ,νπόηε είλαη παξάιιειεο . 

18.  α. Οη νξίδνπζεο  
x yD,  D ,  D  ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη: 

1 2
D ι 2

1 ι


    x

1 2
D ι 2ι ι

ι ι
      

y

1 1
D ι 1

1 ι


     

i. Αλ D 0 ι 2 0 ι 2       , ην ζύζηεκα  έρεη κνλαδηθή ιύζε ηελ :  

  
yx

DD ι ι 1 ι ι 1
x, y , , ,

D D ι 2 ι 2 ι 2 ι 2

        
       

         
 

ii. Αλ D 0 ι 2 0 ι 2       , ηόηε ην ζύζηεκα γίλεηαη:  

x 2y 1 x 2y 1

x 2y 2  x 2

 

 2y

       
 

      
 , πξνθαλώο αδύλαην. 

β. Αλ ι 1  , ηόηε ε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη: 

   o o

1 1 1
x , y , 1, 0

1 2 1 2

   
   

    
. 

Αιιά  π 0,2π  θαη επεηδή  
oζπλπ 1 x    θαη  

oεκπ 0 y  ,  

ε δεηνύκελε γσλία  είλαη  ζ=π. 

γ. Αλ ι 1 , ηόηε ε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο  είλαη:  1 1

1 1 1 1 2
x , y , ,

1 2 1 2 3 3

   
    

    
 

Έζησ όηη ππάξρεη γσλία σ  ηέηνηα ώζηε ,
1

1
ζπλσ x

3
  θαη 

1

2
εκσ y

3
  ,  
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νπόηε : 2 2 4 1 5
εκ σ ζπλ σ 1 1 1

9 9 9
       , πνπ είλαη άηνπν.  

Δπνκέλσο δελ ππάξρεη δελ ππάξρεη γσλία σ , ηέηνηα ώζηε 
1x ζπλσ  θαη 

1y εκσ . 

19.  α. Έρνπκε 

 
22 2

x y 1x y 1 x y 1 x y 1

x y 1 1 2xy 1 xy 0x y 2xy 1

             
      

         

x y 1

x 0  ή   y 0

  


 
 

Οπόηε ην ζύζηεκα είλαη ηζνδύλακν κε ηα ζπζηήκαηα 

x y 1 y 1

x 0 x 0

     
 

  
         ή         

x y 1 x 1

y 0 y 0

     
 

  
 

Δπνκέλσο νη ιύζεηο είλαη     x, y 0, 1    ή       x, y 1,0  .   

β. Από ηελ ζρέζε  ζπλσ εκσ 1     θαη ηελ ηαπηόηεηα 2 2ζπλ σ εκ σ 1  , έρνπκε: 

ζπλσ x,εκσ y

2 2 2 2

ζπλσ εκσ 1 x y 1

ζπλ σ εκ σ 1 x y 1

       
 

    
    κε   1 x 1, 1 y 1       

Αιιά ζύκθσλα κε ην α) εξώηεκα είλαη:    x, y 0, 1    ή       x, y 1,0  , πνπ είλαη 

δεθηέο. Δπνκέλσο έρνπκε :  


ζπλσ 0  θαη  εκσ 1     θαη   επεηδή 0 σ 2π  , είλαη  

3π
σ

2
   ή 


ζπλσ 1  θαη  εκσ 0     θαη   επεηδή 0 σ 2π  , είλαη  σ π   . 

20.  α. Δίλαη   

2 4
D 2 6 1 ( 4) 12 4 16 0

1 6


          , 

επνκέλσο ην ζύζηεκα έρεη ιύζε, γηα θάζε ι . 

β. Δίλαη   
x

1 ι 4
D 6(1 ι) ( 4)(ι 2) 2ι 14 2( ι 7)

ι 2 6

 
           


    

 y

2 1 ι
D 2(ι 2) 1(1 ι) 2ι 4 1 ι 3ι 3 3 ι 1

1 ι 2


             


  νπόηε  

xD 2( ι 7) 7 ι
x

D 16 8

  
        θαη      yD 3(ι 1)

y
D 16


  . 

γ. Οη επζείεο 2x 4y 1 ι θαη x 6y ι 2        ηέκλνληαη (από εξώηεκα β) ζην ζεκείν 

 3 ι 17 ι
Α ,

8 16

 
 
 

. 

Δπνκέλσο ε επζεία 16x 16y 19   δηέξρεηαη από ην Α , αλ θαη κόλν αλ νη ζπληεηαγκέλεο 

ηνπ επαιεζεύνπλ ηελ εμίζσζή ηεο  : 
7 ι 3(ι 1)

16 16 19 2(7 ι) 3(ι 1) 19
8 16

 
         

14 2ι 3ι 3 19 ι 17 19 ι 2 .           
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21.  α. Οη επζείεο  ε1  θαη  ε2  ηέκλνληαη αλ θαη κόλν αλ ην ζύζηεκα ησλ εμηζώζεώλ 

ηνπο  
2

ιx + y = 1
  (΢)

x + ιy = ι





 έρεη κνλαδηθή ιύζε. 

Δίλαη:  2
ι    1

D =  = ι ι – 1 1 = ι – 1 = (ι + 1) (ι – 1) .
1    ι

    

Οπόηε γηα λα έρεη ην ζύζηεκα κνλαδηθή ιύζε πξέπεη: 

D  0  (ι + 1) (ι – 1)  0  ι + 1  0  θαη  ι – 1  0  ι  –1  θαη  ι  1 

Γειαδή, νη επζείεο ηέκλνληαη όηαλ  ι  –1 θαη  ι  1  θαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ θνηλνύ ηνπο 

ζεκείνπ ζα είλαη ε ιύζε  (x, y)  ηνπ ζπζηήκαηνο, όπνπ 

yx
DD

x =   θαη  y =  .
D D

 

Δίλαη: 

2 3 2

x y2 2

 1     1 ι     1
D  =  = ι – ι  = ι(1 – ι)  θαη  D  =  = ι – 1 = (ι – 1) (ι  + ι + 1)

ι     ι 1     ι
 

x

2 2
y

D ι(1 – ι) –ι(ι – 1) ι
άξα,   x =  =  =  = –   

D (ι + 1) (ι – 1) (ι + 1) (ι – 1) ι + 1

D (ι – 1) (ι  + ι + 1) ι  + ι + 1
θαη     y =  =  = 

D (ι – 1) (ι + 1) ι + 1

 

Σειηθά  
2ι ι  + ι + 1

Μ –  ,  
ι + 1 ι + 1

 
 
 

 ην ζεκείν ηνκήο ησλ επζεηώλ  ε1  θαη  ε2. 

β. Οη επζείεο  ε1  θαη  ε2  είλαη παξάιιειεο αλ θαη κόλν αλ ην ζύζηεκα  (΢)  είλαη 

αδύλαην, δειαδή 

D = 0  θαη  {Dx  0  ή  Dy  0} 

D = 0  ι = –1  ή  ι = 1 

Dx  0  ι(1 – ι)  0  ι  0  θαη  ι  1 

Dy  0  (ι – 1) (ι
2
 + ι + 1)  0  ι  1 

αθνύ ην ηξηώλπκν  ι
2
 +ι +1  έρεη δηαθξίλνπζα  Γ= –3 <0,  άξα  ι

2
 +ι+1  0  γηα θάζε ιR. 

΢πλεπώο γηα  ι = –1  είλαη  D = 0  θαη  Dx = –2 = Dy  0  θαη  ε1//ε2. 

γ. Αλ νη επζείεο  ε1  θαη  ε2  ζπκπίπηνπλ, ηόηε ην  (΢)  έρεη άπεηξεο ιύζεηο. Οπόηε, 

D = Dx = Dy = 0  ι = 1 

Πξάγκαηη, γηα  ι = 1  ην  (΢)  γίλεηαη:  
x + y = 1

x + y = 1





  πνπ είλαη αόξηζην, δειαδή έρεη άπεηξεο 

ιύζεηο, άξα  ε1  ε2. 

Έζησ 
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ε1: ιx + ι
2
y = ι

3
  θαη  ε2: 2x + 2ιy = ι

2
 –1 

Γηα  ι = 1  είλαη  
2

1

ε : 2x + 2y = 0 x + y = 0
  

ε :   x + y = 1 x + y = 1

 
 


, 

πνπ είλαη πξνθαλώο αδύλαην ζύζηεκα αθνύ ηα πξώηα κέιε ησλ εμηζώζεσλ είλαη ίδηα ελώ 

ηα δεύηεξα κέιε είλαη άληζα, άξα  ε1 // ε2. 

22.  Έρνπκε 

i.  
1

2

2x + y = 3       (ε )

x – 2y = –1   (ε )





  

Γηα λα ζρεδηάζνπκε ηηο επζείεο  ε1  θαη  ε2  πξνδηνξίδνπκε δύν ζεκεία ηνπο. 

1 1
(ε ):  γηα  x = 1      έρνπκε  y = 1 Άξα ε  (ε )  δηέξρεηαη από

 
ηα ζεκεία  Α(1, 1) θαη  Β( –1, 5)         γηα  x = –1  έρνπκε  y = 5





 

2 2
(ε ):  γηα  x = 3      έρνπκε  y = 2 Άξα ε  (ε )  δηέξρεηαη από

 
ηα ζεκεία  Γ(3, 2) θαη  Γ( –1, – 5)         γηα  x = – 5   έρνπκε  y = – 2





 

Σηο ζρεδηάδνπκε ζην θαξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ: 

 

΢ΥΗΜΑ 

 

Παξαηεξνύκε όηη νη επζείεο έρνπλ έλα κόλν θνηλό ζεκείν ην  Α(1, 1)  νπόηε ην ζύζηεκα 

έρεη κηα ιύζε ηελ  (x, y) = (1, 1). 

ii.   
1,5x – 2y = 6

2x + 2y = 1 





 

Γηα λα ζρεδηάζνπκε ηηο επζείεο  ε1  θαη  ε2  πξνδηνξίδνπκε δύν ζεκεία ηνπο. 

1 1

2

(ε ):  γηα  x = 0   έρνπκε  y = – 3 Άξα ε  (ε )  δηέξρεηαη από

 99
ηα ζεκεία  Α(0, – 3) θαη  Β(1, – )         γηα  x = 1   έρνπκε  y = 

44

3
(ε ):  γηα  x = –1   έρνπκε  y = 

2

         γηα  x = 1       έρν







2Άξα ε  (ε )  δηέξρεηαη από

 3 1
1 ηα ζεκεία  Γ( –1, ) θαη  Γ(1, – )

πκε  y = – 2 2
2







 

Σηο ζρεδηάδνπκε: 

 

΢ΥΗΜΑ 

 

Παξαηεξνύκε όηη νη επζείεο έρνπλ έλα κόλν θνηλό ζεκείν κε ζπληεηαγκέλεο 

3
(x, y) = 2, –

2

 
 
 

 ην νπνίν απνηειεί θαη ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο. 



12 

23.  i.  Η εμίζσζε επζείαο δίλεηαη από ηνλ ηύπν  y – y0 = ι(x – x0)    (1),  επαιεζεύεηαη 

από ην ζεκείν  Α(x0, y0)  θαη  2 1

2 1

y – y
ι =     (2),

x – x
  ν ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο επζείαο 

πνπ δηέξρεηαη από ηα ζεκεία  Α(x1, y1), B(x2, y2)  κε  x1  x2. 

Έηζη γηα ηα ζεκεία πνπ θαίλνληαη ζηηο εηθόλεο ζα έρνπκε: 

i)  (ε1)  Α(0, 0)  θαη  Β(–1, 2) 

    (ε2)  Γ(1, 0),  Γ(0, –1),  Δ(–1, –2) 

΢ύκθσλα κε ηνπο ηύπνπο  (1), (2)  πξνθύπηνπλ: 

1

2

–2 – 0
     y – 0 =  (x – 0) y = 3x      (ε )

–1 – 0 y = 2x 2x = x – 1
 

θαη  (΢): y = x – 1 x = – 1

–2 1 θαη  y = 2( –1) y = – 2
     y 2 =  (x 1) y = x – 1   (ε )

–1 – 0


 


  
 
 
  


 

Άξα ε ιύζε ησλ  (ε1), (ε2)  είλαη ε  (x, y) = (–1, –2). 

ii. Γηα ην δεύηεξν ζρήκα 

(ε3)  Α(0, 1),  Β(1, 0) 

(ε4)  Γ(0, 4),  Γ(2, 0) 

΢ύκθσλα κε ηνπο ηύπνπο  (1), (2)  ζα έρνπκε: 

3

4

0 – 1
     y – 1 =  (x – 0) y = – x + 1       (ε ) y = – x + 1 –x + 1 = – 2x + 4

 1 – 0
 (΢):  y = – 2x 4 x = 3

0 – 4
     y – 4 =  (x – 0) y = – 2x 4   (ε ) θαη άξα  y = – 2

2 – 0


   

 
 


Άξα ε ιύζε ησλ  (ε3), (ε4)  είλαη ε  (x, y) = (3, –2). 

 

24.  Έρνπκε 

i. 
7x – 5(y + 3) = 8(x – 2) + 4y

10(x + 1) – 12(y – 2) = 12(x + 5) + 6y





  

Κάλνληαο ηηο πξάμεηο, ην ζύζηεκα απινπνηείηαη σο εμήο: 

x + 9y = 1
 ,

2x + 18y = – 26





  ρξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν αληίζεησλ ζπληειεζηώλ γίλεηαη: 

πξνζζέησ

θαηά κέιε

–2 x + 9y = 1 –2x – 18y = – 2
     0x + 0y = – 28

  1 2x + 18y = – 26 2x + 19y = – 26


 


 

Δπνκέλσο ην ζύζηεκα είλαη αδύναηο. 

ii. 
2(2x + 3y) = 3(2x – 3y) + 10

4x – 3y = 4(6y – 2x) + 3




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Κάλνληαο ηηο πξάμεηο ζα έρνπκε: 

ρξεζηκνπνηώ ηε

κέζνδν αληίζεησλ
ζπληειεζηώλ

πξνζζέησ

θαηά κέιε

4x + 6y = 6x – 9y + 10 2x – 15y = –10
 

4x – 3y = 24y – 8x + 3 12x – 27y = 3

1 2x – 15y = – 10 8x – 60y = – 40
    – 42

2 4x – 9y = 1 –8x + 18y = – 2

   
    

   

  
  

 
y = – 42 y = 1

 

θαη αληηθαζηζηώ ζε κηα από ηηο δύν εμηζώζεηο θαη βξίζθσ  
5

x =  .
2

  

25.. Έρνπκε 

x + y
 = 0

xy1 1
 +  = 0   x + y = 0 x = – 4

x y x 0,  y 0
2x + 5y = 12 y = 4

2x + 5y = 12 2x + 5y = 12




    
       

  
 



 

26.  Έρνπκε 

3 1
0,75x = 0,25y + 1  x –  y = 1

  εθαξκόδoπκε  κέζνδν4 4
2y = 6x + 8

αληίζεησλ ζπληειεζηώλ6x – 2y = –8

18 16
   6 3 1  x –  y = 6

 x –  y = 1 4 4
  0x + y = 124 43

18 6–
6x – 2y = –8 –  x +  y = 64

4 4


  

  
  




   

  
 
 

 

άξα ην ζύζηεκα είλαη αδύλαην. 

27.  Έρνπκε 

2 5
–  = 4

x y
  .

7 15
 +  = 1

x y








 

Παξαηεξνύκε όηη νη εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο νξίδνληαη όηαλ  x  0  θαη  y  0.  Σν 

ζύζηεκα πνπ καο δίλεηαη δελ είλαη γξακκηθό. 

Γηα λα ην κεηαηξέςνπκε ζε γξακκηθό ζέηνπκε  
1 1

 = α  θαη   = β
x y

  νπόηε γίλεηαη: 



14 

αληίζεηνη

ζπληειεζηέο

(+)

θαηά κέιε

2α – 5β = 4 +7 2α – 5β = 4 14α – 35β = 28
  

7α + 15β = 1 –2 7α + 15β = 1 –14α – 30β = –2

26 65 5
 β = –   άξα  y = –  = –

65 26 2

  
   

  



 

θαη κε αληηθαηάζηαζε πξνθύπηεη όηη  α = 1  άξα  x= 1. 

Δπνκέλσο ε ιύζε ηνπ αξρηθνύ ζπζηήκαηνο είλαη: 

65 5
(x, y) = 1, –  = 1, –  .

26 2

   
   
   

 

28.  Έρνπκε 

i. 
( 2 – 1)x – y = 2 – 2

– x + ( 2 + 1)y = 2





  

( 2 – 1)   ( –1)
D =  = 0,

(–1)          ( 2 + 1)

 

άξα αλακέλεηαη ην ζύζηεκα λα είλαη είηε αδύλαην είηε λα έρεη άπεηξν πιήζνο ιύζεσλ. 

Υξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν αληίζεησλ ζπληειεζηώλ 

2

(+)

θαηά κέιε

+1 ( 2 – 1)x – y = 2 – 2 ( 2 – 1)x – y = ( 2 – 2)
  

( 2 – 1) –x + ( 2 + 1)y= 2 – ( 2 – 1)x + ( 2) – 1)y = 2 ( 2 – 1)

0y + 0x = 0  άξα ην ζύζηεκα είλαη αόξηζην
 

δειαδή έρεη άπεηξν πιήζνο ιύζεσλ

     
  

    


 



 

ii. 
–2x + ( 5 + 1)y = 5

( 5 – 1)x – 2y = 5





 

–2             ( 5 + 1)
D =  = 0,

( 5 – 1)    – 2

 

άξα αλακέλεηαη ην ζύζηεκα λα είλαη είηε αδύλαην είηε αόξηζην. 

Λύλνληαο θαη πάιη κε ηε κέζνδν αληίζεησλ ζπληειεζηώλ 

–2x + ( 5 + 1)y = 5 –2( 5 – 1)x + 4y = 5( 5 – 1)( 5 – 1)
 

+2 ( 5 – 1)x – 2y = 5 +2( 5 – 1)x – 4y = 2 5

      
    

       

 

πξνζζέησ

θαηά κέιε
  0x + 0y = 7 5 – 5,   άξα ην ζύζηεκα είλαη αδύλαην, δειαδή δελ έρεη ιύζεηο. 

29.  Έρνπκε 
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i. 
10x – y – 1 10x – y = 1

  
3x – 2 + 4y = 0 3x + 4y = 2

 
 

 
  

10   –1
D =  = 43 0

 3       4
   άξα ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε ηελ  (x, y)  κε 

Dx Dy
x =   θαη  y =  .

D y
 

ii. 
7x – 2y = 5 7x – 2y = 5

  
4y – 14x + 10 = 0 –14x + 4y = –10

 
 

 
  

   7   – 2
D =  = 28 – 28 = 0

–14      4
  άξα ην ζύζηεκα είλαη ή αδύλαην ή έρεη άπεηξεο ιύζεηο. 

Δπίζεο  Dx = 0  θαη  Dy = 0  άξα ζα έρεη άπεηξεο ιύζεηο. 

Όλησο παξαηεξνύκε όηη δηαηξώληαο ηε δεύηεξε εμίζσζε κε  –2,  νη εμηζώζεηο ζπκπίπηνπλ 

άξα ην ζύζηεκα έρεη κηα κόλν εμίζσζε ηεο κνξθήο  7x – 2y = 5  άξα έρεη άπεηξν πιήζνο 

ιύζεσλ ηεο κνξθήο  
7x – 5

y = 
2

  δειαδή ην δεύγνο  
7θ – 5

θ, 
2

 
 
 

  γηα  θ  R. 

iii. 

x – y = 2 1      –1

 .  Παξαηεξνύκε όηη  D =  = 0x y 1 1
–  = 4     –

2 2 2 2







  άξα είλαη ή αδύλαην ή έρεη 

άπεηξεο ιύζεηο.  

Όκσο επεηδή  Dx  0  θαη  Dy  0  άξα ην ζύζηεκα είλαη αδύλαην. 

x y

2    –1 1      2

D  =  = –1 + 4 = 3  0,  D  =  = 4 – 1 = 3 01 1
4   –      4

2 2

   

30.  Έρνπκε 

2

–x + ιy = ι – 1
 . 

–2x + ι y = ι





   

Τπνινγίδνπκε ηα  D, Dx, Dy 

2

2

2 2 2

x 2

y

–1      ι
D =  = – ι  + 2ι = – ι(ι – 2)

–2     ι

ι – 1    ι
D  =  = ι (ι – 1) – ι  = ι (ι – 2)

   ι       ι

–1      ι – 1
D  =  = – ι + 2(ι – 1) = (ι – 2)

–2         ι

 

Γηα  D  0,  γηα  ι  0  θαη  ι  2  ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε ην δεύγνο  (x, y)  κε   
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Dx Dy
x =   θαη  y =  .

D D
 

2ι (ι – 2) (ι – 2) 1 1
x =  = – 2  θαη  y =  = –   άξα  (x, y) = –ι, –  .

–ι(ι – 2) –ι(ι – 2) ι ι

 
 
 

 

Γηα  ι = 0  ηόηε  D = 0,  Dx = 0,  Dy  0 άξα ην ζύζηεκα είλαη αδύλαην. 

Γηα  ι = 2  ηόηε  D = 0,  Dx = 0,  Dy = 0 άξα ην ζύζηεκα είλαη αόξηζην. 

(:2)

–x + 0y = –1 x = 1 άξα αδύλαην
Αληηθαζηζηώ  ι = 0  ζην  (΢)  θαη γίλεηαη     .

–2x + 0y = 0 x = 0 όπσο αλαθέξακε

–x + 2y = 1 –x + 2y = 1
Αληηθαζηζηώ  ι = 2  ζην  (΢)  θαη γίλεηαη  

–2x + 4y = 2 –2x +











άπεηξεο
   .

 2y = 1 ιύζεηο





Θέηνπκε  y = θ  R  άξα νη άπεηξεο ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο ζα είλαη: 

(x, y) = (2θ – 1, θ). 

31.  Έρνπκε 

(ι + 2)x + ιy = 1

3x + (2 – ι)y = 1





 

ι + 2      ι
D =  = (ι + 2) (2 – ι) – 3ι = – (ι + 2) (ι – 2) – 3ι =

    3     2 – ι
 

              = –(ι
2
 + 4) – 3ι = –ι

2
 + 4 – 3ι = –(ι

2
 + 3ι – 4) = –(ι – 1) (ι + 4) 

          

x

y

1       ι
D  =  = 2 – ι – ι = 2 – 2ι = 2(1 – ι)

1    2 – ι

ι + 2    1
D  =  = ι + 2 – 3 = ι – 1

    3      1

 

 Αλ  D  0  –(ι – 1) (ι + 4)  0  ι  1  θαη  ι  –4  ηόηε ην ζύζηεκα έρεη 

κνλαδηθή ιύζε: 

x

y

D 2(1 – ι) 2(1 – ι) 2
x =  =  =  = 

D –(ι – 1) (ι + 4) (1 – ι) (ι + 4) ι + 4

D ι – 1 1
y =  =  = –

D –(ι – 1) (ι + 4) ι + 4

 

 Αλ  ι = 1  ηόηε ην ζύζηεκα γίλεηαη: 

3x + y = 1

3x + y = 1





3x + y= 1  y = 1 – 3x  πνπ ζεκαίλεη όηη έρνπκε άπεηξεο ιύζεηο πνπ είλαη 

όια ηα δεύγε ηεο κνξθήο  (θ, 1 – 3θ),  θ  R. 

 Αλ  ι = –4  ηόηε ην ζύζηεκα γίλεηαη: 
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1
x + 2y = –

–2x – 4y = 1 2
   πνπ είλαη αδύλαην.

13x + 6y = 1
x + 2y = 

3


 

 
 



 

32.  Έρνπκε 

x + ιy = 2

ιx + 4ιy = 3ι + 4





 

2

2 2

x

1      ι
D =  = 4ι – ι  = ι(4 – ι)

ι    4ι

     2         ι
D  =  = 8ι – ι(3ι + 4) = 8ι – 3ι – 4ι = – 3ι + 4ι = ι(–3ι + 4)

3ι + 4     4ι

 

y

1         2
D  =  = 3ι + 4 – 2ι = ι + 4

ι    3ι + 4
 

 Αλ  D  0  ι(4 – ι)  0  ι  0  θαη  ι  4  ηόηε ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή 

ιύζε: 

yx
DD ι(–3ι + 4)) –3ι + 4 ι + 4

x =  =  =  ,     y =  = 
D ι(4 – ι) 4 – ι D ι(4 – ι)

 

 Αλ  ι = 0  ηόηε ην ζύζηεκα γίλεηαη: 

x = 0
  πνπ είλαη αδύλαην.

0 = 4





 

 Αλ  ι = 4  ηόηε ην ζύζηεκα γίλεηαη: 

  x + 4y = 2 x + 4y = 2
  πνπ είλαη αδύλαην.

4x + 16 = 16 x + 4y = 4

 
 

 
 

33.  Έρνπκε 

2

2x + ιy = 4

ιx + 2y = ι





 

2

3 3 3 2 2 2

x 2

2

y 2

2      ι
D =  = 4 – ι  = (2 – ι) ( 2 + ι)

ι      2

4       ι
D  =  = 8 – ι  = 2 – ι  = (2 – ι) (2 + 2ι + ι ) = (2 – ι) (4 + 2ι + ι )

ι      2

2      4
D  =  = 2ι – 4ι = 2ι(ι – 2) = 2ι(2 – ι)

ι      ι

 

  Αλ  D  0  (2 – ι) (2 + ι)  0  2 – ι  0,  2 + ι  0  ι  2,  ι  –2,  ηόηε ην 

ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε: 
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2 2

x

y

D (2 – ι) (4 + 2ι + ι ) 4 + 2ι + ι
x =  =  = 

D (2 – ι) (2 + ι) 2 + ι

D –2ι(2 – ι) –2ι
y =  =  = 

D (2 – ι) (2 + ι) 2 + ι

 

  Αλ  D = 0  ι = 2  ή  ι = –2  ηόηε  

για  λ = 2  ηο ζύζηημα γίνεηαι: 

2x + 2y = 4
2x + 2y = 4 2x = 4 – 2y x= 2y

2x + 2y = 4


  


 

δειαδή έρεη άπεηξεο ιύζεηο ηα δεύγε  (x, y) = (2 – y, y),  y  R 

για  λ = –2  ηο ζύζηημα γίνεηαι: 

  2x – 2y = 4 2x – 2y = 4
  πνπ είλαη αδύλαην.

–2x + 2y = 4 2x – 2y = –4

 
 

 
 

34.  Έρνπκε 

(ι + 4)x + (2ι + 1)y = 3ι – 1

(3ι + 7)x + (5ι + 1)y = 2ι + 2





 

Τπνινγίδνπκε  D, Dx, Dy. 

2

2

x

y

(ι + 4)     (2ι + 1)
D =  = (ι + 4) (5ι + 1) – (2ι + 1) (3ι + 7) = – ι  + 4ι – 3

(3ι + 7)   (5ι + 1)

(3ι – 1)   (2ι + 1)
D  =  = (3ι – 1) (5ι + 1) – (2ι + 2) (2ι + 1) = 11ι – 8ι – 3

(2ι + 2)   (5ι + 1)

(ι + 4)     (
D  = 2

3ι – 1)
 = (ι + 4) (2ι + 2) – (3ι + 7) (3ι – 1) = – 7ι – 8ι + 15

(3ι + 7)   (2ι + 2)

 

i. Γηα λα έρεη κηα ιύζε ζα πξέπεη  D  0. 

Βξίζθνπκε ηηο ηηκέο ηνπ  ι  πνπ κεδελίδνπλ ην  D  θαη είλαη 

2

ι=3  ή  ι = 1

γηα  D = 0 – ι  + 4ι – 3 = 0 – (ι – 3) (ι – 1) = 0.   

Άξα ην ζύζηεκα έρεη κηα ιύζε γηα  D  0  ι  3  θαη  ι  1 ηελ 

2 2
yx

2 2

DD 11ι – 8ι – 3 –7ι – 8ι + 15
x =  =   θαη  y =  = .

D D–ι  + 4ι – 3 –ι  + 4ι – 3
 

Όηαλ καο δεηνύλ λα πξνζδηνξίζνπκε ηα  (x, y) ηόηε παξαγνληνπνηνύκε ηα ηξηώλπκα 

ώζηελα βξνύκε απινπνηεκέλεο ιύζεηο. 

ii. Γηα λα έρεη άπεηξεο ιύζεηο πξέπεη  D = 0  θαη  Dx = 0,  Dy = 0. 

Γηα  ι= 1  Dx = 0,  Dy = 0  άξα ζα έρεη άπεηξν πιήζνο ιύζεσλ. 
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(:2)

5x + 3y = 2 5x+ 3y = 2
Σν  (΢)  γίλεηαη    άξα άπεηξεο ιύζεηο .

10x + 6y = 4 5x + 3y = 2





 

Έζησ  y = θ  R  θαη ηηο πξνζδηνξίδσ αλ δεηνύληαη, σο δεύγνο  
2 – 3θ

, θ  .
5

 
 
 

  

iii. Γηα λα είλαη αδύλαην ζα πξέπεη όηαλ  D = 0  ηόηε  Dx  0  ή  Dy  0. 

Πξάγκαηη γηα  ι = 3,  Dx  0  θαη  Dy  0  θαη ην ζύζηεκα γίλεηαη  
7x + 7y = 8

16x + 16y = 8





  

πνπ όλησο είλαη αδύλαην εθόζνλ ηα 2 κέιε είλαη ίζα, ελώ ηα πξώηα κέιε δελ είλαη. 

Με αθαίξεζε θαηά κέιε γίλεηαη  –9x – 9y = 0  x = –y  θαη αληηθαζηζηώληαο ζε κηα εθ 

ησλ δύν επαιεζεύνπκε όηη είλαη αδύλαην δηόηη πξνθύπηεη  0y = 8. 

35.  Έρνπκε 

–x – 5y = 8 x + 5y = – 8
 

2x – 2α – 4 + 10y = 0 2x + 10y = 2α + 4

 
 

 
 

Τπνινγίδνπκε ηα  D, Dx, Dy. 

x

y

1      5   – 8       5
D =  = 0,   D  =  = –100 – 10α

2    10 2α + 4    10

1      – 8
D  =  = 2α + 20

2    2α + 4

 

i. Σν (΢) έρεη άπεηξν πιήζνο ιύζεσλ όηαλ  D = 0 θαη Dx = 0,  Dy = 0 άξα  α = –10. 

ii. Σν (΢) είλαη αδύλαην όηαλ  D = 0 θαη Dx  0  ή  Dy  0  άξα όηαλ  α  –10. 

36.  Έρνπκε 

ιx + y = 2

3x + (ι + 2)y = –1





 

Γηα λα είλαη αδύλαην ην  (΢)  πξέπεη  D = 0  θαη  Dx  0  ή  Dy  0. 

2
ι       1

D =  = ι  + 2 – 3.  Γηα  D = 0  ηόηε  ι = – 3  ή  ι = +1.
3    ι + 2

 

x y

  2         1 ι      2
D  =  = 2ι + 5  θαη  D  =  = – ι – 6

–1    (ι + 2) 3   –1
 

Παξαηεξνύκε όηη θαη γηα  λ = –3  θαη γηα  λ = +1,  Dx  0  θαη  Dy  0. 

Άξα ην ζύζηεκα είλαη αδύλαην γηα ι = –3  θαη  ι = +1. 



20 

2

x y

ι       1
D =  = ι  + 2 – 3.  Γηα  D = 0  ηόηε  ι = – 3  ή  ι = +1.

3    ι + 2

  2         1 ι      2
D  =  = 2ι + 5  θαη  D  =  = – ι – 6

–1    (ι + 2) 3   –1

–3x + y = 2 3x – y = – 2
Πξάγκαηη γηα  ι = – 3

3x – y = –1 3x


 



αδύλαην

αδύλαην

(:3)

 =  
– y = –1

x + y = 2
x + y = 2

θαη γηα  ι = +1  =  1
3x + 3y = –1 x + y = –

3






 

  
 



 

37.  Έρνπκε 

2

x + y = 3

x + (ι – 8)y = 6 – ι





 

Γηα λα έρεη άπεηξεο ιύζεηο πξέπεη  D = 0  θαη  Dx = 0,  Dy = 0. 

Τπνινγίδνπκε ην  2

2

1        1
D =  = ι – 9 = (ι – 3) ( ι + 3).

1    ι – 8
   

Αλ  D = 0  ηόηε  ι = 3  ή  ι = –3. 

Γηα  ι =3  ην  (΢)  γξάθεηαη:  
x + y = 3

x + y = 3





 έρεη άπεηξν πιήζνο ιύζεσλ. 

Θέηνπκε  y = θ  R  άξα ην άπεηξν πιήζνο ιύζεσλ ζα είλαη ηεο κνξθήο  (3 – θ, θ) 

2

x x2

y y

3              1
θαη  D  =  = 3ι  + 9 – 30  όπνπ  γηα  ι = 3 D  = 0 πξάγκαηη

6 – ι    ι – 8
 άπεηξεο ιύζεηο

1        3
γηα  ι = 3θαη  D  =  = 3 – ι  όπνπ  γηα  ι = 3 D  = 0

1    6 – ι


 





 


ελώ 

γηα  ι = –3  ην ζύζηεκα είλαη αδύλαην, γηαηί  D = 0  θαη  Dy  0  θαη  Dx  0. 

38.  Γηα λα είλαη ηα ζπζηήκαηα  (΢1)  θαη  (΢2)  ζπγρξόλσο αδύλαηα πξέπεη θαη’ αξρήλ: 

2ι – 1    10κ ι – 2    –(κ + 1)
D =  = 0  θαη  D  ́=  = 0

     2         4     3            –1
 

(D  νξίδνπζα ζπληειεζηώλ 1νπ ζπζη.,  D΄  νξίδνπζα ζπληειεζηώλ 2νπ ζπζη.). 

4(2ι – 1) – 20κ = 0 2ι – 5κ – 1 = 0 2ι – 5κ = 1
Γειαδή:  

–6(ι – 2) + 3(κ + 1) = 0 –2ι + κ + 5 = 0 –2ι + κ = –5

  
    

  
 

 (κ = 1  θαη  ι = 3).  Γηα  κ = 1  θαη  ι = 3,  είλαη όκσο: 
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1 x

2 x

3    10κ 3     10
(΢ ): D  =  =  = 12 – 50 = –38 0

5      4 5      4

7    –(κ + 1) 7     –2
(΢ ): D  =  =  = –32 0

5          –6 5     –6





 

39.  Έρνπκε 

i. 
αx – y = β

x + αy = γ





  όπνπ  α, β, γ  R. 

Τπνινγίδνπκε ην  D. 

2
α   –1

D =  = α  + 1,
1       α

  εθόζνλ  D = α
2
 + 1  0 

άξα ην ζύζηεκα έρεη κηα θαη κνλαδηθή ιύζε ην δεύγνο  
yx

DD
(x, y) =  ,  .

D D

 
 
 

 

ii. 
αx + 2αy = 1

 ,
x + 2y = – α





  όπνπ  α  R. 

Τπνινγίδνπκε ην  D. 

α     2α
D =  = 2α – 2α = 0,

1       2
  άξα αλακέλεηαη λα είλαη είηε αδύλαην είηε αόξηζην. 

2 2

x y

  1     2α α      1
D  =  = 2α  + 2 0  θαη  D =  = – (α  + 1) 0

–α      2 1   – α
   

άξα ην ζύζηεκα δελ έρεη θακία ιύζε, είλαη αδύλαην. 

40.  Τπνινγίδνπκε ην   

ι – 1       ι
D =  = (ι – 1) (ι – 3) – 2ι =

   2      ι – 3
λ

2
 – 6λ + 3. 

Γ = 36 – 43= 24,   1,2

6 24 6 2 24
ι  =  =  = 3  6

2 2

 
  

Άξα αλ  D  0  ηόηε πξέπεη  ι 3 + 6  θαη  ι 3 – 6   θαη ηόηε ην ζύζηεκα έρεη 

κνλαδηθή ιύζε ηεο κνξθήο  
yx

DD
(x, y) =  ,  .

D D

 
 
 

  

x

5ι+ 7        ι
D  =  = 

3ι + 1    ι – 3
(5ι + 7) (ι – 3) – ι(3ι + 1) = 5ι

2
 – 15ι + 7ι – 21 – 3ι

2
 –ι  

= 2ι
2
 – 9ι – 21 

y

ι – 1   5ι + 7
D  =  = 

    2     3ι + 1
(ι – 1) (3ι + 1) – 2(5ι + 7) = 3ι

2
 + ι – 3ι – 1 – 10ι – 14 = 
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= 3ι
2
 – 12ι – 15 = 3(ι

2
 – 4ι – 5) 

2 2
yx

2 2

DD 2ι – 9ι – 21 3(ι – 4ι – 5)
x =  = ,  y =  = 

D Dι – 6ι + 3 ι – 6ι + 3
 

Δθόζνλ  x – y = 2  άξα αληηθαζηζηώληαο  x  θαη  y  πξνθύπηεη: 

22 2

2

πξέπεη  ι – 6ι + 3 02ι – 9ι – 21 – 3(ι – 4ι – 5)
 = 2   .

ι – 6ι + 3 δειαδή  ι 3 6




 
 

Δπνκέλσο  2ι
2
 – 9ι – 21 – 3ι

2
 + 12ι + 15 = 2ι

2
 – 12ι = 6   

 15ι – 3ι
2
 – 12 = 0  3ι

2
 – 15ι + 12 = 0  3(ι

2
 – 5ι + 4) = 0  ι

2
 – 5ι + 4= 0 

1,2

5 + 3
 = 2   ή

5 9 2
Γ = 9 > 0.    ι  =  =  

5 32
 = 1

2




 

Δπνκέλσο πξέπεη ην  ι = 4  ή  ι = 1  ώζηε ην  (x, y)  λα είλαη ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο θαη λα 

πιεξείηαη ε εμίζσζε  x – y = 2. 

(Μπνξνύκε λα επαιεζεύζνπκε σο εμήο): 

Γηα  ι = 1  ην  (΢)  γίλεηαη  
0x + y = 12 y = 12 y = 12

2x 2y = 4 2x 2y = 4 x = 14

  
   

   
  

θαη ηθαλνπνηνύλ ηε ζπλζήθε  x – y = 2. 

Γηα  ι = 4  ην (΢)  γίλεηαη  
3x + 4y = 27

2x + y = 13





 ιύλνληάο ην πξνθύπηεη  y = 3  θαη  x = 5  νη 

νπνίεο πάιη ηθαλνπνηνύλ ηε ζπλζήθε  x – y = 2. 

41.  Έρνπκε 

θx – (ι – θ)y = θ + ι

θ + ι
 x – 2(ι – θ)y = 3ι – 1

2







 

θ 6 – (ι – θ)1 = θ + ι
6θ – ι + θ = θ + ι

θ + ι
3(θ + ι) – 2ι + 2θ = 3ι – 1 6 – 2(ι – θ)1 = 3ι – 1

2

    6θ – 2ι = 0

6θ – 2ι = 0 6θ – 2ι = 0   –5θ + 2ι = 1  

3θ + 3ι – 2ι + 2θ – 3ι –1 5θ – 2ι 1 θ = 1–1

 


  




 
  

  

 

θαη  61 – 2ι = 0  –2ι = –6  ι = 3 

αληηθαζηζηνύκε ηηο ηηκέο ησλ  θ, ι  πνπ βξήθα ζην αξρηθό ζύζηεκα νπόηε: 

1x – (3 – 1)y = 1 + 3
x – 2y = 4 x – 2y = 4

1 + 3
2x – 4y = 8 x – 2y = 4 x – 2(3 – 1)y = 3 3 – 1

2


 

    
  



 

 x – 2y = 4  x=4 + 2y,  
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 δειαδή ην αξρηθό ζύζηεκα έρεη άπεηξεο ιύζεηο ηα δεύγε ηεο κνξθήο: (x, y)=(4+2y, y) R. 

42.  Γηα λα έρεη κνλαδηθή ιύζε πξέπεη ην  D  0. 

Δθόζνλ ε ιύζε είλαη  (x, y) = (1, 1)  αληηθαζηζηώ ζην ζύζηεκα θαη ζα γίλεη 

2 θ(θ + 2) = 0 θ = 0  ή  θ = 2θ  + 2θ = 0

ι = 0 ι = 02ι = 0

   
    

   
 

νη ηηκέο απηέο όλησο δελ κεδελίδνπλ ην  D  ην νπνίν είλαη 

2

2(θ + 1)    (θ + 1)
D =  = (θ + 1)  (5 2ι) + (ι 1) (θ + 1).

(ι 1)         (5 2ι)


 

 
 

Γειαδή  D  0  γηα  θ = 0  θαη  ι = 0  θαη  D  0  γηα  θ = –2  θαη  ι = 0  νπόηε νη ηηκέο είλαη 

απνδεθηέοθαη δίλνπλ ηε κνλαδηθή ιύζε  (x, y) =(1, 1). 

43.  Έρνπκε 

(ι + 1)x + 8y = 4ι

ιx + (ι + 3)y = 3ι – 1





 

i. Γηα λα έρεη ην ζύζηεκα κνλαδηθή ιύζε πξέπεη  D  0  θαη ηόηε 

yx
DD

x =   θαη  y =  .
D D

  

2 2
(ι + 1)   8

D =  = (ι + 1) (ι + 3) – 8ι = ι  + 3ι +ι + 3 – 8ι = ι – 4ι + 3  
     ι      (ι + 3)

 

Πξέπεη  ι
2
 – 4ι + 3  0,  νη ιύζεηο ηνπ ηξησλύκνπ είλαη  ι = 3,  ι = 1. 

Δπνκέλσο πξέπεη  ι  3  θαη  ι  1  γηα λα έρεη ην ζύζηεκακνλαδηθή ιύζε. 

ii. Πξέπεη  D  0  θαη ε ιύζε  (x0, y0)  λα ηθαλνπνηεί ηελ  x0 + y0 = 1. 

2

x

     4ι            8
D  =  = 4ι(ι + 3) – 8(3ι – 1) = 4ι – 12ι + 8

(3ι – 1)    (ι + 3)
 

2 2 2

y

2

(ι + 1)      4ι
D  =  = (ι + 1) (3ι – 1) – 4ι  = 3ι – ι + 3ι – 1 – 4ι  =

      ι      3ι – 1

                                     = –ι  + 2ι – 1  . 

 

2 2
yx

0 02 2

DD 4ι – 12ι + 8 –ι  + 2ι – 1
x  =  =  ,  y  =  =  .

D Dι – 4ι + 3 ι – 4ι + 3
 

Η ζρέζε  x0 + y0 = 1  γίλεηαη 

2

2 2

2
ι 4ι+3 0

4ι – 12ι + 8 – ι  + 2ι – 1
 = 1  

ι – 4ι + 3  

 4ι
2
 – 12ι + 8  ι

2
 + 2ι – 1 = 

= ι
2
 – 4ι + 3 2ι

2
 – 6ι + 4 = 0 

Γ = 36 – 32 = 4 > 0,   
1,2 1 2

 26 2
ι  =  =       ι  = 2,  ι  = 1

 14


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όπνπ  ι = 1  απνξξίπηεηαη γηαηί πξέπεη  D  0  άξα  ι  1. 

Δπνκέλσο ε κόλε απνδεθηή ηηκή είλαη ε  λ = 2. 

iii. Γηα λα κελ έρεη θακία ιύζε πξέπεη  D= 0  θαη  Dx  0  ή  Dy  0. 

Γηα ι = 3  Dx  0  θαη  Dy  0  άξα αδύλαην, επνκέλσο δελ έρεη θακία ιύζε. 

Όλησο γηα  ι = 3  ην  (΢)  γίλεηαη  
4x + 8y = 12

 
3x + 6y = 8





  


3 x + 2y = 3 3x + 6y = 9

0x + 0y  = 1,
1 3x + 6y = 8 –3x – 6y = – 8

 
 

 
 άξα δελ έρεη θακία ιύζε. 

iv. Γηα λα έρεη άπεηξεο ιύζεηο πξέπεη  D= 0  θαη  Dx = 0,  Dy = 0. 

Γηα  ι = 1  Dx = 0,  Dy = 0  άξα ζα είλαη αόξηζην. 

Όλησο γηα  ι = 1  ην  (΢)  γίλεηαη  
(:2)2x + 8y = 4 x + 4y = 2

 .
  x + 4y = 2 x + 4y = 2

  
  

  
  

Θέησ y = θ  R  θαη επνκέλσο ε κνξθή ησλ άπεηξσλ ιύζεσλ ζα είλαη ην δεύγνο   

(2 – 4θ, θ). 

44.  Έρνπκε 

x – 2y = – 4
 

ιx + 3y = 5





 

Γηα λα έρεη ιύζε ην ζύζηεκα ζα πξέπεη ην  D  0. 

1   – 2 3
D =  = 2ι + 3,  D 0  όηαλ  ι –

ι       3 2
    θαη ηόηε ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε ηελ  

(x, y)  όπνπ  
yx

DD
x =   θαη  y =  .

D D
  

x

y

–4   – 2 2D  =  = –12 + 10 = – 2 x = –  
  5       3 2ι + 3

 νπόηε
5 + 4ι1   – 4

y = D  =  = 5 + 4ι
2ι + 3ι       5









 

Δθόζνλ ζέινπκε λα ηθαλνπνηείηαη ε εμίζσζε  x + 5y = 17  άξα αληηθαζηζηώληαο ηα  x, y  

ζα έρνπκε:  
–2 (5 + 4ι) 3

 + 5  = 17 ι –
2ι + 3 (2ι + 3) 2

   

νπόηε πνιιαπιαζηάδνληαο κε  (2ι + 3) όια ηα κέιε ηεο εμίζσζεο γίλεηαη: 

–2 + 25 + 20ι = 34ι + 51  14ι + 28 = 0  ι = –2 

ε νπνία όλησο δελ κεδελίδεη ην  D  θαη είλαη απνδεθηή ηηκή ώζηε ην  (΢)  λα έρεη ιύζε ε 

νπνία επαιεζεύεη ηελ εμίζσζε  x + 5y = 17. 

45.  Έρνπκε 
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(3ι – 1)x + (κ + 1)y = 5κ + ι

7
(ιx) + (2κ – 3)y = 2κ –  ι

2







 

Γηα λα ηέκλνληαη νη δύν επζείεο ζην ζεκείν  
1

Α –  , 3
2

 
 
 

  ζα πξέπεη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ 

λα επαιεζεύνπλ ηηο εμηζώζεηο ησλ επζεηώλ, λα είλαη δειαδή ε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Πξέπεη επίζεο ην  D  0  γηα απηέο ηηο ηηκέο ησλ  ι, κ 

3ι – 1    κ + 1
D =  =

    ι      2κ – 3
 (3ι – 1) (2κ – 3) – ι(κ + 1) = 5ικ – 10ι – 2κ + 3. 

Βάδσ ζην ζύζηεκα όπνπ  x, y  ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ ηνκήο θαη γίλεηαη: 

αληίζεηνη

ζπληειεζηέο

1 3 1(3ι – 1) –  + (κ + 1)3 = 5κ + ι –  ι + + 3κ + 3 = 5κ + ι
2 2 2

1 71 7
–  ι + 6κ – 9 = 2κ –  ιι –  + (2κ – 3)3 = 2κ –  ι

2 22 2

5 7  +3   
 ι + 2κ = 

   2 2
+

– 3ι – 4κ = – 9

   
       

   
   
      








(+)

θαηά κέιε

5 7
 ι + 2κ = 

 2 25
  

– 3ι – 4κ = – 92

15 21 –4κ = –12 κ = 3 ι + 6κ = 
2 2

  θαη  .
15 20 45

–  ι –  κ = – –3ι –12 = – 9 ι = –1
2 2 2








  
  

 
 

 

 

Πξάγκαηη γηα  κ = 3  θαη  ι = –1  ην  D  0  επνκέλσο γηα απηέο ηηο ηηκέο ην  (΢)  ησλ 

εμηζώζεσλ έρεη ιύζε, άξα νη επζείεο ηέκλνληαη ζην  
1

Α –  , 3  .
2

 
 
 

  

46.  Έρνπκε 

x + y = ι

x + 2y = ι + 1





 

Γηα λα έρεη κνλαδηθή ιύζε ζα πξέπεη  D  0. 

1    1
D =  = 1 0,

1    2
   άξα ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε ην δεύγνο   

yx
DD

(x, y) =  ,  .
D D

 
 
 
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x y

yx

   ι       1 1       ι
D  =  = 2ι – ι – 1 = ι – 1,    D  =  = ι + 1 – ι = 1

ι + 1    2 1    ι + 1

DD
x =  = ι – 1  θαη  y =  = 1

D D

 

΢ηελ παξάζηαζε  2 2

0 0Α = x  + y   αληηθαζηζηώ ηα  x, y  θαη γίλεηαη: 

Α = ι
2
 – 2ι + 1 + 1 = λ

2
 – 2λ + 2. 

Σώξα πξέπεη λα κειεηήζνπκε ηε κνλνηνλία ηεο θαη λα βξνύκε πόηε γίλεηαη ειάρηζηε, 

δειαδή γηα πνηα ηηκή  ι. 

Γηα ηελ  ι
2
 – 2ι + 2  ην  Γ = 4 – 8 = –4 < 0  θαη ην  α = 1 > 0. 

Δπνκέλσο είλαη θζίλνπζα ζην δηάζηεκα  
β

– , –
2α

 
 

 
  θαη αύμνπζα ζην δηάζηεκα 

β
–  , +  .

2α

 
 

 
  ΢ην ζεκείν  

β
x = –

2α
  ε  f(x)  παξνπζηάδεη ειάρηζην ίζν κε 

β Γ
f –  = –  .

2α 4α

 
 
 

 

Άξα ζηελ  ι
2
 – 2ι + 2:  

( – 2) –4
f –  = – f(1) = 1,

2 4 1

 
 

 
 άξα γηα  ι = 1  παξνπζηάδεη 

ειάρηζην ην νπνίν ηζνύηαη κε  1. 

47.  Έρνπκε 

x y

x y

2D – 3D  = 9D

D  + 2D  = D





 

Αθνύ ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε, ηζρύεη όηη  D  0  ιύλνπκε ην ζύζηεκα: 

x y

x y

2D – 3D  = 9D

D  + 2D  = D





  δηαηξώ θαηά κέιε κε  D  0 

yx

yx

3D2D 9D
–  = 

2x – 3y = 9D D D

2D   x + 2y = 1D D
 +  = 

D D D


 

 




  όπνπ  
yx

DD
 = x,   = y

D D
  εθόζνλ  D  0 

(+) 7y = – 7 y = –1–1 2x – 3y = 9 –2x + 3y = – 9
 .

  2   x + 2y = 1   2x + 4y = 2 θαη   x = 3

   
   

  

 

Δπνκέλσο  (x, y) = (3, –1)  ε κνλαδηθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο. 

48.  Έρνπκε 

Αλ  D = 0  ηόηε ε ζρέζε γίλεηαη  
2 2

x y x y18D  + 8D  + 12D D  = 0   
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2 2 2 2 2

x y x y x x y y y

θαη
2 2

x y y x y y

9D  + 4D  + 6D D  = 0 9D  + 6D D  + D  + 3D  = 0

(3D  + D )  + 3D  = 0 3D  + D  = 0 =  D  = 0 

  

  

 

 Dx = 0  θαη  Dy = 0  ΑΣΟΠΟ 

Άξα  D  0  θαη επνκέλσο ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε. 

Δπνκέλσο ε ζρέζε καο γίλεηαη: 

22
y y yx x x

2 2

8D D DD D D
18  +  + 2 + 12  + 4 – 6  = 0

D D D DD D
   

 18x
2
 + 8y

2
 + 2 + 12xy + 4y – 6x = 0  

 9x
2
 – 6x + 1 + 4y

2
 + 4y + 1 + 9x

2
 + 4y

2
 + 12xy = 0  

 (3x – 1)
2
 + (2y + 1)

2
 + (3x + 2y)

2
 = 0  

1 1
x =  ,  y = –  .

3 3
 

49.  Έρνπκε 

i.  2x + y – z = 2       (1) 

    4x – y – 3z = –2   (2) 

    2x + 2y – z = 9     (3) 

Από ηελ  (3)  έρνπκε  z = 2x + 2y – 9     (4)   

Αληηθαζηζηώ ζηηο  (1)  θαη  (2) 

2x + y – 2x – 2y + 9 = 2 –y = – 7
  

4x – y – 3(2x + 2y – 9) = – 2 4x – y – 6x – 6y + 27 = – 2

y = 7 y = 7 y = 7 y = 7
    

–2x – 7y = – 29 –2x – 49 = – 29 –2x = 20 x = –10

 
 
 

  
  
  

 

θαη από ηελ  (4):  z = 2(–10) + 27 – 9  z = –20 + 14 – 9  z = –15. 

ii.  x – y + z = 1       (1) 

    2x – 3y + z = 0    (2) 

    3x + y + z = 5     (3) 

Η  (1)  γίλεηαη  z = 1 – x + y    (4). 

Αληηθαζηζηώ ζηηο  (2)  θαη  (3) 

2x – 3y + 1 – x + y = 0 x – 2y = –1    (5) 3x = 3
   

3x y + 1 – x + y = 5 2x + 2y = 4   x = 1

 
 

  
 

Άξα από  (5):  1 – 2y = –1  –2y = –2  y = 1 

  θαη από  (4):  z = 1 – 1 + 1  z = 1 

50.  Έρνπκε 
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i. 

     –3x – 3y + 6z = –9
(–3)

  x + y – 2z = 3 +     3x + 2y – z = 12
  

3x + 2y – z = 12          –y + 5z = 3
  

     –8x – 8y + 16z = –24
(–8)

  x + y – 2z = 3 +     8x – 4y + 5z = 21
  4y – 7z = 1

8x – 4y + 5z = 21 –12y + 21z = –3
   

Σν ζύζηεκα παίξλεη ηε κνξθή: 

(–4)

–1

          4y – 20z = –12
x + y – 2z = 3

–y + 5z = 3 (+)   –4y + 7z = –1
–y + 5z = 3 z = 1

4y – 7z = 1 –13z = –13
4y – 7z =1




  



 

Δπνκέλσο ην ζύζηεκα παίξλεη ηε κνξθή: 

x + y – 2z = 3 x + y – 2 1 = 3 x + y = 5 x + 2 = 5

–y + 5z = 3 –y + 5 1 = 3 y = 2  y = 2

z = 1 z = 1 z = 1 z = 1

x = 3

y = 2  .  Δπνκέλσο ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ε  (3,  2,  1).

z = 1

   
   

       
   
   




 



 

ii.  9x + 2y – 7z = 2        (1) 

       x – 4y – z = –2         (2) 

      9x – 17y – 8z = 10     (3) 

Από ηε  (2)  έρνπκε  x = –2 + 4y + z. 

Αληηθαζηζηώληαο ζηηο  (1)  θαη  (3)  έρνπκε: 

9(–2y + 4y + z) + 2y – 7z = 2 –18 + 36y + 9z + 2y – 7z = 2
  

9(–2 + 4y + z) – 17y – 8z = 10 –18 + 36y + 9z – 17y – 8z = 10

38y + 2z = 20 19y + z = 10
    ΑΓΤΝΑΣΟ
19y + z = 28 19y + z = 28

 
 
 





 

51.  Έρνπκε 

i.  x + 4y + 4z = 38        (1) 

    2x – 2y + 3z = 26      (2) 

      x – 2y + z = 8          (3) 

Από ηελ  (3)  έρνπκε  x = 2y – z + 8    (4) 

Αληηθαζηζηώληαο ζηηο  (1)  θαη  (2)  έρνπκε: 

2y – z + 8 + 4y + 4z = 38 6y + 3z = 30
  

2(2y – z + 8) – 2y + 3z = 26 4y – 2z + 16 – 2y + 3z = 26

2y + z = 10 ΑΠΔΙΡΔ΢ ΛΤ΢ΔΙ΢
  
2y + z = 10 z = 10 – 2y

 
 
 





 



29 

Αληηθαζηζηώληαο ζηελ  (4):  x = 2y – 10 + 2y + 8,     x = 4y – 2 

Άξα νη ιύζεηο είλαη  (x, z) = (4θ – 9  θαη  10 – 2θ). 

ii. Απαιείθνπκε ην  x  από ηηο δύν πξώηεο εμηζώζεηο: 

–1

    x + 3y + 5σ = 0

x + 3y + 5σ = 0   –x + y – σ = 0      
   

x – y + 7σ = 0 4y + 4σ = 0





 

Απαιείθνπκε ην  x  από ηελ πξώηε θαη ηελ ηξίηε εμίζσζε: 

–4

  –4x – 12y – 20σ = 0

x + 3y + 5σ = 0     4x – y + 7σ = 0    
   

4x – y + 7σ = 0 –13y – 13σ = 0





 

Οπόηε ην αξρηθό ζύζηεκα είλαη ηζνδύλακν κε ην  

x + 3y + 5σ = 0

4y + 4σ = 0   .

–13y – 13σ = 0







  

Απαιείθνπκε ην  y  από ηηο δύν ηειεπηαίεο εμηζώζεηο: 

    y + σ = 0

4y + 4σ = 0   –y – σ = 0    
    

–13y – 13σ = 0 0 = 0





 

νπόηε ην ζύζηεκα είλαη ηζνδύλακν κε ην 

x + 3y + 5σ x – 3σ + 5σ = 0 x = –2σ

4y + 4σ = 0 y = –σ y = –σ

  
   

  
 

Άξα ην ζύζηεκα έρεη άπεηξεο ιύζεηο ηηο ηξηάδεο ηεο κνξθήο: 

(x, y, σ) = (–2σ, –σ, σ),  σ  R. 

52.  Έζησ όηη ε παξαβνιή έρεη εμίζσζε  f(x) = αx
2
 + βx + γ,  α  0. 

Γηα λα δηέξρεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  από ηα  Α, Β, Γ  πξέπεη νη ζπληεηαγκέλεο 

ηνπο λα επαιεζεύνπλ ηελ εμίζσζή ηεο. Πξέπεη δειαδή: 

2

2

2

α – 1  + β 1 + γ = 2f(1) = 2 α + β + γ = 2

f(–2) = 11 α(–2)  + β(–2) + γ = 11 4α – 2β + γ = 11   (΢)

f(3) = 16 9α + 3β + γ = 16α – 3  + β 3 + γ = 16

 
 

   
  

 

 

Απαιείθνπκε ην  α  από ηηο δύν πξώηεο εμηζώζεηο: 

  –4α – 4β – 4γ = –8
–4

α + β + γ = 2     4α – 2β + γ = 11    
   

4α – 2β + γ = 11 –6β – 3γ = 3







 

Απαιείθνπκε ην  α  από ηελ πξώηε θαη ηελ ηξίηε εμίζσζε: 
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  –9α – 9β – 9γ = –18
–9

α + β + γ = 2     9α + 3β + γ = 16    
   

9α + 3β + γ = 16 –6β – 8γ = –2







 

α + β + γ = 2

Σν ζύζηεκα  (΢)  γίλεηαη:  –6β – γ = 3  . 

–6β – 8γ = –2







 

Απαιείθνπκε ην  β  από ηηο δύν ηειεπηαίεο εμηζώζεηο: 

  –6β – 3γ = 3

–6β – 3γ = 3     6β + 8γ = 2    
     γ = 1

–6β – 8γ = –2 5γ = 5–1


 



 

Άξα ην ζύζηεκα  (΢)  γίλεηαη: 

α + β + γ = 2 α + β + 1 = 2 α + β = 1 α – 1 = 1 α = 2

–6β – 3γ = 3  –6β – 3 = 3  –6β = 6  β = –6  β = –1  

            γ = 1        γ = 1    γ = 1 γ = 1 γ = 1

    
    
       

    
    

 

Οπόηε ε παξαβνιή είλαη ε  f(x) = 2x
2
 – x + 1. 

53.  Έρνπκε 

Έζησ  x, y  ηα ςεθία ηνπ αξηζκνύ κε  x  ην ςεθίν ησλ δεθάδσλ. Σόηε: 

x + y = 7 x + y = 7 x + y = 7 2x = 8 x = 4
     .

10x + y = 10y + x + 9 9x – 9y = 9 x – y = 1 y = 7 – x y = 3

  
  

  
 

Άξα ν αξηζκόο είλαη ν  43. 

54.  Έζησ   

x

y
  ην δεηνύκελν θιάζκα.  

Σόηε: 

x + 1 2
 = 

3x + 3 = 2y + 2 3x – 2y = –1 3x – 2y = –1y + 1 3
     

x – 2 1 2x – 4 = y – 2 2x – y = 2 –4x + 2y = –4
 = 

y – 2 2




 
  

 


 

–x = –5  x = 5  θαη  y = 2x – 2  άξα  y = 10 – 2  y = 8. 

Άξα ην θιάζκα είλαη  
x 5

 =  .
y 8

  

55.  Έζησ όηη ε εηαηξία πξνζιακβάλεη  x  άηνκα ζην 1
ν
 ππνθαηάζηεκα θαη  y  άηνκα 

ζην 2
ν
 ππνθαηάζηεκα, ηόηε ζα είλαη  x + y = 53.  Δπίζεο  

1 2
 x +  y = 16,

3 7
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νπόηε ζα πξνθύςεη ην ζύζηεκα: 

x + y = 53
x + y = 53 x = 18

1 2
7x + 6y = 336 y = 35 x +  y = 16

3 7


 

   
 



 

56.  Έρνπκε 

Έζησ  ηηκή θαλαπέ = x 

      ηηκή πνιπζξόλαο = y 

      ηηκή ηξαπεδηνύ = σ 

Σόηε έρνπκε: 

x  + y = 350   (1)

x + σ = 330   (2)

y + σ = 180   (3)








 2x + 2y + 2σ = 860  x + y + σ = 430    (4). 

Από  (4) θαη (1)  έρνπκε  350 + σ = 430  άξα 

σ = 430 – 350 σ = 80

x + σ = 330 x = 330 – 80 x = 250

x + y = 330 y = 350 – 250 y = 100



 

 

 

 

§1.2 ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
 

57.  α. Σν αξρηθό νξζνγώλην έρεη  κήθνο  x  θαη πιάηνο  y , άξα έρεη εκβαδόλ 

1Δ x y    θαη  πεξίκεηξν 
1Π 2x 2y  .  

Αιιά επεηδή ε πεξίκεηξόο ηνπ είλαη ίζε κε 38, έρνπκε 2x 2y 38   (1) 

Αλ γίλνπλ νη αιιαγέο ζηηο δηαζηάζεηο ηνπ, ην εκβαδόλ ηνπ λένπ νξζνγσλίνπ είλαη  

  2E x 2 y 4   . 

Αιιά ην εκβαδόλ ηνπ λένπ νξζνγσλίνπ είλαη ίζν κε ην εκβαδόλ ηνπ αξρηθνύ,  

άξα   1 2E E x y x 2 y 4      .Δπνκέλσο ην δεηνύκελν ζύζηεκα είλαη ην :  

  

2x 2y 38

x 2 y 4 xy

 


  
. 

β. Δίλαη: 
  

2x 2y 38 x y 19 x y 19

x 2 y 4 xy xy 4x 2y 8 xy 4x 2y 8

      
    

           
 

y 19 x y 19 x y 14

2x 19 x 4 3x 15 x 5

      
    

           
Δπνκέλσο νη δηαζηάζεηο x, y  ηνπ νξζνγσλίνπ είλαη  x 5 cm,  y 14 cm  . 

58.  α. Έρνπκε 
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2 2 2 x(x 1) 0y x 1 y x 1 x 1 x 1

y x 1x y 1 y x 1 y x 1

          
      

          
 

                                  x, y 0,1     ή      x, y 1,2  

β. Οη ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ηα ζεκεία ηνκήο ηεο παξαβνιήο κε εμίζσζε 
2y x 1   θαη ηεο επζείαο κε εμίζσζε y x 1  , όπσο θαίλεηαη ζηελ επόκελε γξαθηθή 

παξάζηαζε.  

 

 

 

 

 

 

Άξα ε παξαβνιή θαη ε επζεία έρνπλ δπν θνηλά ζεκεία ηα  0,1  θαη  1,2 . 

59. Έζησ όηη νη ειηθία ηνπ θαζελόο από ηα  δίδπκα θνξίηζηα είλαη x  θαη ηνπ αγνξηνύ  y, 

κε x,y>0. 

α. Σν άζξνηζκα ησλ ειηθηώλ θαη ησλ ηξηώλ παηδηώλ είλαη 14, άξα είλαη  2x y 14 1  . 

Δπίζεο ην γηλόκελν ηεο ειηθίαο ηεο θόξεο  επί ηελ ειηθία ηνπ γηνπ  είλαη 24  επνκέλσο  

 x y 24 2  . 

β. Δπίζεο ην άζξνηζκα ησλ ειηθηώλ ησλ θνξηηζηώλ είλαη κηθξόηεξν από ηελ ειηθία ηνπ 

αγνξηνύ , άξα 2x y .  

Λύλνπκε ην ζύζηεκα ησλ εμηζώζεσλ (1) θαη (2) . 

  2

y 14 2x y 14 2x2x y 14

x 14 2x 24x y 24 2x 14x 24 0

      
   

        
 

2

y 14 2x y 6  ή   y 8

x 4  ή   x 3x 7x 12 0

    
  

    
 

Αιιά επεηδή 2x y  δερόκαζηε κόλν ηελ ιύζε    x, y 3,8 .  

Δπνκέλσο ηα δίδπκα θνξίηζηα είλαη  3  εηώλ θαη ην αγόξη  8  εηώλ. 

60.  α. Η απόζηαζε ηεο Υώξαο από ηελ Αηγηάιε είλαη 16 ρηιηόκεηξα θαη  s  είλαη ε 

απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ ζπλάληεζεο από ηελ Αηγηάιε, άξα ε απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ 

ζπλάληεζεο από ηελ Υώξα είλαη  16 s  ρηιηόκεηξα. Η Άιθεζηε αλεθνξίδεη ην κνλνπάηη 

από ηελ Αηγηάιε γηα λα ζπλαληήζεη ηελ Διέλε κε  ζηαζεξή ηαρύηεηα  2,4 ρηιηόκεηξα ηελ 
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ώξα, επνκέλσο ε απόζηαζε πνπ δηέλπζε ε Άιθεζηε κέρξη ην ζεκείν ζπλάληεζεο  δίλεηαη 

από ηελ εμίζσζε   s 2,4 t 1  .  

Η Διέλε θαηεθνξίδεη ην ίδην κνλνπάηη από ηε Υώξα κε ζηαζεξή ηαρύηεηα 4 ρηιηόκεηξα ηελ 

ώξα, άξα ε απόζηαζε πνπ δηέλπζε ε   Διέλε είλαη   

16 s  ρηιηόκεηξα, νπόηε   16 s 4 t 2   . 

 Δπνκέλσο ην δεηνύκελν ζύζηεκα πνπ πεξηγξάθεη ηελ θαηάζηαζε, είλαη ην ζύζηεκα ησλ 

εμηζώζεσλ  1 θαη  2 . 

β. Δπηιύνληαο ην ζύζηεκα ησλ εμηζώζεσλ  1 θαη  2  ηνπ εξσηήκαηνο α) έρνπκε: 

s 2,4t s 2,4t s 2,4t s 2,4t s 6

16 s 4t 16 2,4t 4t 6,4t 16 t 2,5 t 2,5

        
       

          
 

Δπνκέλσο ηα δπν θνξίηζηα ζα ζπλαληεζνύλ κεηά από 2,5  ώξεο από ηελ ζηηγκή πνπ 

μεθίλεζαλ θαη ην ζεκείν ζπλάληεζεο απέρεη 16 s 16 6 10    ρηιηόκεηξα από ηε 

Υώξα. 

61.  Αλ x,  y  ( κε y 2,  x 10  )  νη δηαζηάζεηο ηνπ αξρηθνύ νξζνγσλίνπ , ηόηε νη 

δηαζηάζεηο ηνπ λένπ νξζνγσλίνπ πνπ πξνθύπηεη   κεηά ηελ αύμεζε ηνπ κήθνπο θαη ηελ 

ειάηησζε ηνπ πιάηνπο είλαη  x 3,   y 2  . 

α. Η πεξίκεηξνο ηνπ αξρηθνύ νξζνγσλίνπ είλαη  Π 2x 2y   θαη ην εκβαδόλ ηνπ 

Δ x y  .  

Άξα ην εκβαδόλ ηνπ λένπ νξζνγσλίνπ είλαη     Δ΄ x 3 y 2    . 

Δπνκέλσο ην ζύζηεκα πνπ πεξηγξάθεη ηελ παξαπάλσ θαηάζηαζε είλαη: 

   

2x 2y 24

x 3 y 2 2x y

 


    
 ,  κε    0 x 10      θαη   y 2.  

β. Οη δηαζηάζεηο x,  y  ηνπ αξρηθνύ νξζνγσλίνπ πξνθύπηνπλ από ηελ επίιπζε ηνπ κε 

γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο  
   

2x 2y 24

x 3 y 2 2x y

 


    
,ην νπνίν επηιύεηαη κε ηελ κέζνδν ηεο 

αληηθαηάζηαζεο. Δπνκέλσο  

y 12 x (1)   θαη 
(1)

x y 2x 3y 6 2x y 2x 3y x y 6 0               

   2x 3 12 x x 12 x 6 0        2x 17 30 0    x 2  ή  x 15 10    .   

Άξα x 2  θαη  y 10.   

62.  α. Η ζρέζε   

xy = 6  0  x  0  θαη  y  0,  ηόηε  xy = 6  
6

y =  ,
x

 

νπόηε κε αληηθαηάζηαζε ζηελ  x
2
 + y

2
 = 13,  πξνθύπηεη: 
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2

2 2 4 2 4 2

2

6 36
x  +  = 13 x  +  = 13 x  + 36 = 13x x – 13x  + 36 = 0

x x

 
   

 
 

Θέηνπκε  x
2
 = σ  0  νπόηε ε εμίζσζε γίλεηαη:  σ

2
 – 13σ + 36 =0. 

Απηή είλαη εμίζσζε δεπηέξνπ βαζκνύ σο πξνο  σ  κε δηαθξίλνπζα 

Γ = (–13)
2
 – 4136 = 159 – 144 = 25 > 0 άξα έρεη δύν δηαθνξεηηθέο ξίδεο, ηηο  

1,2

–( –13) 25 13 5
σ  =  = 

2 1 2

 


  δειαδή  

1 2σ  = 9   ή   σ  = 4 .   

΢πλεπώο:   σ = 9  ή  σ = 4 

       x
2
 = 9  ή  x

2
 = 4 

       x = 3  ή  x = 2 

 Γηα  x = 3  ε ζρέζε  
6 6

y =   δίλεη  y =  = 2
x 3

  

 Γηα  x = –3  ε ζρέζε  
6 6

y =   δίλεη  y =  = – 2
x –3

 

 Γηα  x = 2  ε ζρέζε  
6 6

y =   δίλεη  y =  = 3
x 2

  

 Γηα  x = –2  ε ζρέζε  
6 6

y =   δίλεη  y =  = – 3
x –2

  

Άξα ην ζύζηεκα (΢1) έρεη 4 ιύζεηο, ηηο  (x, y) = (3, 2) ή (–3, –2) ή (2, 3) ή (–2, –3). 

β. 1
ος

 ηρόπος:  Η  xy  = 6   xy = 6  ή  xy = –6,  άξα όιεο νη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο  xy = 

6  ζα πεξηιακβάλνληαη θαη ζηηο ιύζεηο ηεο  xy  = 6.   

΢πλεπώο θαη νη ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο  (΢1)  είλαη ιύζεηο θαη ηνπζπζηήκαηνο  (΢2),  θαζώο 

νηδεύηεξεο εμηζώζεηο ησλ δύν ζπζηεκάησλ ηαπηίδνληαη. 

2
ος

 ηρόπος:  Θα ιύζνπκε ην ζύζηεκα  (΢2)  θαη ζα δηαπηζηώζνπκε όηη κέζα ζηηο ιύζεηο ηνπ 

πεξηιακβάλνληαη θαη νη ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο  (΢1). 

Έρνπκε: 

2 2 2 2 2 22 2

xy  = 6 xy = 6  ή  xy = – 6 xy = 6  ή  xy = – 6 xy = – 6
  ή  

x  + y  = 13 x  + y  = 13 x  + y  = 13x  + y  = 13

    
       

    

Παξαηεξνύκε όηη ε επίιπζε ηνπ  (΢2)  νδεγεί ζε δύν ελαιιαθηηθά ζπζηήκαηα, ην πξώην εθ 

ησλ νπνίσλ είλαη ην  (΢1).  ΢πλεπώο νη ιύζεηο ηνπ  (΢1)  ζα ζπκπεξηιακβάλνληαη κέζα ζηηο 

ιύζεηο ηνπ  (΢2). 

Φπζηθά κπνξνύκε λα πξνρσξήζνπκε θαλνληθά ζηελ επίιπζε θαη λα βξνύκε ηηο ιύζεηο ησλ 

επηκέξνπο ζπζηεκάησλ, άξα θαη όιεο ηηο ιύζεηο ηνπ  (΢2). 

Σν πξώην είλαη ην ζύζηεκα  (΢1)  ην νπνίν, όπσο είδακε ζην (α) εξώηεκα, έρεη ιύζεηο ηηο:  

(x, y) = (3, 2)  ή  (–3, –2)  ή  (2, 3) ή (–2, –3). 

Σν δεύηεξν ζύζηεκα ιύλεηαη εληειώο παξόκνηα θαη βξίζθνπκε όηη έρεη ιύζεηο ηηο: 

(x, y) = (3, –2)  ή  (–3, 2) ή (2, –3) ή (–2, 3). 



35 

Άξα ην ζύζηεκα  (΢2)  έρεη ζπλνιηθά 8 ιύζεηο, ηηο 

(x, y) = (3, 2) ή (–3, –2) ή (2, 3) ή (–2, –3) ή (3, –2) ή (–3, 2) ή (2, –3) ή (–2, 3) 

Παξαηεξνύκε όηη κέζα ζηηο ιύζεηο ηνπ  (΢2)  πεξηιακβάλνληαη θαη νη ιύζεηο ηνπ  (΢1). 

γ)  Λύλνληαο ην ζύζηεκα  (΢2)  (δεο ηνλ 2
ν
 ηξόπν ζην (β) εξώηεκα) δηαπηζηώλνπκε όηη έρεη 

8 ιύζεηο, ελώ ην  (΢1)  έρεη 4, ζπλεπώο δελ ζπκπεξηιακβάλνληαη όιεο νη ιύζεηο ηνπ  (΢2)  

θαη ζην  (΢1).  Πξάγκαηη, ηα δεύγε  (3, –2),  (–3, 2),  (2, –3)  θαη  (–2, 3)  είλαη ιύζεηο ηνπ  

(΢2)  αιιά όρη θαη ιύζεηο ηνπ  (΢1). 

63.  Έρνπκε  

2

5

α – β = 5 α = 4 x  = 4 x = – 2  ή  x = 2
  ζπλεπώο  

3α + 2β = 10 β = –1 y = –1y – 1

  
    

  
 

64.  Έρνπκε  

22

2

y = – 2x (1)y = –2x
   

(2)4x + y = 2 4x – 2x  = 2

 
 

 

 

Γηα ηε  (2)  έρνπκε:  –2x
2
 + 4x – 2 = 0  x

2
 – 2x + 1 = 0  (x – 1)

2
 = 0  x = 1   

Οπόηε από ηελ  (1):  y = –21
2
  y = –2  .   

65.  Έρνπκε  

2 2 2 (1)x(x + 2y + 1) = y – 3 x(x + 2y + 2) = y – 3 (4 – 6y) (4 – 6y + 2y + 1) = y – 3
   

(2)x + 6y = 4 x = 4 – 6y x = 4 – 6y

  
  
    

Η  (1)  γίλεηαη  (4 – 6y) (5 – 4y) = y
2
 – 3  24y

2
 – 30y – 16y + 20 – y

2
 + 3 = 0  

 23y
2
 – 46y + 23 = 0  y

2
 – 2y + 1 = 0  (y – 1)

2
 = 0  y = 1  .   

Άξα από  (2):  x = 4 – 61  x = – 2  .   

66.  Έρνπκε   

3 3 2 2x  + y  = 35 (x + y) (x – xy + y ) = 35

x + y = 5         x + y = 5

 
  

 
 

2 2 2 22 2

2 2 2

(–)

x – xy + y  = 7 x – xy + y  = 7x – xy + y  = 7

x + y = 5 (x + y)  = 25 x  + y  + 2xy = 25

x + y = 5
3xy = 18 xy = 6  νπόηε είλαη  

xy = 6

   
     

   


  



 

θαη νη  x, y  είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο:  σ2 – 5σ +6 = 0  σ = 2  ή  σ = 3. 

Άξα  (x, y) =(2, 3)  ή  (x, y) = (3, 2). 

67.  Έρνπκε   
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3 3 2 2x – y  = 117 (x – y) (x  + xy + y ) = 117

x – y = 3         x – y = 3

 
  

 
 

2 22 2 (–)

2 2

2

x  + xy + y  = 39x  + xy + y  = 39
3xy = 30 xy = 10

x – y = 3 x – 2xy + y  = 9

x = y + 3x – y = 3 x = y + 3
νπόηε είλαη  

xy = 10 (y + 3)y = 10 y  + 3y – 10 = 0

x = 5 x = – 2
  ή  

y = 2 y = – 5

 
    

 

 
   

  


 


 .

 





 

68.  Έρνπκε   

2 2

2 2

x  + y  + x + y = 62
 .

x – y  + x – y = 50





 

Πξνζζέηνπκε θαηά κέιε θαη είλαη: 

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

x  + y  + x + y = 68 x  + y  + x + y = 68 x  + y  + x + y = 68

x = – 8  ή  x = 7 2x  + 2x = 112 x  + x – 56 = 0

64 + y – 8 + y = 68 49 + y + 7 + y = 68
  ή  

x = – 8 x = 7 

   
    

   

 
 
 

 

2 2 y = – 3x ή y = 2 y = – 3x ή y = 2y  + y – 12 = 0 y + y – 12 = 0
  ή    ή  

x = – 8 x = 7x = – 8 x = 7 

   
    

  

 

69.  Θέηνπκε  

x + y = θ  θαη  xy = ι > 0   νπόηε ην ζύζηεκα γξάθεηαη: 

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

θ + ι = 7 θ + ι = 7 θ + ι = 7

(θ + ι) (θ – ι) = 21 θ – ι = 3θ – ι  = 21

θ = 5
.  

ι = 2

Δίλαη  (x + y)  = θ x  + y  + 2xy = θ x  + y  + xy = θ – xy

  θαη   xy  = l xy = ι ,  νπόηε  x  + y  + xy = θ

  
    

 


 



 

 2– ι

 
 
  

 

Έρνπκε  
x + y = 5 x + y = 5

xy = 4xy  = 2

 
 

 
 ζπλεπώο νη  x, y  είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο 

σ
2
 – 5σ + 4 = 0  σ = 1  ή  σ = 4 

Άξα  (x, y) = (1, 4)  ή  (x, y) = (4, 1). 

70.   Έζησ  x cm, y cm  νη αξρηθέο δηαζηάζεηο ηνπ νξζνγσλίνπ, ηόηε είλαη: 

2(x + y) = 16 cm    (1). 
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Όηαλ απμεζνύλ νη δηαζηάζεηο θαηά 2 cm νη πιεπξέο ηνπ ζα είλαη  (x + 2) cm,  

(y + 2) cm  θαη ην εκβαδόλ είλαη  (x + 2) (y + 2) = 36 cm
2
    (2). 

΢πλεπώο έρνπκε ην ζύζηεκα: 

x + y = 8 x + y = 8 x + y = 8

2x + 2y + xy + 4 = 36 2(x + y) + xy = 32    xy = 16

  
   

  
 

νπόηε νη  x, y  είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο  σ
2
 – 8σ + 16 = 0   

2(σ – 4)  = 0 σ = 4   (δηπιή).   

Άξα  x = 4  θαη  y = 4,  νπόηε ην αξρηθό νξζνγώλην είλαη ηεηξάγσλν πιεπξάο  4 cm. 

71.  Οη ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ ηνκήο ηεο επζείαο θαη ηεο παξαβνιήο είλαη νη 

ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο: 

2 2 2

y = θx + x – 2 y = (θ + 1)x – 2 y = (θ +1)x – 2

y = – 2x (θ + 1)x – 2 = – 2x 2x  + (θ + 1)x – 2 = 0

  
   

  

 

Η δηαθξίλνπζα ηνπ ηξησλύκνπ  2x
2
 + (θ + 1)x – 2 = 0  είλαη:Γ = (θ + 1)

2
 + 16 > 0  γηα θάζε  

θ  R,  νπόηε ην ηξηώλπκν έρεη δύν ξίδεο γηα θάζε ηηκή ηνπ  θ  R. 

Άξα ε επζεία  y = θx + x – 2  θαη ε παξαβνιή  y = –2x
2
  έρνπλ δύν θνηλά ζεκεία γηα θάζε 

ηηκή ηνπ θ  R. 

72.  Έρνπκε  

x – 2 y = 3 2 x – 4 y = 6 5 x  = – 5
   

3 x  + 4 y  = –11 3 x  + 4 y  = –11 x  = –1   ΑΓΤΝΑΣΗ

  
 
  

 

73.  Έρνπκε  

i. 
2 x + 1  + y – 1  = 7 2 x + 2  + y – 1  = 7 3 x + 1  = 6 x + 1  = 2  άξα

   
  y – 1 – x + 1  = 1 – y – 1  + x – 1  = –1 y – 1 – 2 = 1 y – 1  = 3

   
 

  

 

x + 1  = 2  x + 1 = 2   ή   x + 1 = – 2

                         x = 1            x = – 3

θαη

y – 1  = 3 y – 1 = 3   ή   y – 1 = –3

                        y = 4           y = – 2





 

Άξα νη ιύζεηο είλαη:  (1, 4), (1, –2), (–3, 4), (–3, –2). 

ii. 
x + y = 8 x = 8 – y x = 8 – y x = 8 – y

   
y – x – 1  = 5 y – 8 + y – 1  = 5 2y – 9  = 5 2y – 9 = 5  ή  2y – 5 = –5

    
  
    

  

x = 8 – y x = 8 – y x = 1 x = 6
  ή     ή   

2y = 14 2y = 4 y = 7 y = 2





 

Άξα νη ιύζεηο είλαη  (x, y) = (1, 7)  ή  (x, y) = (6, 2). 
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74.  Έρνπκε  

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2x – y  = 10 8x – 4y  = 40
 11x  = 44 x  = 4

3x  + 4y  = 4 3x  + 4y  = 4


  


 

θαη 24 – y
2
 = 10  y

2
 = –2  ΑΓΤΝΑΣΗ. 

75.  Έρνπκε  

(3x + 2) (x – y) = 0 3x + 2 = 0  ή  x – y = 0 3x + 2 = 0 x – y = 0
  ή

   x + y = 2   x + y = 2   x + y = 2 x + y = 2

   
    

   
 

2
x

x = 13
  ή  

8 y – 1
y

3


  

  
 



 

Θ ΕΜ Α Σ Α  Π Ρ Ο Α ΓΩ Γ Ι Κ ΩΝ  ΕΞ Ε Σ Α΢ Ε Ω Ν   2 0  

76.  Έρνπκε  

    
ι + 2     4

D =  = (ι + 2) (ι + 4) – 8 = 
   2      ι + 4

 

              = ι
2
 + 4ι + 2ι + 8 – 8 = ι

2
 + 6ι = ι(ι + 6) 

          
x

8 – 3ι    4
D  =  = (8 – 3ι) (ι + 4) – 32 = 

   8      ι + 4
 

                = 8ι + 32 – 3ι
2
 – 12ι – 32 = –3ι

2
 – 4ι = –ι(3ι + 4) 

          
y

ι + 2    8 – 3ι
D  =  = 8(ι + 2) – 2(8 – 3ι) = 8ι + 16 – 16 + 6ι = 14ι 

    2          8
 

Αλ  D  0  ι  0  θαη  ι  –6  ηόηε κόλε ιύζε: 

xD –ι(3ι+ 4) –3ι – 4
x =  =  = 

D ι(ι + 6) ι + 6
 

yD 14ι 14
y =  =  = 

D ι(ι + 6) ι + 6
 

Αλ  D = 0  ι = 0  ή  ι = –6 

 Αλ  ι=0  ην ζύζηεκα γίλεηαη 

2x + 4y = 8

2x + 4y = 8





  ΑΠΔΙΡΔ΢ ΛΤ΢ΔΙ΢ 

 Αλ  ι = –6  ην ζύζηεκα γίλεηαη: 
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    – 4x + 4y = 29

–4x + 4y = 29 +      4x – 4y = 16     
        

2x – 2y = 8 0x + 0y = 452
  ΑΓΤΝΑΣΟ





 

77.  Έρνπκε  

2x + 3y = ι 2x + 3y = ι

  x + 2(y + 1) = ι   x + 2y = ι – 2

 
 

 
 

α. 
2    3

D =  = 4 – 3 = 1
1     2

  

x

    ι       3
D  =  = 2ι – 3(ι – 2) = 2ι – 3ι + 6 = – ι + 6 

ι – 2     2
 

y

2      ι
D  =  = 2ι – 4 – ι = ι – 4 

1    ι – 2
 

β. D = 1  0  άξα έρνπκε κνλαδηθή ιύζε: 

x

y

D –ι + 6
x =  =  = – ι + 6

D 1

D ι – 4
y =  =  = ι – 4

D 1

 

78.  Έρνπκε  

αx + αy = 1

  x + αy = α
 

2
α    α

D =  = α – α = α(α – 1)
1    α

 

α. Γηα λα έρεη κνλαδηθή ιύζε πξέπεη  D  0: 

 α
2
 – α  0     ή α(α – 1)  0    ή   α  0  θαη  α  1 

β. Γηα  D  0 

2

x

2

y

x

y

1    α
D  =  = α – α  = α(1 – α)

α    α

α    1
D  =  = α – 1 = (α – 1) (α + 1)

1    α

D α(1 – α)
x =  =  = –1

D α(α – 1)

D (α – 1) (α + 1) α + 1
y =  =  = 

D α(α – 1) α
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γ.  x = y = 4  
α + 1

–1 +  = 4
α

  –a + a
2
 + a = 4  a

2
 = 4  a = 2  ;h  a = –2 

79.  Έρνπκε  

ιx – 2y = ι

(ι – 2)x – y = 2





 

x

   ι       – 2
D =  = – ι + 2(ι – 2) = – ι + 2ι – 4 = ι – 4

ι – 2    –1

ι    – 2
D  =  = – ι + 4

2     –1

 

2

y

    ι      ι
D  =  = 2ι – ι(ι – 2) = 2ι – ι  + 2ι =

ι – 2    2
 4ι – ι

2
 = ι(4 – ι) 

 Αλ  D  0  ι – 4  0  ι  4  ηόηε έρνπκε κνλαδηθή ιύζε: 

x

y

D –ι + 4
x =  =  = –1

D ι – 4

D ι(4 – ι)
y =  =  = – ι

D ι – 4

 

 Αλ  D = 0  ι = 4 

Σν ζύζηεκα γίλεηαη: 

    4x – 2y = 4
4x – 2y = 4

 – 4x + 2y = – 4     
       

       0x + 0y = 0
2x – y = 2

–2 ΑΠΔΙΡΔ΢ ΛΤ΢ΔΙ΢







 

80.  Έζησ  x  ε πιεπξά ηνπ 1
νπ

 ηεηξαγώλνπ θαη  y  ε πιεπξά ηνπ 2
νπ

 ηεηξαγώλνπ. Οη 

ζρέζεηο πνπ πξνθύπηνπλ είλαη: 

2 2 2 2x – y  = 500 x – y  = 500
     

4x – 4y = 40 x = 10 + y

 
 
 

 

(10 + y)
2
 – y

2
 = 500  100 + 20y + y

2
 – y

2
 = 500  100 + 20y = 500  

20y = 400  y = 20    x = 30  

81.  Έρνπκε  

3x + (ι – 1) = – 3

ιx + 2y = 2




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2

x

3      ι –1
D =  = 6 – ι(ι – 1) = 6 – ι  + ι

ι         2

–3    ι – 1
D  =  = – 6 – 2(ι – 1) = – 6 – 2ι + 2 = – 2ι – 4

  2       2

 

y

3   – 3
D  =  = 6 – 3ι

ι      2
 

Γηα λα έρεη άπεηξεο ιύζεηο πξέπεη  D = 0: 

–ι
2
 + ι + 6 = 0         Γ = 1 + 24 = 25,          

1,2

  3–1 5
ι  =  

–2–2


 

 Αλ  ι = 3  ην ζύζηεκα γίλεηαη: 

3x + 2y = – 3
  ΑΓΤΝΑΣΟ

3x + 2y = 2
 

 Αλ  ι = –2  ην ζύζηεκα γίλεηαη: 

     6x – 6y = – 62
3x – 3y = – 3

 – 6x + 6y = 6        +     
       

       0x + 0y = 0
–2x + 2y = 2

3 ΑΠΔΙΡΔ΢ ΛΤ΢ΔΙ΢







 

82.  Έρνπκε   

2

x

x y

2
δηαηξώ κε D

2 2 x

x 2 2

DD
2D D  + D  + D  + D  = 0  2  + 1 +  = 0   

D D
    

2x + 1 + x
2
 + y

2
 = 0  (x + 1)

2
 + y

2
 = 0 

x + 1 = 0   θαη   y = 0 

x = –1       θαη   y = 0 

83.  Έρνπκε  

α. 
β + 2α 1 β + 2α

f( – 4) =  = – 4 = 2β + 4α    (1)
–4 2 –4

    

1 1 α
f –  = –  α + β + 1 4 = –  + β + 1

2 2 2

α
                3 = –  + β 6 = – α + 2β    (2)

2

 
  

 



 

Από (1) & (2):    4α + 2β = – 4 Αθαίξεζε
 5α = –10   α = – 2    β = 2

                         – α + 2β = 6 θαηά κέιε





 

β. 
2α   – β –4   – 2

Α = – 2  = – 2   f(4) = – 2 4 + 2 1 = – 5  
f(4)    1 f(4)     1

    
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–4   – 2
Α = – 2  = – 2 (–4 – 10) = – 2( –14) = 28  

–5       1
  

84.  Έρνπκε  

(ι – 2)x + 5y = 2 

x + (ι + 2)y = 2 

α. Αλ  ι = 2  ην ζύζηεκα γίλεηαη: 

2 2
y = y = 

5y = 2 5 5
  

x + 4y = 2 8 10 – 8 2
x +  = 2 x =  = 

5 5 5

 
   

   
  

  

 

β. Αλ  ι = 3  ην ζύζηεκα γίλεηαη: 

x + 5y = 2 2002 + 5(400) = 2
 Αληηθαζηζηώ

x + 5y = 2 2002 – 2000 = 2





 

ηζρύεη, άξα ην δεύγνο  (2002, –400)  επαιεζεύεη ην ζύζηεκα 

γ. 2 2
ι – 2       5

D =  = ι – 4 – 5 = ι – 9  
   1       ι + 2

  

D = 0  ι = 3  ή  ι = –3 

 Αλ ην  ι = 3  ην ζύζηεκα έρεη άπεηξεο ιύζεηο (βι. εξώη. β) 

 Αλ ην  ι = –3  ην ζύζηεκα γίλεηαη: 

   – 5x + 5y = 2

–5x + 5y = 2        5x – 5y = 10     
     

    x – y = 2 0x + 0y = 05
  Αδύλαην





 

 Αλ  ι  3  θαη  ι  –3  ηόηε έρεη κνλαδηθή ιύζε: 

x

y

2       5
D  =  = 2ι + 4 – 10 = 2ι – 6

2    ι + 2

ι – 2     2
D  =  = 2(ι – 2) – 2 = 2ι – 4 – 2 = 2ι – 6

   1        2

 

Οη ιύζεηο είλαη: 

x

2

y

2

D 2ι – 6 2(ι – 3)
x =  =  = 

D (ι – 3) (ι + 3)ι – 9

D 2ι – 6 2
y =  =  = 

D ι + 3ι – 9

 

85.  Έρνπκε  
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ι + ιy = 1

x + ιy = ι





 

α. 2
ι    ι

D =  = ι – ι = ι(ι – 1)
1     ι

 

2

x

2

y

1    ι
D  =  = ι – ι  = ι(1 – ι)

ι     ι

ι    1
D  =  = ι – 1 = (ι – 1) (ι + 1)

1     ι

 

β. Γηα λα έρεη κνλαδηθή ιύζε πξέπεη  D  0:  ι  0  θαη  ι  1 

x

y

D ι(1 – ι)
x =  =  = –1

D ι(ι – 1)

D (ι – 1) (ι + 1) ι + 1
y =  =  = 

D ι(ι – 1) ι

 

γ.  Αλ  ι = 0  ην ζύζηεκα γίλεηαη:  
0x + 0y = 1

  x + 0y = 0





   ΑΓΤΝΑΣΟ 

 Αλ  ι = 1  ην ζύζηεκα γίλεηαη:  
x + y = 1

x + y = 1





   ΑΟΡΙ΢ΣΟ 

 

86.  Έρνπκε  

1

ι + 1    – 3
D  =  = ι + 1 + 3κ –  6 = ι + 3κ – 5

κ – 2        1
 

2

2ι + 1    κ + 4
D  =  = 2ι + 1 – κ – 4 = 2ι – κ – 3

     1           1
 

Γηα λα είλαη αδύλαηα πξέπεη  D1 = D2 = 0 

    ι + 3κ = 5
ι + 3κ = 5

  6ι – 3κ = 9  
     ι = 2    κ = 1    

   7ι = 14
2ι – κ = 3

3




 



 

Σν  ΢1  γίλεηαη: 

2

 3x – 3y = 5 3x – 3y = 5
   ΑΓΤΝ.

–x + y = 1 3x – 3y = – 3 ι = 2    –3

Σν  ΢   γίλεηαη:      θαη

κ = 1 5x + 5y = –1 5x + 5y = –1
   ΑΓΤΝ.

   x +   y = 4 5x + 5y = 20
5








 
 

 

 

87.  Έρνπκε  
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2x + y = ι + 2

3x – 2y = 5 – ι





 

α. 
2        1

D =  = – 4 – 3 = – 7 0  γηα θάζε  ι R  άξα έρεη κνλ. ιύζε
3    – 2

    

β. 
x

ι + 2        1
D  =  = – 2(ι + 2) – (5 – ι) = – 2ι – 4 – 5 + ι = ι – 9

5 – ι    – 2
  

y

x

y

2     ι+ 2
D  =  = 2(5 – ι) – 3(ι + 2) = 10 – 2ι – 3ι – 6 = – 5ι + 4

3     5 – ι

D –ι – 9 ι + 9
άξα   x =  =  = 

D –7 7

D 5ι – 4
         y =  = 

D 9

 

γ. Αληηθαηάζηαζε:   

ι + 9 5ι – 4
 +  = 5 ι + α + 5ι – 4 = 35 

7 7
  6ι = 30   ι = 5    

88.  Έρνπκε  

ιx + y = 3

4x + ιy = 2





 

α. 2
ι     1

D =  = ι – 4 = (ι – 2) (ι + 2)
4     ι

 

Αλ  ι  2, –2  ηόηε έρεη κνλαδηθή ιύζε: 

x

y

3     1
D  =  = 3ι – 2

2     ι

ι     3
D  =  = 2ι – 12 = 2ι – 12 = 2(ι – 6)

4     2

 

x

y

D 3ι – 2
x =  = 

D (ι – 2) (ι + 2)

D 2(ι – 6)
y =  = 

D (ι – 2) (ι + 2)

 

β. 
2

3ι – 2 2(ι – 6) 3ι – 2 + 2ι – 12 5ι – 14
 +  =  = 

(ι – 2) (ι + 2) (ι – 2) (ι + 2) (ι – 2) (ι + 2) ι – 4
  

γ. x0 + y0 = –1 

2

5ι – 14
 = –1

ι – 4
  5ι – 14 = –ι

2
 + 4  ι

2
 + 5ι – 14 – 4 = 0  ι

2
 + 5ι – 18 = 0 
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Γ = 25 + 72 = 97,      1,2

–5 97
ι  = 

2


 

89.  Έρνπκε  

2ιx + (ι – 1)y = ι

    x + ιy = 1





 

α. 2 2
2ι     ι – 1

D =  = 2ι – (ι – 1) = 2ι – ι + 1)
  1        ι

  

Γηα λα έρεη κνλ. ιύζε πξέπεη  D  0.   

Αλ  D = 0:  2ι
2
 – ι + 1 = 0,    Γ = 1 – 42 = –7 < 0  άξα  D  0  γηα θάζε  ι  R 

2

x

y

ι     ι – 1
D  =  = ι – ι + 1

1         ι

2ι     ι
D  =  = 2ι – ι = ι

  1     1

 

2
yx

2 2

DD ι – ι + 1 ι
x =  =  ,   y =  = 

D D2ι – ι + 1 2ι – ι + 1
 

β. 
2

2 2

ι – ι + 1 3ι
 +  = 0

2ι – ι + 1 2ι – ι + 1
   

ι
2
 – ι + 1 + 3ι =0  ι

2
 + 2ι + 1 = 0  (ι + 1)

2
 = 0  ι = –1 

γ.  ε1:  –2x – 2y = –1 

     ε2:      x –   y = 1 

1

1

2

ε

ε ε2 1 2

ε

Α
ι  = –   = –1

Β
 ι ι = –1  άξα  ε  θάζεηε ε

Α
ι  = –   =    1

Β








 

δ.   Γηα ηελ  ε1:  ιε
1
 = –1  άξα  εθσ = –1  σ = 125

ν
  

 Γηα ηελ  ε2:  ιε
2
 =   1  άξα  εθσ =   1  σ = 45

ν
 

90.  Έζησ  x  ηα αγόξηα   θαη       y  ηα θνξίηζηα 

Σόηε ηζρύνπλ νη ζρέζεηο: 

7 7
y =  x y =  x 7 2

     x = x + 6   6 =  x   x = 15,  y = 21 5 5
5 5

y – 9 = x – 3 y = x +6

 
   
   

  
 

 

Άξα ζηηο 11 κ.κ. ππήξραλ 12 αγόξηα θαη 12 θνξίηζηα. Γειαδή 12 δεπγάξηα. 

Σν πάξηη ηειείσζε ζηηο 1 π.κ.. 

91.  α. Έρνπκε: 
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y – x + 1
 = x

y – x + 1 = 3x 4x – y = 13
    

y + 1 = 12x – 16 12x – y = 17y + 1
 = 3x – 4

4


  
  

 


 

β. Έρνπκε: 

x y

 4    –1
D =  = – 4 + 12 – 8

12    –1

 1    –1  4      1
D  =  = –1 + 17 = 16,     D  =  = 68 – 12 = 56

17    –1 12    17

 

γ. Οη ιύζεηο  x, y  ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη: 

yx
DD 16 56

x =  =  = 2   θαη   y =  =  = 7 
D 8 D 8

 

Άξα  (x, y) = (2, 7). 

92.  α. Έρνπκε: 

x

y

2    –1
D =  = – 8 + 7 = –1

7    – 4

ι – 1   –1
D  =  = – 4ι + 4 + ι = – 3ι + 4

   ι     – 4

2     ι – 1
D  =  = 2ι – 7ι + 7 = – 5ι + 7

7        ι

 

β. Δθόζνλ  D  0  ην ζύζηεκα έρεη κία θαη κνλαδηθή ιύζε γηα θάζε  ι  R. 

γ.  Η ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη: 

yx

0 0

DD
x  =  = 3ι – 4,      y  =  = 5ι – 7 

D D
 

δ. Έρνπκε: 

2x0 – y0 < 1  2(3ι – 4) – (5ι – 7) < 1   6ι – 8 – 5ι + 7 < 1  ι < 2 

 

93.  α. Έρνπκε: 

2    1
D =  = 4 – 3 = 1 0

3    2
  

Αθνύ  D  0  ην ζύζηεκά καο έρεη κνλαδηθή ιύζε. 

β. ΢ηε ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε ηα  Dx, Dy: 
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x

y

θ – 1   1
D  =  = 2θ – 2 – 4 = θ – 2

   θ      2

2     θ – 1
D  =  = 2θ – 3θ + 3 = – θ + 3

3        θ

 

Άξα ε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη: 

yx

0 0

DD
x  =  = θ – 2   θαη   y  =  = – θ + 3 

D D
 

γ. Έρνπκε: 

0 0x – y < 4 θ – 2 + θ – 3 < 4 2θ – 5 < 4 – 4 < 2θ – 5 < 4

1 9
– 4 + 5 < 2θ < 4 + 5 1 < 2θ < 9  < θ < 

2 2

   

  
 

94.  α. Έρνπκε: 

x

2 2

y

ι    1
D =  = ι –1

1    1

     ι      1
D  =  = ι – 2ι + 1 = – ι + 1

2ι – 1   1

ι         ι
D  =  = 2ι – ι – ι = 2ι – 2ι = 2ι(ι – 1)

1     2ι – 1

 

β. Αλ  ι  1  ι – 1  0  D  0.  Δπνκέλσο ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε: 

yx

0 0

DD –ι + 1 ι – 1 2ι(ι – 1)
x  =  =  = –  = –1,      y  =  =  = 2ι 

D ι – 1 ι – 1 D ι – 1
 

Άξα  (x0, y0) = (–1, 2ι). 

γ. Αλ  ι = 1  ι – 1 = 0  D = 0  θαη ην ζύζηεκα γίλεηαη: 

x + y = 1 x + y = 1
  

x + y = 2 – 1 x + y = 1

 
 

 
 

Δπνκέλσο ην ζύζηεκα έρεη άπεηξεο ιύζεηο θαη κάιηζηα ηζρύεη  x + y = 1  y = 1 – x .   

Δπνκέλσο νη ιύζεηο είλαη ηεο κνξθήο:    (x0, y0) = (x0, 1 – x0) 


